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Problema 1. (a) Seau = (x+ y)4 + y2(z+ x)3 donde x = rse−t , y = rslog(1+ t2), z = r2scost.

Calcular
∂u
∂s

cuandor = 2, s= 1, t = 0.

(b) Seaz= z(x,y) la función dada implícitamente por

3x2y2 +2z2xy−2zx3 +4zy3−4 = 0.

Calcular
∂2z

∂x∂y
en el punto(2,1) siendoz(2,1) = 2.

Solución. (a) Todo lo que hay que hacer es aplicar la regla de la cadena:

∂u
∂s

=
∂u
∂x

∂x
∂s

+
∂u
∂y

∂y
∂s

+
∂u
∂z

∂z
∂s

=

=(4(x+y)3 +3y2(z+x)2)r e−t +(4(x+y)3 +2y(z+x)3)r log(1+ t2)+3y2(z+x)2r2cost

Parar = 2, s= 1, t = 0 tenemos quex = 2, y = 0, z= 4, y por tanto,
∂u
∂s

(2,1,0) = 64.

(b) Derivando respecto ax la identidad que define implícitamente az= z(x,y) obtenemos:

6xy2 +4z
∂z
∂x

xy+2z2y−2
∂z
∂x

x3−6x2z+4
∂z
∂x

y3 = 0 (i)

Derivando la identidad anterior respecto ay obtenemos:

12xy+4
∂z
∂y

∂z
∂x

xy+4z
∂2z

∂x∂y
xy+4z

∂z
∂x

x+4z
∂z
∂y

y+2z2−2
∂2z

∂x∂y
x3−6x2 ∂z

∂y
+4

∂2z
∂x∂y

y3 +12
∂z
∂x

y2 = 0 (ii)

Observamos que para calcular la derivada parcial pedida necesitamos calcular antes las derivadas parcia-

les
∂z
∂x

y
∂z
∂y

. Derivando respecto ay la identidad que define implícitamente az= z(x,y) obtenemos:

6x2y+4z
∂z
∂y

xy+2z2x−2
∂z
∂y

x3 +4
∂z
∂y

y3 +12zy2 = 0 (iii)

Sustituyendo en (i) y (iii)x = 2,y = 1,z= 2 calculamos fácilmente
∂z
∂x

(2,1) = 7,
∂z
∂y

(2,1) =−16. Sus-

tituyendo ahora en (ii) obtenemos finalmente que
∂2z

∂x∂y
(2,1) = 103.

Problema 2. Calcular las siguientes integrales:

(a)
x

A

(x2 +y2)−3/2 d(x,y) dondeA =
{
(x,y) ∈ R2 : x2 +y2 6 1, x+y > 1, y≥ x

}
.

(b)
y

A

e
√

x2+y2√
x2 +y2

d(x,y,z) dondeA es el recinto limitado inferiormente por el

paraboloidez= x2 +y2 y superiormente por el planoz= 4.



Solución. (a) La regiónA se muestra sombreada en la figura de la izquierda.
La función que hay que integrar sugiere un cambio a coordenadas polares.
La descripción deA en coordenadas polares es fácil:

A =
{

(ρcosθ,ρsenθ) : π/4 6 θ 6 π/2,
1

cosθ+senθ
6 ρ 6 1

}
Por tanto:

x

A

(x2+y2)−3/2d(x,y)=
π/2w

π/4

 1w

1
cosθ+senθ

1
ρ2 dρ

dθ =
π/2w

π/4

(cosθ+senθ−1)dθ = 1− π
4

(b) A la izquierda se ha representado el paraboloide cortado por el plano
z= 4. Observa queA es un conjunto detipo I enR3. De hecho, como la pro-
yección deA sobre el planoXY es el disco centrado en 0 de radio 2,D(0,2),
tenemosA = {(x,y,z) : x2 +y2 6 4, x2 +y2 6 z6 4}. En consecuencia:

y

A

e
√

x2+y2√
x2 +y2

d(x,y,z) =
x

D(0,2)

 4w

x2+y2

e
√

x2+y2√
x2 +y2

dz

d(x,y) =

=
x

D(0,2)

(
e
√

x2+y2√
x2 +y2

(4− (x2 +y2))
)

d(x,y) =

(pasando a coordenadas polares e integrando por partes para calcular una primitiva deρ2eρ)

=
πw

−π

[
2w

0

eρ

ρ
(4−ρ2)ρdρ

]
dθ = 2π

2w

0

(4eρ−ρ2eρ)dρ = 4π(e2−1)

Problema 3. Se quiere construir un pentágono colocando un triángulo isósceles sobre un rectángulo, co-
mo se muestra en la siguiente figura. Si el pentágono tiene un perímetro fijoP0, determinar las longitudes
de los lados del pentágono que maximizan su área.
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Solución. Llamandox la longitud del ladoAB, y la longitud deBC, z la longitud deCD, el área del
pentágono viene dada por:

f (x,y,z) = xy+
x
2

√
z2−x2/4

función que hay que maximizar con la condición de quex+2y+2z−P0 = 0. Formamos la función de
Lagrange

F(x,y,z,λ) = xy+
x
2

√
z2−x2/4+λ(x+2y+2z−P0)

Calculamos los puntos críticos de la función de Lagrange:

∂F
∂x

=y+
1
2

√
z2−x2/4− x2

8
1√

z2−x2/4
+λ = 0 (1)

∂F
∂y

=x+2λ = 0 (2)

∂F
∂z

=
x
2

z√
z2−x2/4

+2λ = 0 (3)

∂F
∂λ

=x+2y+2z−P0 = 0 (4)

Sustituyendo 2λ = −x en (3) obtenemosx

(
z

2
√

z2−x2/4
−1

)
= 0, y como debe serx > 0, se sigue

que
z

2
√

z2−x2/4
−1= 0, lo que implica quex2 = 3z2 y, por tanto

√
z2−x2/4=

z
2

. Sustituyendo ahora

en (1) y teniendo en cuenta quey = P0/2−z−x/2 = P0/2−z−
√

3z/2, obtenemos:

P0

2
−z−

√
3z+

z
4
− 3z

4
= 0

de donde resultaz=
P0(2−

√
3)√

3
, x = (2−

√
3)P0, y =

P0(3−
√

3)
6

.

Si has llegado hasta aquí tu ejercicio está bien hecho.
Nota. No es necesario que leas lo que sigue, salvo que quieras saber cómo puedes justificar que

los valores antes obtenidos corresponden efectivamente al pentágono de máxima area. Para ello puedes
razonar como sigue. El conjuntoK = {(x,y,z) : x > 0, y > 0, z > 0, z2 > x2/4, x+ 2y+ 2z 6 P0} es
compacto, por lo quef tiene que alcanzar un máximo y un mínimo absolutos enK. Pero como en
el interior deK, es decir en el conjunto{(x,y,z) : x > 0, y > 0, z> 0, z2 > x2/4, x+ 2y+ 2z< P0}, la
función f no tiene puntos críticos (cualquier punto crítico def debe cumplir quex= 0), deducimos que
dichos valores máximo y mínimo deben alcanzarse en la frontera de K. Ahora bien, en la frontera de
K es xyz= 0, o z= x/2 en ambos casos no hay pentágonoo esx+ 2y+ 2z= P0. Concluimos que el
máximo absoluto def en K se alcanza en el planox+2y+2z= P0 y, por tanto es el punto que hemos
obtenido anteriormente.

Para hacer este ejercicio pueden tomarse como variablesx, y y el ánguloβ; y tambiénx, y y la longi-
tud,h, del segmentoDH. En ambos casos el sistema que resulta no tiene ninguna dificultad particular.



Problema 4. Estudiar, según los valores del parámetro realα, la convergencia uniforme en[0,1] de la
sucesión de funciones{ fn} dada por

fn(x) =
nαx

1+nx2 x∈ [0,1], n∈ N.

Solución.Empezaremos estudiando la convergencia puntual en[0,1]. Es claro que para 0< x la sucesión
{ fn(x)} converge a 0 siα < 1, converge a 1/x si α = 1 y si α > 1 diverge positivamente. Por tanto, si
α > 1 ni siquiera hay convergencia puntual, por lo queconsideraremos en lo que sigue queα 6 1.

Pongamosf (x) = lim
n→∞

{ fn(x)}. Tenemos quef (0) = 0, y para 0< x 6 1 es f (x) =

{
1/x si α = 1

0 si α < 1
Casoα = 1. Recordando que la convergencia uniforme conserva la continuidad, como paraα = 1 la
función f no es continua en[0,1], deducimos que la sucesión no converge uniformemente en[0,1].

Casoα < 1. Derivando obtenemos quef ′n(x) = nα 1−x2n
(1+nx2)2 de donde fácilmente se deduce quefn

alcanza su máximo absoluto en[0,1] en el puntoxn = 1/
√

n. Por tanto, la convergencia será uniforme si

y, sólo si, max{| fn(x)− f (x)| : x∈ [0,1]} = fn(1/
√

n) =
nα−1/2

2
converge a 0, lo que ocurre, si, y sólo

si, α < 1/2.

Nota. Si no se te ocurre razonar en el casoα = 1 como lo hemos hecho, también puedes hacerlo
directamente. Considera la funciónhn(x) = f (x)− fn(x). Tienes que para 0< x6 1,hn(x) = 1/x− fn(x).
Comprueba que la deriva dehn(x) es negativa en]0,1]. En consecuencia,hn es decreciente en]0,1].
Comohn(1) > 0, deducimos quehn(x) > 0 para 0< x 6 1, por lo que:

sup{hn(x) : x∈ [0,1]}= lim
x→0
x>0

hn(x) = +∞

Lo que prueba que no hay convergencia uniforme en[0,1] (aunque sí hay convergencia uniforme en
intervalos del tipo[ρ,1] con 0< ρ < 1).

Problema 5. (Opcional grupos B y C)Una curva de la formay = y(x) verifica la siguiente propiedad:
para cada punto(x,y) de la curva, el punto medio(a,b) del segmento de recta tangente comprendido
entre(x,y) y el ejeOY verificab = 2a2. Hallar la curva sabiendo que pasa por el punto(1,2).

Solución.La ecuación de la tangente a la curva en un punto genérico(x,y) de la misma viene dada por
Y−y = y′(X−x). El corte con el ejeOY se obtiene haciendoX = 0, con lo queY = y−xy′. Por tanto
el punto de corte de la tangente con el ejeOY viene dado por(0,y−xy′). El punto medio del segmento
cuyos extremos son dicho punto y el punto(x,y) viene dado por

1/2(x,y)+1/2(0,y−xy′) = (x/2,y−xy′/2)

En consecuencia, deberá verificarse quey−xy′/2= x2/2; es decir,xy′−2y+x2 = 0, la cual, dividiendo
por x, podemos escribir comoy′−2y/x+ x = 0, que es una ecuación diferencial lineal que podemos

convertir en diferencial exacta multiplicando por el factor integrante exp

(w −2
x

dx

)
= x−2. Obtene-

mos de esta manera la ecuación diferencial exacta

(
−2y
x3 +

1
x

)
dx+

1
x2 dy= 0, cuya solución se calcula

fácilmente, y es de la formay = x2 log

(
c
x

)
, dondec es una constante. La curva de esta familia que

pasa por(1,2) viene dada por la condición de que 2= logc, esto es,c = e2. Finalmente, la curva pedida
viene dada pory = x2(2− logx) dondex > 0.


