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1. Preliminares sobre finales
Este poster concierne al estudio de la conexión ası́ como del espacio de
finales de Freudenthal ([2] y [3]) de lı́mites inversos de sucesiones de
espacios no compactos cuyas aplicaciones de enlace son propias.

Nos restringiremos a la categorı́a de los espacios metrizables localmente
compactos y σ-compactos (espacios admisibles, para acortar) y las apli-
caciones propias. Recordemos que una aplicación continua f : X → Y

se dice propia si f−1(K) es compacto para cada subconjunto compacto
K ⊂ Y . Es bien conocido que las aplicaciones propias entre espacios
admisibles son aplicaciones cerradas ([1]; 3.7.18). Es una comproba-
ción sencilla ver que la compacidad local y la σ-compacidad establecen
la existencia de sucesiones exhaustivas; esto es, sucesiones crecientes
de conjuntos compactos Kn ⊂ X tal que X = ∪∞n=1Kn y Kn ⊂ intKn+1.

Para un espacio admisible general la definición de final de Freudenthal
es la siguiente. Dado un espacio X denotamos por X̂ al conjunto de
todos los ultrafiltros de X sobre la familia A de todos los conjuntos ce-
rrados de X con frontera compacta. El espacio obtenido al dotar a X̂ de
la topologı́a generada por la base de cerrados

A∗ = {A − ultrafiltros U con A ∈ U}

con A ∈ A, es conocido como la compactificación de Freudenthal de X.
Cada x ∈ X es identificado con el A-ultrafiltro Ux = {A ∈ A; x ∈ A}
y la diferencia F(X) = X̂ − X resulta ser un subespacio cerrado 0-
dimensional cuyos elementos se conocen por los finales de Freudenthal
de X ([4]). Además cualquier aplicación propia f : X −→ Y entre es-
pacios admisibles induce una aplicación continua f∗ : F(X) → F(Y ). Si
consideramos continuos generalizados (espacios admisibles conexos),
los finales pueden describirse con una forma más sugerente desde un
punto de vista geométrico como

F(X) ∼= ĺım
←−

Q(X − intKn)

donde Q(X − intKn) es el espacio de cuasicomponentes de X − intKn

y en particular, F(X) es homeomorfo a un subconjunto cerrado del con-
junto de Cantor.

En general, la compactificación de Freudenthal de un espacio admisible
X puede no ser metrizable. De hecho, la metrizabilidad de X̂ y F(X) son
equivalentes, y ambas son equivalentes a la compacidad del espacio de
cuasicomponentes de X ([3]; Thm. VI). En particular, la compactifica-
ción de Freudenthal de un continuo generalizado es siempre un espacio
metrizable y por tanto un continuo. Este hecho nos permite probar el
siguiente

Lema 1.1. Dada una sucesión exhaustiva {Kn}n≥1 de un continuo gene-
ralizado X, consideremos ε = (Qn)n≥1 un final de Freudenthal definido
por la sucesión encajada de cuasicomponentes Qn ⊂ X − intKn. Para
cada n ≥ 1 existe un continuo L ⊂ X̂ − intKn en la compactificación de
Freudenthal X̂ uniendo ε y FrKn. Más aún, cada Qn (n ≥ 1) contiene al
menos una componente conexa no compacta.

La componente no acotada dada por el Lema 1.1 no tiene por qué ser
única. La unicidad de estas componentes se tiene para los llamados con-
tinuos generalizados de Peano; esto es, los continuos generalizados lo-
calmente conexos. Para estos espacios las cuasicomponentes coinciden
con las componentes conexas; en particular, los finales de Freudenthal
están definidos por sucesiones crecientes de componentes conexas.

2. Lı́mites inversos con aplicaciones
de enlace propias

Con relación a los lı́mites inversos, usaremos la notación X = ĺım
←−p

Xn

para representar el lı́mite inverso de una sucesión X0
f0

← X1
f1

← · · ·
fn−1

←

Xn
fn
← . . . cuyas aplicaciones enlace fn son propias. Notemos que X

puede ser el espacio vacı́o (por ejemplo si consideramos la sucesión de
inclusiones X0 ⊃ X1 ⊃ . . . donde Xn = [n, +∞)). Para lı́mites inversos
no vacı́os tenemos el siguiente lema; compárese con ([1], 3.7.12).
Lema 2.1. Supongamos que X = ĺım

←−p

Xn no es vacı́o. Entonces X es

un espacio admisible. Más aún, las proyecciones naturales πn : X → Xn

son aplicaciones propias (y por tanto X no es compacto si los espacios
Xn tampoco lo son). Además, si las aplicaciones fn son monótonas en-
tonces también lo son las proyecciones πn.

Recordemos que una aplicación f : X → Y se dice monótona si es un
sobreyección continua tal que f−1(y) es conexo para cada y ∈ Y . Es
sabido (ver ([1]; 6.1.29)) que si f es una aplicación monótona cerrada
entonces f−1(C) es conexo para cualquier espacio conexo C ⊂ Y .
Corolario 2.2. Consideremos un lı́mite inverso de continuos generaliza-
dos X = ĺım

←−p

Xn con aplicaciones enlace monótonas, entonces X es un

continuo generalizado.
Proposici ón 2.3. Sea X un espacio admisible, entonces X = ĺım

←−p

Xn si y

sólo para la sucesión inducida {X+
1 ← X+

2 ← . . . } se tiene X+ = ĺım
←−

X+
n .

Que, aplicando ([5]; 2.36), tiene como consecuencia el siguiente
Corolario 2.4. Si cada Xn es homeomorfo a un conjunto cerrado no tri-
vial de R

k, entonces X se puede sumergir como un conjunto cerrado en
R

2k.

3. Lı́mites inversos que preservan los
finales de Freudenthal

La compacidad es crucial, no sólo para la existencia de un lı́mite inver-
so, sino también para la preservación de la conexión. Ası́ un lı́mite no
vacı́o X = ĺım

←−p

Xn 6= ∅ puede no ser conexo. Un ejemplo sencillo es la

sucesión inversa de árboles con un solo final Xn cuyo bosquejo vemos
en la siguiente figura, su lı́mite consiste en dos copias de la semirecta
euclı́dea R+.
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Proposici ón 3.1. Si los Xn son continuos generalizados entonces la apli-
cación canónica continua ϕ : X̂ → ĺım

←−
X̂n es sobreyectiva.

Corolario 3.2. Bajo las suposiciones anteriores, existe una aplicación
sobreyectiva entre los finales de Freudenthal de X = ĺım

←−p

Xn y el lı́mite

inverso de espacios de finales de Freudenthal ĺım
←−
F(Xn).

Proposici ón 3.3. Sea {X1
g1

←− X2
g2

←− . . . } una sucesión inversa de
continuos generalizados tales que F(Xn) ∼= F(Xn+1) y F(X) ∼= F(Xn)
para todo n. Entonces X es conexo y por tanto un continuo generalizado.

También se cumple el siguiente recı́proco parcial de la Proposición an-
terior
Proposici ón 3.4. Sea X = ĺım

←−p

Di un lı́mite inverso conexo por caminos

obtenido de una sucesión de árboles localmente finitos ( o, más general-
mente, dendritas generalizadas) tales que F(Dn) ∼= F(Dn+1) para todo
n entonces F(D) ∼= F(Dn) para todo n.

Además, si usamos la monotonı́a tenemos

Teorema 3.5. Sea X el lı́mite inverso de una sucesión {X1
f1

←− X2
f2

←−
. . . } de espacios admisibles donde las aplicaciones enlace son propias
y monótonas. Entonces F(Xn) ∼= F(Xn+1) y F(X) ∼= F(Xn) para todo n.

4. Espacios tipo rayo
Seguidamente consideraremos el análogo propio de la bien conocida
clase de los espacios tipo arco en la teorı́a del continuo. Concretamente,
decimos que un espacio X 6= ∅ es un espacio tipo rayo si X = ĺım

←−p

Xn

donde Xn = R+ es la semirecta euclı́dea para cada n ≥ 1. Tenemos

Lema 4.1. Sea X un espacio tipo rayo. Si F1 y F2 son dos subconjuntos
cerrados, conexos y no compacto en X, entonces F1 ⊂ F2 o F2 ⊂ F1.

Este lema es utilizado en la prueba de

Teorema 4.2. Cualquier espacio tipo rayo X es un continuo generalizado
de un solo final.

Es bien sabido que la clase de los espacios tipo arco contiene un objeto
universal (ver [6]). En contraste, la clase de los espacios tipo rayo no
admite un espacio universal. Recordemos que un espacio U se dice que
es universal en una categorı́a topológica C si cualquier espacio de C se
puede sumergir en U .

Teorema 4.3. No existe un espacio universal en la categorı́a R de los
espacios tipo rayo y las aplicaciones propias.

La demostración consiste en verificar que el siguiente el siguiente ejem-
plo de un espacio tipo rayo no puede ser sumergido en un espacio tipo
rayo que contenga una copia de la semirecta R+.

Ejemplo 4.4. Consideramos la familia de segmentos unidad en la red
plana formada por cuadrados unitarios dados por A

j
i = {(x, y) ∈ R

2; x =

i , j − 1 ≤ y ≤ j} y Bi
j = {(x, y) ∈ R

2; y = j , i − 1 ≤ x ≤ i}. Sea Xn

el rayo en la red plana obtenido enlazando los segmentos de la unión
∪{A

j
i : 1 ≤ j < +∞ , 2nj − 2n ≤ i ≤ 2nj} con segmentos horizontales

Bi
j; ver la figura adjunta
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Las aplicaciones enlace propias fn vienen dadas por las retraccio-
nes de Xn+1 sobre Xn que llevan el segmento A

j
i ⊂ Xn+1 sobre

A
j
min{i−2nj−2n, 2nj}

. Entonces se puede probar que X = ĺım
←−p

Xp es ho-

meomorfo al espacio Σ indicado en la siguiente figura

p1

Σ1

p2

Σ2

Σ ≡

5. Espacios tipo árbol y cuestiones
abiertas

Como una extensión de los espacios tipo rayo, se puede definir un es-
pacio tipo T como un lı́mite no vacı́o X = ĺım

←−p

Xn de una sucesión pre-

servando los finales (i.e. F(X) ∼= F(T )), donde cada Xn = T es un árbol

localmente finito T para todo n ≥ 1. Para T = R la lı́nea euclı́dea, el
Teorema 4.2 se extiende para los espacios tipo R. Concretamente,

Teorema 5.1. Cualquier espacio X tipo R es un continuo generalizado
con dos finales.

Ejemplos sencillos nos muestran que el resultado anterior sobre espa-
cios tipo R+ y tipo R no se cumple para otro árboles. En concreto, un
espacio X tipo T , con T un árbol con un solo final, puede no preservar
los finales y ser no conexo como muestra el ejemplo al principio de la
Sección §3. Se puede adaptar el mismo ejemplo para R y ası́ encontrar
un espacio Y tipo T (que ahora resultará ser dos copias disjuntas de R)
donde T es un árbol sin vértices finales que no preserva los finales y no
es conexo. Más aún, el Ejemplo 5.2 muestra que el espacio de finales
de X puede incluso no ser metrizable.

Ejemplo 5.2. Sea {pi}i≥1 una sucesión de números primos dónde p1 = 2
y consideremos la sucesión inversa formada por los conjuntos cerrados
euclı́deos Xn = ([1, +∞) × {0}) ∪ {{pn

i } × [0, pn
i ]}i≥0 (n ≥ 1) y las aplica-

ciones enlace propias fn : Xn+1 → Xn definidas como sigue:

1 pn−1

i
pn

i

pn−1

i

La lı́nea de puntos en la figura de arriba describe la imagen en Xn−1 del
segmento {pn

i } × [0, pn
i ] ⊂ Xn por la aplicación fn−1. No es difı́cil com-

probar que X = ĺım
←−p

Xn
∼= [1, +∞) ⊔ (⊔i≥1[pi, +∞)), y entonces F(X) no

puede ser metrizable por ([3]; Thm. VI).

Esto nos sugiere la siguiente cuestión

CUESTIÓN A: Supongamos que X = ĺım
←−p

Tn es el lı́mite de árboles con

un número finito de puntos de ramificación. ¿Es el espacio de finales de
X metrizable?

Como una consecuencia de la Proposición 3.3, Si X es un espacio tipo
T tal que preserva los finales entonces X es conexo. Pero todavı́a no
tenemos una respuesta positiva o un contraejemplo para el recı́proco;
concretamente,

CUESTIÓN B: ¿Preserva los finales cualquier espacio conexo tipo T?

Un respuesta positiva parcial se dio en la Proposición 3.4. También el
siguiente ejemplo sencillo nos muestra que para un grafo G localmente
finito y de un solo final existen espacios conexos tipo G que no preser-
van los finales. Por ejemplo, la recta euclı́dea R es el lı́mite inverso de la
siguiente sucesión de grafos de un solo final.
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