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METODOS MATEMATICOS |. 2021-2022 grupo A.

Problemas para entregar

Para z € C demuestra que las dos afirmaciones que siguen son equivalentes

a) |zf=1
b) z+1/zeR y |z+1/7]<2

Solucién:

(a = b) Suponemos |z| = 1, entonces

z=cos(0)+isen(6) =e'Y, 7' =e7% =cos(0) —isen(0)

Se sigue que z+1/z=2cos(0) por tanto z+1/z€ R y [z+1/z] <2 ya que —1 <cos(0) < 1.
(Alternativamente |z+1/z| <|z|+|1/z| =2, por la desigualdad triangular.)

(b = a) Suponemos z+1/z€R y [z+41/7] <2.

. 1 ; 1 _. 1 1
z=re® 2+ —=re + -7 = (r+-)cos(8) +i(r——)sen(8)
Z r r r

Dado que z+1/z € R se sigue que (r— 1)sen(6) = 0. Hay dos posibilidades:
O bien r—1/r =0y entonces r =1, es decir |z] = 1.
O bien sen(0) =0 (z es real) que implica cos(6) = +1. En este caso 2> |z+1/z| =r+1/r. Es facil

ver que esta desigualdad sélo permite r = 1. Por ejemplo,
r+1/r<2 = r*4+1-2r<0 = (r—1)><0, juntocon (r—1)>>0 = r—1=0

Alternativamente se puede buscar el minimo de la funcién f(r) =r+1/r para r > 0. 0= f'(r) =

1—1/r? ocurre en r =1 (f"(r) =2/r* > 0, es un minimo, la funcién es céncava). f(1) =2, y para

r#1 f(r)>2.



E2.

n

a) Encuentra la clausura A del conjunto A = {1—1—1’” , nE N}. iEs B=C\A un dominio? y en

n—+1
ese caso, jes B simplemente conexo?

b) Sea {z,} una sucesién compleja tal que Vn z, # 0 y convergente a o. Demuestra que la sucesion
{1/z,} converge a 1/a si a #0.

¢) {zx} como antes, demuestra que lim,_,e 1/7, =0 si & =0.

Solucién:

a) Dado que i" =1,i,—1,—i paran=0,1,2,3 (m6d4), A se puede descomponer como
A=AgUA|UAyUA3

241 1+i)n+1
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n 1 n (1—i)n+1
Ay=41— =——,neN;, Az=4q1—i = , neN
: { n+1 n+1 " } : { ln+1 n+1 " }

ey

Los conjuntos Ay, k=0,1,2,3, son discretos, igual que A (los puntos del conjunto son aislados, no de
acumulacién). Dado que lim P 1, los puntos limite de Az son 14, para k=0,1,2,3, es decir,
n—oo n

2, 1+1i, 0y 1—i, respectivamente. Por tanto,
A=AU{0,2,1+i,1—i}

El conjunto B es abierto por ser complementario de A que es cerrado por construccién, ademas es no
vacio y conexo (cualquier par de puntos que no sean de A se puede conectar por un arco sin pasar por
A). Luego B es un dominio. Sin embargo no es simplemente conexo: hay curvas cerradas y simples
contenidas en B cuyo interior no esta contenido en B. Por ejemplo la circunferencia C(0,5) encierra

todos los puntos de A, esos puntos no son de B pero estan en el interior de la circunferencia.

b) Por hipétesis z, — a # 0 cuando n — oo, es decir, Ve >0 3v Vn>vVv |z, —a| < €. Se quiere
probar que 1/z, — 1/a se puede hacer arbitrariamente pequefio.

_ |2, — a
lal|zn]

1 1 o=z
n O oz,

|zn — @] ya esta acotado por &, falta acotar 1/|z,|. Puesto que |z, — o] se puede hacer arbitrariamente
pequefio se puede hacer menor que |@|/2 (ademas de menor que €) eligiendo v suficientemente grande



(esto requiere o # 0). En este caso |z,| > |et|/2, en efecto
2| =0t + 20— ] = [af — [z, — af > o] —[a]/2 = || /2

(usando |z, — a| < |a|/2). Esto implica 1/|z,| <2/|ea|. En conjunto

L) el 2
Zn o ’O‘HZH‘ ’O‘|2

|1/z, — 1/a| se puede hacer arbitrariamente pequefio, menor que cualquier ¢ > 0 tomando € =
¢'|a)?/2 >0 (ya que o #0).

c) AhoraVe >0 3Jv Vn>v |z <€. EntoncesVK >0 3Jv Vn>v |[1/z,] > K tomando € =
: 1
1/K, y por definiciéon lim — = co.

n—oeo 7,



E3. Simplifica al maximo la expresién
2 71i @A p—27i/3
1 _ o2miag27i/3
de modo que sea manifiestamente real y positiva cuando —% <a< % La expresién final sélo requiere

una funcién trigonométrica.

Solucién:
2mielTae /3 p—inap—in/3 2mie” " —2mi n
1 — 27ia p2mi[3 p—iftap—in/3 ~— p—ifap—if/3 _ pifapin/3 ~ —2isen(m(a+1/3)) - sen(mw(a+1/3))

El resultado es manifiestamente real y positivo cuando 0 <a+1/3 < 1.

Para simplificar una expresion (especialmente para ver que es real) suele convenir pasar el denominador
a real o a imaginario puro. Para una expresién del tipo 1/(e“+1), en vez de multiplicar y dividir por

el conjugado, es mas eficiente usar e + 1 = ¢//2(¢/%/2 4+ ¢~%2/2) que produce el coseno o el seno de
z/2.



E4.

2z 1
a) Sea h(z) = ez T Obtén los limites de h(z) para z— 0y para z — oo, cuando existan.
e p—
b) Sea f una funcion holomorfa en un dominio G y tal que aRe(f(z)) +bIm(f(z)) =c Vze€ G,
donde a,b,c € R son constantes y @ y b no son ambos 0. Prueba que f es constante en G. Si no te

sale el caso general empieza por algiin caso particular tal comoa=1, b=0.

Solucion:

a) En el caso z — 0 numerador y denominador se anulan. Aplicando la regla de L'Hopital se ob-

tiene
L eE—1 2e%
lim = lim =2
z—0 ef — 1 7—0 e~

En z — oo la funcién ¢€° no tiene limite finito ni infinito. € = ¢*(cos(y) +isen(y)). Sobre el eje real
tiende a +oo para z — +eo y a 0 para z — —oo (esto es suficiente para que no haya limite en z — o).
Sobre el eje imaginario la funcién oscila periédicamente en i[—1,1]. Por tanto e** — 1y e —1 no
tampoco tienen limite y no se puede aplicar L'Hopital. De hecho el limite de A(z) cuando z — o no

existe.

b) Método directo: ¢ = au+ bv, derivando alternativamente respecto de x o de y se obtiene el sistema:

0 = au, + bv,
0=auy,+bv,
y aplicando las ecuaciones de C-R (u, = vy, u, = —vy) para eliminar v (por ejemplo)
0 = au, — bu,
0 = auy + bu,

Este sistema se puede resolver respecto de u, y u,. Teniendo en cuenta que por hipétesis a lo sumo
uno de los dos coeficientes a o b puede ser cero, es facil ver que la Gnica solucién esE]

uy=u,=0.

. . .. a
11 6 mas facil es notar que la matriz de coeficientes (

) es no singular ya que su determinante es a® + 5> > 0.
a



Por ejemplo, si b # 0, la primera ecuacién implica u, = au,/b, sustituyendo en la segunda ecuacién:
0 = u,(a*+ b*)/b. Dado que a+b* 0 la Gnica solucién es u, =0y de ahi u, = 0. (Se hace igual si
a#0.)

Por C-R u, = uy = 0 implica también v, = v, = 0. Se deduce que u y v son constantes y f(z) es

constante.

Método alternativo: Usando C-R es inmediato que si u; = cte y fi = uj +iv; es holomorfa entonces
vitambién es constante, y lo mismo f;. Para obtener nuestro resultado basta aplicar este lema a la
funcion fi(z) = (a—ib)f(z). Esta funcién es holomorfa y segiin el enunciado au+ bv = Re(f)) es

constante por tanto fi(z) es cte y lo mismo f(z).



E5. Sea la curva paramétrica z(t) = exp(R(e” — 1)) con t € [0,27] siendo R > 0. Esta curva cerrada no
pasa por z =0y esta contenida en el disco unidad. (a) Determina el minimo valor de R tal que la
curva no esté contenida en el semiplano Re(z) > 0. (b) Determina el minimo valor de R a partir del

cual la curva deja de ser simple.

Solucion:

Si definimos 1z(t) = Re, z(t) = e Re®() El factor e X es un factor de escala que no afecta ni

al apartado a) ni al b).

a) La condicion de que z(¢) esté en el semiplano derecho es que —7/2 < arg(z) < /2, eligiendo el

argumento en [—m, w[. Por otro lado arg(z) = Im(7yz). Entonces la condicién se traduce en
—1/2 <Im(yR) < /2

& es la circunferencia C(0,R) y para que esté contenida en la banda —7/2 <Im(yk) < w/2 es nece-
sario y suficiente que R < /2. Por tanto el valor pedido es R = /2.

b) Para que z(r) no sea simple debe ocurrir que z(r;) = z(r2) para ciertos 0 < #; <1, < 27. Equivalen-
temente
(1) —1R(t2) =27in neZ

Puesto la curva Y es simple esto no puede ocurrir para n = 0. Entonces |n| > 1 y debe ocurrir que en
la circunferencia haya dos puntos separados por al menos una distancia 2x. Esta condicién se satisface

si y sélo si R > 7. Por tanto el valor pedido es R = 7.



E6.

a) Si para la funcién multivaluada f(z) = vz—i++/z+i se eligen los cortes de rama como los
segmentos que unen z =i con z = —i, y z = —i con o (concretamente a lo largo de la semirrecta
—i+R}), indica como se identifican los 16 bordes en las cuatro hojas para formar su superficie de
Riemann. (En los apuntes esta hecho para cortes de rama en +i+R{".)

b) Para la funcién multivaluada h(z) = v/z2+ 1, sea H(z) la rama que se obtiene eligiendo el corte de
rama como el segmento que une los dos puntos de ramificacién y H(1) > 0. Determina el valor de
H(—2—1) y justificalo.

Solucion:

a) Las hojas se pegan como se indica en la figura.

+Z—i+/z+i hoja 1 —VZ—i+z+i hoja 2
[ i
12 2|1
. 3 00 . 5 00
X p l 6
+Z—1- Vz+i hoja 3 —Z—1-Vz+i hoja 4
i i
7|8 817
r 6 00 . 4 00
> G —19° 3

Para un zo cualquiera (excepto =+i) se elige una de las dos raices de /79 —i que llamamos + y una
de las raices de \/zg +i que también llamamos +. Los puntos z que se pueden alcanzar desde zj sin
cruzar los cortes de rama forman la primera hoja de Riemann, (+,+). Las cuatro hojas se obtienen
eligiendo las raices + en zy de las cuatro formas posibles.

z=1ies un punto de ramificacién de orden 1 (tipo raiz cuadrada) y al rodearlo \/z — i cambia de signo y
se pasa de (+,+) a
de los dos bordes etiquetados como 1 en (+,4) y (—,+) y lo mismo para los etiquetados como 2. Y

(—,+) y viceversa, o de (+,—) a (—,—) y viceversa. Esto explica la identificacién



analogamente para 7y 8 en (+,—) y (—,—).

Al rodear 7 = o necesariamente se rodea z = =i, por tanto las dos raices \/zFi cambian de signo.
Entonces se pasa de (+,+) a (—,—) y viceversa o de (+,—) a (—,+) y viceversa. Esto explica la
identificacion de los dos bordes 3 en (4+,4) y (—,—), idem 4, y analogamente para 5y 6 entre (+,—)
y (_7+)'

La superficie de Riemann que se obtiene con estos cortes de rama o los de los apuntes es exactamente la misma.
Son dos cartografias (ramificaciones) de un mismo terreno. La superficie de Riemann se obtiene partiendo de
un zo y eligiendo ahi cuales son las raices (+,4) y luego llegando a todos los puntos z # +i por caminos
arbitrarios que no pasen por +i. Hay cuatro formas de llegar a un mismo punto (dos caminos son equivalentes
si llegan al mismo valor, eligiendo las raices por continuidad) y esas cuatro formas de llegar son las cuatro

réplicas del punto z en la superficie de Riemann.

Por ejemplo, supongamos que en ambas ramificaciones (por elecciéon de (+,+) en ambos casos) el punto
correspondiente a zo = 1 +2i de la hoja (+,+) es el correspondiente a la eleccion Re(v/zo Fi) > 0. Si ahora
nos movemos verticalmente hacia abajo en C hasta z; = 1+i/2 (eligiendo en todo momento las raices por
continuidad) en la ramificacién del enunciado acabamos en la misma hoja (+,+) mientras que en la de los

apuntes acabamos en la hoja (—,+) aunque son el mismo punto p; de la superficie de Riemann.

b) h(1) = £v/2 y concretamente H(1) = ++/2. Igualmente H(—2 —i) es una de las dos raices de
(=2 —i)2+1=4(141), es decir 25/4¢7/8 6 —23/4¢im/8 = 25/4¢9%/8 3 determinar. Los puntos de
ramificacién son z = +i (y no oo).

Una forma de hacer el problema es considerar un camino C que vaya de z=1 a z= —2 —i rodeando

z = —i por abajo (por ejemplo, en todo caso sin cruzar el corte de rama).

arg(H(—2—1i)) = arg(H(1)) +Acarg(H(z)),  Acarg(H(z)) = %(Acarg(z— i) +Acarg(z+1)).

El argumento inicial de H(1) se puede elegir como 0, y es facil ver que

. T ) 5w
AC(Z_l):—E, AC(Z‘}_l):—T,
por tanto
. 1 n© 5=n r o )

H(—2—1) es la raiz que esta en el tercer cuadrante.



H(z) esta bien definida. Pero supongamos que queremos una férmula que nos proporcione el valor de H(z).

Definimos la funcién
0 z=0
(Veo= { zfef@e@/2 0 <arg(z) <2m  z#0

Esta funcién tiene la propiedad basica ((1/z)0)> =z, y tiene una discontinuidad en z =1 > 0. La funcién

Hi(z) = (VZ2+1)g no es H(z). H; tiene una discontinuidad en z>+1 =1 >0, es decir, para z =+t — 1. Eso
incluye todo R (por ¢ > 1) mas el intervalo i[—1,1] (por 0 <z < 1). Tampoco sirve Hy(z) = (vVz—1i)o(vVz+1)o
que tiene cortes en +i+R.

(v/Z)o cambia de signoen z=1t>0, (vVzFi)oenzFi=t>0y (/—i(zFi))o en —i(zFi) =1t >0, es decir,
en +i+ iR/, entonces H(z) se puede obtener con

H3(2) = i(v/=i(z—i))o(v/=i(z+i))o

Es evidente que H3(z)?> = z>+ 1. Esta funcién es holomorfa fuera del eje imaginario, también en el eje imaginario

por debajo de z = —i, es discontinua en i[—1,1] y continua otra vez en el eje imaginario por encima de z =1.
Por tanto Hz es H 6 —H. Claramente H(z)/z — +1 (y no —1) cuando z — oo y Hz(z) tiene la misma propiedad.
(o también H3(1) = 4++/2 como puede comprobarse). Por tanto H = Hj.

Usando este resultado
H(—Z o i) _ l(\/ﬂ)o(@)o _ ein’/2(23/4e3in¢/8)(21/2ei71:/4) _ 25/4ei97t/8

Otra observacién es que, como se ha dicho H;(z) = (Vz2+1)g, cambia de signo al cruzar i[—1,1] (igual que
H(z)) y también al cruzar R. Entonces, dado que H;(1+i07) = ++/(2) = H(1), se deduce que H;(z) coincide
con H(z) para Re(z) >0y con —H(z) para Re(z) < 0.

Otra solucién (encontrada por uno de vosotros). Si se define la funcién

0 z=0
(Va)am -—{ e _p<ag(z)<m 240

. 2 . _
Esta funcién cumple ((\/Z)[,,M)) =z, y tiene el corte de rama en R . Entonces

Hi(e) = (1) (wj;)
' [~m,7)

Es evidente que Hy(z)> =2z>+1, y tiene el corte en (z—i)/(z+i) = —t parat >0, es decir, z=—i(t—1)/(t +1),
y es facil ver que el recorrido es i[—1,1]. Por tanto Hy es +H o —H. Como se puede comprobar Hy(1) = +v/2
que implica Hy = +H. Eso nos proporciona el valor pedido:

H4(*27 ) =2 —2—2i :f2< 1+l) :*25/461.7[/8
-2 [—m,7) [=m.7)




E7. Sea I,(R,A) :/ (z*)"e*dz donde n€Z, A € Cy 1z es la circunferencia C(im,R), R>0y R#
R
sin<0.

a) Demuestra la féormula

R2 . n l
In(R,l):/ __in) .
YR I—IT

b) Calcula I;(R, 1) usando la férmula integral de Cauchy (generalizada).
c¢) Demuestra que I,(R,A) =0 cuandon <0y R > 7.
d) Calcula I_;(R,A) para R < m y particulariza el resultado para R=7m/2y A =4/3.

Solucién:
a)
R2
€m = R=|z—in’=Gz—in)(z—in)" = (z—in)( +ir) — = —m —in
2 n
Nétese que (z*)”e’lz 2 G in) e** son distintas funciones de z. Pero coinciden sobre YR Y €so
Z—1

hace que las integrales sean iguales.

b) Desarrollando el cuadrado para n =2,

R R®
IZ(RJL):/ N omi N g2t
w \(z—im)? Z—im

Aqui se puede aplicar la férmula integral de Cauchy /f(z)l
c (z—z0)™

curva suave a trozos cerrada, de indice 1 respecto de zg, y f(z) holomorfa en el interior de C'y continua

dz =2mi , siendo C una

" (z0)
|

sobre la clausura de ese interior, y n € Ny. En nuestro caso n =1 para el primer sumando y n =0 para
el segundo, con zy = im y €} es una funcién entera por lo que se aplica el teorema. El tercer sumando

se anula por el teorema de la integral de Cauchy.
L(R,A) = 2miR* L™ — (27i)2R*™ +0 = 2miR*(AR? — 2i)e™

¢) Una condicién suficiente para que la integral se anule es que todas las singularidades del integrando
estén en el exterior de Y. Para n < 0 las singularidades (del integrando en la forma del apartado a))



R2

son los ceros de —Iin

Z—IT

R? R?
0= ——IT = Zo=-——-+Iix%
0 —IT 1T

20 es el Gnico punto singular del integrando. La condicién para que z esté fuera de Yz es

2
R<‘Zo—l7t‘=?

y esto esta garantizado si R > 7.

d) Para n = —1, teniendo en cuenta que R? —im(z —in) = —in(z —z0), la integral puede escribirse
como )
—in R
1-1(R,A) :/ .Zile’lzdz, 20 = — +ix.
w —im(z—20) in

Se aplica la férmula integral de Cauchy, teniendo en cuenta que zg esta en el interior de Yz por R < T,

—in R? . 2
I (R,ﬂ,) = 27”&6110 _ 21‘7611(%7%)
—ITT T

ParaA=4/3yR=m/2,



E8. Calcula los valores maximo y minimo de |22 + iaz" ™™ +z"| para |z| < 1, en funcién de a € R y
n,m € Ny.

Solucidn:

Veamos primero el minimo de 2)|, siendo f(z) = 22" + iaz7" ™™ + 7. Claramente si m > 0 el
p

minimo es 0 porque f(0) =0.

Para m =0, hay dos casos. Si n =0, f(z) =2+ ia es constante, el minimo (y el maximo) de |f(z)| =

|2 +ia| = V4 + a2

Sin> 0, el minimo es 0 ya que f(z) se anula en un zj tal que |z9| < 1. En efecto, la ecuacién f(z) =0
es de segundo grado en la variable 7",

0= (") +ia(Z")+ 1.

Tiene dos soluciones, (z")+ y (z")_, tales que (z")4+(Z")— =1, por tanto al menos una de las dos esta
en |z < 1.

Para el maximo: como f(z) es una funcién entera, tendrd un maximo sobre |z| < 1 en su frontera,

esto es, en un zp tal que |z9| = IEI Entonces
|f(z0)] = |z (2§ +ia+25")| = |25 +ia+z,"|
20 = €'® para cierto 6 € 0,27,
|f(z0)]> = |€™® +ia+ e ™°|? = |2cos(nB) + ia|* = 4cos*(nB) + a

El maximo se obtiene para cos?(n8) = 1 y corresponde a /44 a2, independiente de n y m.

2Si la funcién no es constante el maximo estara tinicamente en la frontera, si es constante igualmente esta en la frontera,
asi como en el interior.



Z2

sen?(z) cos(z)
z=0). Determina el desarrollo de Taylor de f(z) alrededor de z= 0 hasta orden z? inclusive, y también

E9. Sea f(z) = (y f(0) se define por continuidad de modo que la funcién es analitica en

el radio de convergencia de la serie completa.

Solucién:

El denominador tiene ceros dobles en z =nm, n € Z, ya que el sen(z) tiene un cero simple y cos(z) no
se anula ahi, y cos(z) tiene cero simples en z= (n-+3), n € Z. Dado que el numerador también tiene
un cero doble en z =0 se deduce que la singularidad en z =0 es evitable y entonces la singularidad (no
eludible) mas proxima es la del coseno en z=+m/2. Por tanto el radio de convergencia es R = /2.

En cuanto al desarrollo, en vez de derivar dos veces, lo mejor es usar redesarrollos:

_ 13 5 15 4 [ 2
sen(z) =z Tk +0(2), cos(z) =1 5% +0(z"), l_wf1+w+0(w)
Entonces
£2) 1 1 1
Z = = =
(sen(z)/z)*cos(z)  (1— 22+ 0(z%))2cos(z)  (1—322+0(z4))(1— 322+ 0(z4))
1 5
= = 1+274+0(.
—Saro@ et TOE)

La funcién f(z) es par, su desarrollo sélo tiene potencias pares de z.

Noétese que aunque en el resultado final queremos co+c1z+c2z2, en sen(z) tenemos que guardar hasta

z3, de otro modo se tendria:

1 1 !
T = Gan@ /Peos@ ~ (140 eosa) (14 0(@)(1— 12+ 0))
1
— Fo@ =1+0(2),

que es correcto pero no proporciona c;.

Otra observacion: por increible que parezca
(Z’an)2 no es Zaﬁ
n n

1 1
no es —
Y, an ; an

(Errores como estos se ven a menudo.)



+oo 1
E10. Sea Z cnZ" el desarrollo de Laurent de f(z) = ——-— en la corona & < |z| < 27. Obtén todos los
oo sen’(z)

coeficientes ¢, para n < 0. Comprueba que los coeficientes obtenidos son consistentes con la condicién
T <|z].

Sugerencia: ¢, se puede expresar mediante una integral. Demuestra previamente que

Zm
R —— | =4 >0
0 (sen2 (z)) 1=

(Onm se refiere a la delta de Kronecker.)

Solucién:

. "
Calculemos primero Res 5 para m € Ny.
=0 \ sen?(z)

1 1 1 1 1 1
- - - =—(14+0(?) == +0(
w2 - GrO@) G107 2(to@) 2" o) =g +0k)
. 1 "
Entonces el coeficiente de — en el desarrollo de ——=—— es 1 sim=1 y 0 en otro caso.
z sen?(z)

Los coeficientes del desarrollo de Laurent se pueden expresar como

1 1 1
= — —_———d <r<?2 S/
Cn i /C(o,r) sem(z) 711 Z, T<r T, n

Dentro de C(0,r) hay singularidades en z = 0,+7m. Como se pide n < 0, introducimos m = —n—1=
0,1,2,... Aplicando el teorema de residuos

m
c_m_1:<Res+Res+ Res)z2 m=0,1,2,...
=0 z=x z=-=x) sen>(z)
Si se definen las variables auxiliares w =z F &, sen(z) = —sen(w)
Zm (W:tﬂ?)m m m . wk m m , o
R ——— | =R — | = +1)" "R = )" 1 =m(£m)"
ix <sen2(z)> gty ( sen?(w) kgb k (1) gty sen®(w) kgb k () 1 =m(ET)

donde se ha aplicado el binomio de Newton. En conjunto
Cm—1—= 6m71 +m(1 - (_l)m) ol = 5m71 +2mnmil 5m,impar m € Ny

Dado que f(z) es par, el desarrollo centrado en z = 0 sélo tiene coeficientes pares (m impar). Y, como
debe ser, los coeficientes son reales.

1/m

Se comprueba que 1imy,—w|c_m—1]'/" = T que implica que el desarrollo no converge a menos que

|z| > &. El otro limite, |z| < 27 lo fijan los coeficientes con n > 0.



27
E1l. Calcula las integrales I, = d0 e <% cos(nd +sen(0)), neZ.
0

Solucién:

Teniendo en cuenta que cos(x) = Re(e™™) para x € R (se puede elegir cualquiera de los dos signos)

podemos escribir
21 27

I, = Re deefcos(e)e:ti(nﬂ+sen(6)) —Re do efeﬁee:tine
0 0

Se puede ahora hacer el cambio estandar z = ¢, dz = izd®, de modo que la integral es sobre z en
c(0,1).

Si se elige el signo de arriba

d
I, =Re/ ,—Ze_l/Z " = 21Res (e_l/zz”_l>
c(0,1) iz z=0
La serie de Laurent es
i =1 i _ P (-Dk
e l/zzn lzkgoa(_l)kzn 1 k:Zn l_Zn 2_’_Ezn 3+”_+ X 7 1 k_’___'

Por tanto para n < 0 no hay término 1/z y el residuo se anula, mientras que para n > 0 el término
1/z corresponde a k =n,

0 n<O
I, = (=1)
2n—— n>0
n!

Alternativamente, el mismo resultado se obtiene tomando el signo de abajo,

d
I, = Re/ —Z e ‘77" =2mRes (e_zz_”_l)
c,1) iz =0

Si n < 0 la funcién es analitica y el residuo se anula, mientras que para n >0

7 —n— 1 1 1 1 (—l)k 1
1
e fdan’ _271 72!Zn—1 oot k) T —k+1

Y se obtiene lo mismo. Nétese que en realidad Re() no hace nada ya que e~ <°5(®) sen(n6 +sen(8)) es
impar en 0 y su integral se anuIaE]

3La funcién es periédica por lo que se puede cambiar la integral de [0,27] a [-7, 7].



Observacién: La relacién
1 1 2

i0 .
— ], = dOe ¢ ¢ M =
ot 2x; 0 ¢ ¢ "

Z P - . . . __,if .
no es mas que el calculo de los coeficientes de la serie compleja de Fourier de e en el intervalo
[0,27], en consecuencia

y el resultado hallado para I, equivale a decir

e—eie _ i (_l)neine

o equivalentemente

que es un resultado bien conocido.



E12. Sea f(x) = 71tx2:—1' Calcula la convolucién (f * f)(x):

a) Mediante integral directa usando la definicién de convolucién.
b) Mediante transformada de Fourier. Se puede hacer reciclando resultados ya obtenidos en los apuntes,

sin calcular ninguna integral.

Solucion:

a) Por definicién de convolucién

G = [ roena= 2 [y,

—oo

Esta integral se puede calcular por el teorema de residuos cerrando por el semiplano superior, por

ejemplo, y aplicando el lema 1. Las singularidades encerradas por contorno son polos simples en z =

yz=x+I,

. 1 1 1
o)) =2 (Res+ Res ) oty o

7=l z=x+i
1 1

+
=i 2+12(z—x)

Q= "= 9|

< 1 ; )
—2)? =x+i
2z (x—2z)*+1 z=xt )

((x—i1)2—|—1 +(x+il)2+1>

Lo 1 \_ 12y _2 1
2=2ix x242ix) mx\x2+4) mit+4’

b) Como sabemos

—alx 2a -1 1 1 —alx
Fle H}(k):m, F {k2+a2 (x) = e M a0
1
Teniendo en cuenta que .7 ' {F(k)}(x) = Eﬂ’{F(k)}(—x), se deduce
1 T a 1
(k) = Zpalk] F =1 palkl _2
Ilaral = FHe W=

Y en particular, F(k) = e .
Aplicando la propiedad .Z{fi * f»} (k) = F;(k)F2(k), se obtiene entonces

2 1
Tx2+4

(F+ 1)@ =7 H{F W} = 7~ {e M) =



