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12. Grupos de transformaciones. Generadores infinitesimales.

13. Medidas invariantes. Teorema de Peter-Weyl. Medida invariante de SU(2). Medidas invariantes de
grupos de matrices.
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1 Conceptos topologicos

Definicion. (Espacio topolégico.) Un espacio topolégico es un par (X, ) formado por un conjunto X
y una coleccién 7 de subconjuntos de X, tal que
1) 0, X e,

2) siU,Uet, U N €T,
3) siViel Uyert, UigU; € 1.
Frecuentemente se hace referencia a X como el espacio topoldgico.

Los elementos del espacio topoldgico se denominan puntos y 7T es su topologia.

Definicion. (Conjuntos abiertos y cerrados.) Los conjuntos pertenecientes a la topologia 7 se deno-
minan abiertos. Sus complementarios se denominan cerrados.

A partir de ahora sélo consideraremos topologias en las que un punto forme un conjunto cerrado.
Ejemplo. R" es un espacio topoldgico con la topologia usual (la generada por los intervalos abiertos).

Ejemplo. Un conjunto finito X es un espacio topoldgico con la topologia discreta. (La topologia
discreta de X es aquella en la que todos los subconjuntos de X son abiertos por definicion.)

Definicién. (Adherencia.) La adherencia A de un conjunto A C X es la interseccién de los conjuntos
cerrados que contienen a A.

Definicion. (Entorno de un punto.) Un entorno abierto de un punto x es todo abierto que contenga
al punto x. Un entorno de x es todo conjunto que contenga un entorno abierto de x.

Definicion. (Subespacio topolédgico.) Un subespacio topolégico Y de un espacio topoldgico X es todo
subconjunto dotado con la topologia inducida por X, a saber, los abiertos de Y son los conjuntos Y NU,
donde U es cualquier abierto de X.

Definicion. (Base de una topologia.) Una coleccién de abiertos no vacios X es una base de la topologia
T si todo abierto no vacio es unién de abiertos en X.

Ejemplo. El conjunto de bolas abiertas es una base de la topologia usual de R”.

Definicion. (Producto de espacios topoldgicos.) El producto topolédgico de dos espacios X y X; es el
conjunto X; x X, tomando como base de su topologia el conjunto de productos cartesianos de abiertos de
X] Yy XQ.

Definicién. (Punto aislado.) Un punto x de X es aislado si admite un entorno con x como dnico
elemento. Un punto x de A C X es un punto aislado de A si lo es como subespacio topoldgico.

Definicion. (Conjunto discreto.) Un conjunto A C X es discreto si estd formado por puntos aislados.



Definicion. (Limite.) Una sucesién {x,} en X se dice que converge a x o que tiene por limite x si para
todo entorno abierto U de x existe un nimero natural N tal que x,, € U para todo n > N.

Definicion. (Aplicacién abierta.) Sean X; y X, dos espacios topoldgicos y f una aplicaciéon de X; en
X;. Se dice que f es una aplicacion abierta si la imagen de todo abierto de X es un abierto de X;.

Definicion. (Aplicacién continua.) Sean X; y X, dos espacios topoldgicos y f una aplicacién de X en
X,. Se dice que f es continua si la preimagen de cualquier abierto de X, es un abierto de X.

Definicion. (Homeomorfismo.) Una aplicacién f es un homeomorfismo (o aplicacién topolégica) de
X1 en X, si f es biyectivay fy f~! son continuas. Dos espacios topolégicos son homeomorfos si existe un
homeomorfismo entre ellos.

Por definicién, las propiedades topoldgicas son aquellas que son invariantes bajo homeomorfismos. Dos
espacios homeomorfos son topolégicamente equivalentes.

Ejemplo. C es homeomorfo a R?.
Ejemplo. Los intervalos abiertos son homeomorfos entre si y a R.

Ejemplo. La biyeccién f:x € [0,1][— exp(2mix) € U(1) es continua pero no bicontinua (al moverse
de forma continua hacia @ =1 de U(1) por x crecientes, @ llega a 1 pero x pega un salto a 0. Notar que
[0,x[= [0, 1[N] — 1,x[, con 0 < x < 1 es un abierto de [0, 1] con la topologia inducida por R y su imagen por
f no es un abierto de S', luego f no es abierta y f~! no es continua). Los espacios no son homeomorfos
y por tanto son topolégicamente inequivalentes.

Notese que los conceptos de aplicacidon continua y de homeomorfismo en espacios topoldgicos son
paralelos a los de homomorfismo e isomorfismo en estructuras algebraicas (grupos, anillos, etc).

Definicion. (Topologia cociente.) Sea X un espacio topoldgico y sea ~ una relacién de equivalencia
en X. El conjunto cociente Y =X/ ~ (es decir, el conjunto de las clases de equivalencia de ~) admite en
forma natural la llamada topologia cociente: un conjunto U de Y es abierto si 7~ !(U) es abierto en X,
siendo 7 : X — Y la proyeccién canédnica (x +— clase(x)). Por construccién & es una aplicacién continua.

Ejemplo. Sea X el intervalo cerrado [0,1] en R, y sea ~ la identificacién de 0 con 1, es decir, 0y 1
forman la misma clase y todos los demas clases sélo tienen un elemento. El espacio cociente es homeomorfo
a S' ya que 0y 1 estan identificados y un entorno de 0 es también un entorno de 1.

Definicién. (Recubrimiento.) Un recubrimiento (abierto) de un conjunto es toda coleccién de abiertos
cuya unién contiene al conjunto.

Definicion. (Espacio compacto.) Un espacio topolégico X es compacto si todo recubrimiento de X
contiene un subrecubrimiento finito. Un subconjunto A es compacto si lo es como subespacio topolégico
de X.

Definicion. (Espacio localmente compacto.) Un espacio topoldgico es localmente compacto si todo
punto admite un entorno compacto.



Nétese que compacto implica localmente compacto.
Teorema. Bajo una aplicacién continua la imagen de un conjunto compacto es un conjunto compacto.

Ejemplo. Todo subconjunto de R" es localmente compacto, ademas es compacto si y sélo si es cerrado
y acotado.

Ejemplo. Todo conjunto finito es compacto.

Ejemplo. Un espacio de Hilbert de dimensién infinita no es localmente compacto ni por tanto com-
pacto.

Definicion. (Espacio conexo.) Un espacio topolégico X es conexo si no es la unién de dos abiertos
disjuntos no vacios. Un conjunto A es conexo si lo es como subespacio topolédgico de X.

Definicion. (Espacio localmente conexo.) Un espacio es localmente conexo si todo punto admite un
entorno conexo.

Notese que conexo implica localmente conexo.
Teorema. Bajo una aplicacién continua la imagen de un conjunto conexo es un conjunto conexo.

Definicion. (Componente.) La componente de un punto x € X es el mayor conjunto conexo que lo
contiene (coincide con la unién de todos los conjuntos conexos que contienen a x). El conjunto ITy(X) de
componentes define una particién del espacio de X.

Las componentes son a la vez conjuntos abiertos y cerrados.

Definicion. (Variedad topoldgica.) Un espacio M (con base numerable) es una variedad topoldgica
n-dimensional si admite un recubrimiento &/ tal que todo U € & es homeomorfo a un abierto de R”.
También se dice que M es localmente euclideo. Trivialmente, una variedad es localmente compacta y
localmente conexa. Los homeomorfismos (y por extensién sus dominios) se denominan cartas locales y el
recubrimiento recibe el nombre de atlas de M. Identificando R® con {0}, se tiene en particular que los
espacios discretos son variedades de dimensién 0.

Se definen andlogamente las variedades topoldgicas sobre los complejos, que equivalen a variedades
reales de dimension doble.

Las distintas variedades de igual dimensién son localmente idénticas desde el punto de vista topolégico
(a saber, como R") y sélo se distinguen por sus propiedades globales.

Ejemplo. El intervalo [0, 1] no es una variedad topolégica ya que en 0 no es homeomorfo a una abierto
de R. ([0, 1] es una variedad con borde.)

Ejemplo. Son variedades n-dimensionales R” y la bola abierta {x € R",||x|| < 1} y ademés estos dos
espacios son homeomorfos entre si.

Ejemplo. La esfera n-dimensional S es la clase de variedades homeomorfas a {x € R**! ||x|| =1}. En



particular S es una circunferencia y S? es la superficie de una esfera en R3. S” es conexa para todo n > 1
y compacta (ya que es un conjunto cerrado y acotado de R"*!) y por tanto no es homeomorfa a R”.

Noétese que R” requiere un atlas con una sola carta local, en cambio S” requiere mas de una carta
local ya que un abierto que recubra toda la esfera debe ser el propio espacio S" que no es homeomorfo
a un abierto de R". Un atlas para la esfera es el formado por S" — {xy} donde xy es el polo norte y el
homeomorfismo es la proyeccién estereografica mas otra carta que contenga a xp.

Definicion. (Variedad diferenciable.) Una variedad topolégica es una variedad diferenciable si admite
un atlas tal que los cambios de coordenadas entre cartas (cuando sus dominios tengan interseccién no nula)
sean funciones diferenciables. Andlogamente se definen las variedades analiticas.

2 Grupos continuos

Definicion. (Grupo continuo.) Un conjunto G es un grupo continuo (o también un grupo topolégico)
si
1) G es un grupo en sentido algebraico (también llamado grupo abstracto).

2) G es un espacio topoldgico.

GxG —

3) La aplicacién
) Laap (5y) -

G ,
_1 es continua.
Xy

En particular esto implica que xy y x~! son funciones continuas de x,y. Se puede probar (usando la

traslacién por la izquierda TZ introducida més abajo) que 1) (x,y) > xy y x+ x~! son aplicaciones abiertas
y 2) siAC Gy U abierto de G, los conjuntos AU y UA son también abiertos.

Ejemplo. R” con la suma es un grupo continuo con la topologia usual, ya que es un grupo con la
suma y x—y es una funcién continua de x,y € R".

Ejemplo. Todo grupo finito G es un grupo continuo con la topologia discreta en G.
Ejemplo. El grupo U(1) = {w € C,|w| = 1} tiene la topologia de S! (circunferencia).

Ejemplo. GL(n),R) es un grupo continuo con la topologia inducida por R" . [dem GL(n,C) con la
topologia inducida por C"* (o equivalentemente R2"").

Definicion. (Espacios homogéneos.) Un espacio X es homogéneo si Vx,y € X existe un homeomorfismo
f:X — X tal que f(x) =y. Es decir, todos los puntos son topolégicamente equivalentes.

Ejemplo. U(1) (o S') es un espacio homogéneo, en cambio [0,1[ no lo es (ya que 0O es un punto
especial) y por ello no pueden ser homeomorfos.

Teorema. Los grupos continuos son espacios topolégicos homogéneos.



En efecto, la traslacién por la izquierda TFx = ax es un homeomorfismo de G en G y para todo par de
puntos x,y existe una traslacién que los relaciona T x =y, a saber a = yx~!.

Esto quiere decir que todos los elementos de un grupo continuo son topolégicamente (aunque no
algebraicamente) indistinguibles. En particular las propiedades topolégicas locales son las de un entorno
del elemento neutro.

Definicion. (Subgrupo de un grupo continuo.) H es un subgrupo de un grupo continuo G si lo es en
sentido abstracto y ademés es cerrado.

Se puede probar que si H es subgrupo abstracto de G su adherencia H es un subgrupo (continuo). Si
H es un subgrupo invariante su adherencia también.

Ejemplo. U(1) es subgrupo de GL(1,C) = C — {0}. R es subgrupo de R

Teorema. Si G es un grupo continuo y H un subgrupo, las clases de congruencia gH, g € G son
homeomorfas entre si.

En efecto, sea f, : H — gH definida por h+— gh. f, es biyectiva y bicontinua (ya que fg*1 = fy1) luego
es un homeomorfismo. <

Teorema. Si H es un subgrupo del grupo continuo G, el conjunto cociente G/H es un espacio
homogéneo con la topologia cociente.

Definicion. (Homomorfismo.) Una aplicacién entre grupos continuos es un homomorfismo de grupos
continuos si 1) es un homomorfismo de grupos abstractos y 2) es una aplicacién continua.

Ejemplo. La aplicaciéon f: R — U(1), definida por f(x) = exp(ix) es un homomorfismo de grupos
continuos, ya que exp(i(x+y)) = exp(ix) exp(iy).

Definicion. (Isomorfismo.) Una aplicacién entre grupos continuos es un isomorfismo de grupos con-
tinuos si 1) es un isomorfismo de grupos abstractos y 2) es un homeomorfismo. Los grupos continuos son
entonces isomorfos. Esta es una relaciéon de equivalencia.

sen® cosO
con 6 definido médulo 2. SO(2) es isomorfo a U(1) con A — exp(if), es decir, U(1) es una representacién
fiel de SO(2) y viceversa.

Ejemplo. SO(2) = {A € GL(2,R),ATA=E, det(A) = 1}. Estas matrices son de la forma A = (COS 0 —sen 9)

Definicion. (Grupo cociente.) Sea G grupo continuo y N un subgrupo invariante. El grupo cociente
G/N es el grupo cociente abstracto dotado con la topologia cociente. La proyeccién canédnica es continua
y abierta.

Teorema. Si f es un homomorfismo abierto de G en G*, entonces su niicleo N es un subgrupo continuo
invariante de G, su imagen H* es un subgrupo continuo de G* y G/N es isomorfo a H* por el isomorfismo
candnico.



Definicion. (Grupo de Lie.) Un grupo de Lie es un grupo continuo cuyo espacio es una variedad
topoldgica. La dimensiéon del grupo es la dimensién de la variedad.

Ejemplo. R”" con la suma es un grupo de Lie. Idem GL(n,R), GL(n,C), U(n), SU(n), O(n) y SO(n).

Ejemplo. Los grupos discretos son grupos de Lie de dimensién 0. (Un grupo G es discreto cuando es
completamente disconexo, es decir, las componentes estdn formadas por un solo elemento.)

Ejemplo. El grupo de transformaciones de gauge: Ay (x) — Ay (x) 4+ dyA(x) no es de Lie ya que no es
localmente compacto (tiene dimensién infinita). Tiene subgrupos de dimensién finita que son de Lie.

Ejemplo. (Grupo SU(2).) El grupo SU(2) esta formado por
SU(2) = {A € GL(2,C), A"A = E, det(A) = 1} . 2.1)

La condicién de unitaridad, A,-kA;fk = 0;; implica

A:< @ b*>, a,b,wcC, |o|=1,la+ b2 =1. (2.2)
—wb* wa

Estas matrices forman el grupo U(2). La condicién detA = 1 implica @ =1 y por tanto

SU(2) = {A = <_‘;* C’;) , a,beC, |a* + b = 1} : (2.3)
Las matrices también pueden escribirse en la forma

A: <XO_UC3 _XZ_UC1>7 XGR4, H-xH:17 (24)

Xy — ix1 X0 + iX3

es decir, A =xp—ix- G, donde o; son las matrices de Pauli y ¥ = (x1,x2,x3) y la restriccién x%+)?2 =1. Por
tanto, SU(2) tiene la topologia de S*. Es un grupo de Lie de dimensién 3, compacto, conexo y simplemente
conexo.

Teorema. Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo del grupo continuo G, H es también grupo de
Lie. Si H es invariante, G/H también es un grupo de Lie.

3 Propiedades globales de grupos |

Definicion. (Camino.) Sea X un espacio topoldgico. Un camino en X es una aplicacién continua
f:[0,1] = X. Los puntos f(0) y f(1) se denominan extremos inicial y final del camino. Cuando f(¢) =x (x
un punto independiente de ) se dice que f es un camino nulo. Cuando f(0) = f(1) se dice que el camino
es cerrado. Los caminos cerrados son aplicaciones continuas de S! en X.



Definicion. (Puntos homotdpicos.) Sea X un espacio topoldgico. Se dice que dos puntos xj,x; € X
son homotoépicos o deformables uno en otro si existe un camino que los une. Para espacios localmente
euclideos equivale a decir que estan en la misma componente conexa de X ya que los conceptos de conexo
y arcoconexo coinciden (en general, arcoconexo implica conexo pero no al revés). Esta es una relacién de
equivalencia y ITy(X) (el conjunto de componentes) es el conjunto cociente.

Sea G un grupo continuo con componentes G;j, i € I, siendo Gy la componente del elemento neutro,
e € Gy.

Teorema. Gy es un subgrupo invariante de G.

En efecto, sean g1, g» dos elementos cualesquiera de Go y sean fi» dos caminos con origen e y extremos
81,2, entonces flfz’1 €S un camino que une e con glgz’l que por tanto es de Gy y éste es subgrupo. Si g€ G
cualquiera, gfig~! define una deformacién de ggi1g™! a e, luego ggig~' € Go y éste es invariante.

Teorema. El conjunto cociente G/Gy coincide con IIy(G), que por tanto es un grupo homomorfo a
G. Ademis, las componentes de G son homeomorfas a Gy.

En efecto, si g € Gy, y h € Gy, gh € Gi porque al deformar & a e, gh se deforma a g, de donde gGy C Gg.
Por otro lado si g’ € Gy, g’ es deformable a gy g7 'g’ es deformable a e luego g7 !¢’ € Gy y g’ € gGy, es
decir, Gy C gGy. Las clases de congruencia de grupos continuos son homeomorfas entre si.

Ejemplo. (Grupo O(2).) El grupo O(2) = {A € GL(2,R),ATA = E}. Los elementos pueden parame-
trizarse como
cos@ —mnsenb
senf mMcos6

ate.m = (

es inmediato que det(A) =7, por tanto las matrices con determinante +1, que forman el conjunto O™ (2) =
SO(2) y las de determinante —1, el conjunto O~ (2) estdn en distintas componentes conexas de O(2), ya
que no pueden conectarse continuamente. El conjunto SO(2) tiene la topologia de S' luego es conexo,
es la componente del neutro y forma un subgrupo invariante de O(2). De hecho O(2) = SO(2) ®; Z,,
ya que A(6,m) = A(6,1)A(0,n), es decir, O(2)/SO(2) ~ Z, y el grupo I1H(O(2)) es isomorfo a Z,. El
homomorfismo de O(2) en Z; es A — det(A). La otra componente, O~ (2), (que no forma un subgrupo)
tiene la misma topologia, S!. <

), 0 €R (méd2m), n = =+1, (3.1)

4 Concepto de isomorfismo local

Teorema. En un grupo continuo conexo, cualquier entorno abierto U del neutro genera todo el grupo,
es decir, todo elemento de G es el producto de un nimero finito de elementos de U.

En efecto, se puede probar que el producto algebraico de abiertos es abierto. Sea V la unién de todos
los abiertos U", n=1,2,.... V es abierto. Si g € V, gU~! es un abierto con interseccién no nula con V
luego g € VU =V, luego V es abierto y cerrado, asi como su complementario W, de donde G=VUW y
W debe ser vacio por ser G conexo. <
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Definicion. (Homomorfismo local.) Un homomorfismo local entre grupos continuos G| y G, es toda
aplicacién continua f de un entorno abierto U del neutro de G en un abierto de G, tal que f(ab) = f(a)f(b)
siempre que a, b 'y ab estén en U.

Notas. 1) a,b € U no implica ab € U. En general U y f(U) no forman subgrupos. 2) U y f(U) contienen
al neutro de G| y G, respectivamente y tomando U suficientemente pequefio se puede elegir U = U~! (y
lo mismo f(U)). 3) El homomorfismo local f puede no estar definido fuera de U; todo homomorfismo
(global) define uno local, pero no necesariamente al contrario.

Definicion. (Isomorfismo local.) Un isomorfismo local entre grupos continuos G; y G, es todo ho-
meomorfismo f entre entornos abiertos de los neutros de G y G, tal que f(ab) = f(a)f(b), siempre que
a, by ab pertenezcan al dominio de f. Los grupos son entonces localmente isomorfos.

Teorema. Sea G un grupo continuo conexo y N un subgrupo invariante discreto, entonces: a) N es
central. (Un subgrupo es central cuando sus elementos conmutan con todos los del grupo.) b) G/N es
localmente isomorfo a G.

En efecto, a) sea h € N y g € G cualesquiera. El elemento ghg™', que es de N por ser N invariante,

es deformable a h dentro de N (puesto que g es deformable a ¢), luego h y ghg™! estan en la misma
componente conexa de N pero entonces deben coincidir por ser N discreto; N es central. b) La proyeccién
7 : G — G/N definida por m(g) = gN es un homomorfismo sobreyectivo. Basta probar que 7 es localmente
invertible. Sean g;,g> préximos a la identidad y 7(g;) = m(g2). Entonces, existe un i de N tal que g; = hgy.
Por continuidad & también serd préximo a la identidad, pero como N es discreto, debe ser h=e y g; = go,
luego 7 es invertible en un entorno de la identidad y define un isomorfismo local. <

Ejemplo. (Grupos (R,+) y U(1).)

Sea f:R — U(1) el homomorfismo definido por f(x) = exp(27ix). f no es un isomorfismo ya que no
es invertible. R y U(1) son grupos de Lie de dimensién 1 por lo que son localmente homeomorfos pero
no son homeomorfos globalmente. Consideremos f restringido al abierto U =]—a,a[, con a < 1/2. Esto
define un isomorfismo local (ya que f(U) es un abierto de U(1) homeomorfo a U). Por tanto, Ry U(1)
son localmente isomorfos pero no globalmente isomorfos. Notar que f define una representacién unitaria
unidimensional de R que es localmente fiel pero globalmente degenerada.

El nicleo de f es (Z,4+), que es un subgrupo invariante discreto de (R,+) y central (notar que R es
abeliano y todos sus subgrupos son invariantes y centrales). Ademas f es sobreyectiva, es decir, f(R) =U(1).
Se deduce que R/Z ~U(1) y de acuerdo con el teorema R y U(1) son localmente isomorfos. <

Ejemplo. (Grupos SO(3) y SU(2).)

El grupo SO(3) se define como {A € GL(3,R),ATA = E, det(A) = 1}. Es inmediato comprobar que
estas matrices forman un grupo con la multiplicacién con e = E, la matriz identidad, y A~! = AT. Este
R:R>—=R3

grupo coincide con el de rotaciones, es decir, aplicaciones = Rx

tales que

1) R es lineal
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2) conserva la norma euclidea: ||Rx|| = ||x]|.

3) conserva la orientacién de la base.

Las transformaciones que cumplen 1) y 2) transforman una base ortonormal de R? en otra y forman el
grupo O(3). Los elementos que no cumplen 3) se denominan rotaciones impropias. Son el producto de una
rotacién y una reflexiéon. Las rotaciones transforman una base ortonormal en otra con la misma orientacién.

Sea {&;}7_, una base ortonormal de R® (dotado del producto escalar usual). La condicién 1) permite
asociar a cada R una matriz R;; de modo que (Rx); = R;;x;. (Notar que la métrica es §;; y por tanto no
hay diferencia entre componentes covariantes y contravariantes, x; = g,jxj =x".) La condicién 2) equivale
a conservar el producto escalar y por tanto puede expresarse como

2') RiRj; 8 = 8;; que expresa R'R = E. De aqui que det(R) = 1.

La condicién 3) quiere decir por definicién que det(R) > 0, y por tanto 1 = det(R) = Ry; Ra; R« &j-
Dado que &;jx es un tensor completamente antisimétrico de rango 3 en un espacio de dimensién 3,
se deduce que

3,) RiEijRkn Etmn = Eijk

Las condiciones 2') y 3’), expresan que las rotaciones también pueden definirse como las transforma-
ciones lineales que dejan invariantes los tensores J;; y &;jx. Esto equivale a decir que conservan el producto
escalar y vectorial:

(Rx)-(Ry) =x-y,  (Rx)x(Ry)=R(xxy). 4.1

Se puede probar que no hay otros tensores invariantes bajo rotaciones (excepto los formados con estos
mediante producto tensorial).

Veamos que hay un homomorfismo sobreyectivo de SU(2) en SO(3) que es un isomorfismo local aunque
no global. Para ello definamos una representacién de SU(2) en R® (llamada representacién adjunta de
SU(2)). Sea L el conjunto de matrices 2 x 2 (complejas) antihermiticas y de traza nula. Las matrices E,
01, 02 y 03 forman una base del conjunto de matrices A 2 x 2 complejas, A = xoE + x;0y, con tr(A) = 2xp
y AT = x}E +xjok, por tanto L = {X = ix;0r,x € R®} y L es un espacio vectorial isomorfo a R3. La
representacién adjunta 7 la definimos como 7(g): L — L con X + 7(g)(X) = gXg~!. Es inmediato que es
lineal y que 7(g)(X) € L por la propiedad ciclica de la trazay g = g~!. También es una representacién de
SU(2) ya que

(m(g1)m(82))(X) = g1(82X8 ' )g1 ' = 7(g182)(X). (4.2)
Demostremos que ademas 7(g) es de SO(3). Para ello basta notar que det(X) = ||x||* y que por la propiedad
ciclica del determinante det(7(g)(X)) = det(X). Esto implica que 7(g) es de O(3) y por continuidad con

E =m(E), que es de SO(3). La demostracién de que 7 es sobreyectivo se hard mas adelante después de
introducir las parametrizaciones eje-angulo en SU(2) y SO(3).

12



El nicleo de @ es Z, = {E,—E}. En efecto, si n(g) =E, VX € L, [g,X] =0. Como, {o;,i = 1,2,3}
forma un conjunto irreducible de matrices (no tienen un vector propio comin) se deduce que g =AE y
det(AE) = A% implica g = +E. Por el teorema general, SU(2)/Z, ~ SO(3). Ademés Z, es un subgrupo
invariante discreto de SU(2) que es central (de hecho es el centro de SU(2)) y SO(3) es localmente isomorfo

a SU(2). Globalmente SO(3) es una imagen homomorfa de SU(2) con dos elementos de SU(2), +g por
cada rotaciéon R = n(+g). <

S Propiedades globales de grupos |l

Sea X un espacio topolégico conexo.

Definicion. (Caminos homotépicos.) Se dice que dos caminos uj, u; en X son homotépicos u homo-
tépicamente equivalentes si:

1) Tienen el mismo origen y el mismo extremo, es decir, u1(0) = u2(0) y u;(1) = uz(1).
2) Uno es deformable continuamente en el otro, es decir, existe una aplicacién continua f:[0,1] x [0,1] —
X tal que f(£,0) =ui(t) y f(t,1) = ua(2).
Esta es una relacion de equivalencia que clasifica los caminos en clases de homotopia, [u].

Definicion. (Caminos cerrados triviales.) Se dice que un camino cerrado con extremos a es homoté-
picamente trivial si es homotépico al camino nulo en a, es decir, si se puede contraer a un punto.

Definicién. (Composicién de caminos.) Sean u y v dos caminos. Se define u~! como el camino u
recorrido en sentido contrario, es decir, u~!(t) = u(1 —t). Si el extremo de u es el origen de v, se define uxv
u2t), 0<tr<1/2

como el camino obtenido recorriendo primero u y luego v, es decir, (u*v)(t) = {V(Zt— N, 12<i<1

Se prueba que la composicién de caminos tiene las siguientes propiedades:
1) Es asociativa.
2) uxu~' es un camino cerrado homotépicamente trivial.

3) u1 y uz son homotdpicos siy sélo si ujxu'y uy*u lo son.

Teorema. Dos caminos u y v de a a b son homotépicos si y sélo si v«u~' es un camino cerrado
homotdpicamente trivial.

En efecto, ya que v es homotépico a u si y slo si vxu~! lo es a uxu~! y este Gltimo es un camino
cerrado homotdpicamente trivial. <

Teorema. El nimero de clases de homotopia de caminos con origen a y extremo b no depende de a
y b.
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En efecto, es evidente por continuidad en los extremos y teniendo en cuenta que X es conexo. Mas
en detalle: Denotemos las clases de homotopia de caminos de a a b por I1(X;a,b) y sea uy un camino
fijo de @ a b. Veamos que hay una biyeccién de TI(X;a,b) en I1(X;a,a) definida por [u] — [u+u,']. Esta
aplicacién esta bien definida ya que no depende del representante elegido (propiedad 3 de la composicién).
Es inyectiva también por la propiedad 3. Es sobreyectiva ya que para todo camino cerrado ¥ de a a a,
[Y*up| es la preimagen de [y]. Por la propiedad transitiva, se deduce que I1(X;a,b) y II(X;c,d) tienen el
mismo cardinal, para todos a,b,c,d de X. <

Se deduce que podemos restringirnos a las clases de homotopia de caminos cerrados con origen en un
punto fijo xg cualquiera. El conjunto de estas clases de homotopia se denomina primer grupo de homotopia
o grupo fundamental de X y se denota IT;(X) (que es independiente de xp).

Definicion. (Espacio simplemente conexo.) Un espacio conexo es simplemente conexo si todos sus
caminos son contractiles a un punto. En otro caso se dice que es miltiplemente conexo. Se dice que es
n-conexo si I (X) tiene n elementos.

En un espacio simplemente conexo sélo hay una clase de homotopia de caminos con extremos dados
a y b, es decir, esencialmente sélo hay una forma de ir de a a b. En un espacio n-conexo hay n formas
esencialmente distintas (es decir, no homotdpicamente equivalentes) de ir de un punto a otro.

Ejemplo. R" es simplemente conexo. Todos los caminos cerrados son contractiles a un punto.

Ejemplo. El espacio X = R?> — {0} es homeomorfo a la superficie de un cilindro R x S'. Estos espacios
no son simplemente conexos ya que un camino cerrado que rodee el cilindro no es contractil continuamente
a un punto. En general dos caminos cerrados son homotépicos si y sélo si dan el mismo niimero de vueltas
alrededor del cilindro (o de 0 en el plano pinchado). Este niimero n es entero ya que importa la orientacién
del camino.

Ejemplo. Las esferas S” son simplemente conexas si n >2. S! es un espacio miltiplemente conexo.

Ejemplo. Sea D = {x € R?, ||x|| < 1}, es decir un disco cerrado. Consideremos el espacio topolégico
X =D, /~ obtenido identificando los puntos diametralmente opuestos del borde del disco. Este espacio es
doblemente conexo, ya que hay dos clases de caminos cerrados: los homotépicos a los caminos nulos y los
homotdpicos a uno que empiece en un punto del borde y acabe en su punto diametralmente opuesto. Otro
ejemplo es el proporcionado por una esfera S” (n >2) con puntos diametralmente opuestos identificados,
que también es un espacio doblemente conexo.

Definicion. (Grupo fundamental.) Veamos que IT;(X) forma un grupo. Sin pérdida de generalidad
consideremos sélo caminos cerrados con origen en un punto fijo xp. Sean u; y up dos caminos cerrados. El
conjunto de clases de homotopia IT;(X) forma un grupo con la ley de multiplicacidon [u;] * [uz] = [u) * uz).
Es inmediato que la definicién no depende de los representantes, que el neutro es la clase de los caminos
contractiles u homotépicamente triviales y que [u]~! = [u~!]. El grupo I1;(X) se denomina primer grupo
de homotopia o grupo fundamental de X.

Teorema. Para dos espacios conexos cualesquiera ITj (X xY) =11; (X) @ IT; ().
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Ejemplo. IT; (R") = {e}. idem, IT;(S") = {e} si n > 2.
Ejemplo. I1;(S!) =I1;(R x S') = Z. Este Z es el grupo aditivo del niimero de vueltas n.

Ejemplo. El grupo fundamental de D,/ ~ es Z,. En particular, la composicién de dos caminos
homotdpicamente no triviales es uno trivial.

Definicion. (Grupos de homotopia.) El grupo de homotopia de orden n, IT,(X) se define andlogamente
a IT;(X), a saber, como el conjunto de aplicaciones de S” en X mddulo deformaciones y con una definicién
natural para la composicién de clases.

Definicion. (Espacio recubridor universal.) Sea X un espacio conexo y localmente simplemente conexo
y sea xo un punto fijo (arbitrario) de X. Se define su espacio recubridor universal X como el conjunto de
clases de homotopia de caminos con origen en xp y extremo cualquier x € X.

Definicién. (Proyeccién canénica.) Hay una proyeccién natural de X en X, denominada proyeccién
candnica, definida por 7(X) = x, donde x es el extremo de los caminos en la clase #. Si X es un espacio
N-conexo, cada punto de X tiene N réplicas (preimagenes) en su recubridor, ya que N es niimero de clases
de homotopia de caminos cerrados (o equivalentemente el nimero de elementos del grupo fundamental).
El recubridor recubre al espacio N veces. Es inmediato que si X es simplemente conexo, & es una biyeccién.

Al espacio recubridor se le puede dotar de una topologia inducida por la de X en forma natural, a saber,
U es abierto del recubridor si su proyeccién candnica es un abierto de X. Con esta definicion la proyeccién
candnica es una aplicacién continua. Ademas localmente es un homeomorfismo: dado que por hipétesis
X es localmente simplemente conexo, 7 es localmente una biyeccién y ademas es localmente bicontinua
(ya que 7 es una aplicacién abierta por definicién). Todo punto del recubridor tiene un entorno abierto
homeomorfo a su proyeccién canénica. Es inmediato que X es el espacio cociente de X con 7.

En el caso particular de que X sea simplemente conexo, cada extremo x define una (nica clase de
homotopia y X es homeomorfo a X. Es decir, en este caso ambos espacios se pueden identificar.

Ejemplo. El espacio recubridor de R? es el propio R2.
Ejemplo. El espacio recubridor de S! es R.

Ejemplo. (Superficie de Riemann.) Consideremos el espacio X = C — {0}. Todo punto de X puede
expresarse univocamente en la forma re’® con r > 0 y 0 < a <2z, o alternativamente con & definido médulo
27 (es decir, dos fases son equivalentes si y sélo si difieren en un miltiplo entero de 27). Consideremos
un camino u en X con origen 1 y extremo z y elijamos la fase de u(t) por continuidad con a(0) = 0. El
valor de (r,&) en z coincidird para dos caminos si y sélo si son homotépicos. En efecto, como el conjunto
de posibles valores de o en z es discreto, el valor obtenido por un camino no puede cambiar si este camino
se deforma continuamente. Entonces sean u; y up dos caminos de 1 a z con fases finales ¢ y . up se
puede deformar (sin cambiar la fase en z) a uno que primero rodee n veces (con su signo) la circunferencia
de radio 1 y luego vaya a z por uj. Se tiene que 0p = oy +2nn y el valor de n es 0 si y sélo si u es
homotépico a u;. Por lo tanto los puntos del recubridor de X estan caracterizados univocamente por (r, &),
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0 <r, —oo < (¢ < ooy forman la superficie de Riemann de la funcién logz. La proyeccién candnica consiste
en (r,a) +— re'® que identifica las fases médulo 2. Cada hoja de Riemann (n < o < 27 +n, n entero) es
una réplica de X. El espacio recubridor de X (o R x S') es R%. ¢

Teorema. El espacio recubridor del producto cartesiano de espacios es el producto de recubridores,
XxY=XxY.

Hay una eleccién natural del punto fijo %) de X, a saber, la clase homotépicamente trivial de caminos
cerrados en X con origen xg, que en particular contiene al camino nulo en xy y por tanto Xy es una réplica
de X0-

Teorema. La proyeccién candnica define una biyeccidon natural entre caminos en X con origen en X
y caminos en X con origen en xo

En efecto, sea ii un camino en X que une %) con %. Le asociamos su proyeccién canénica u = 7(ii) (es
decir, u(r) = m(ii(r))). Veamos que esta aplicacién es sobreyectiva: si u es un camino en X (con origen en xp)
podemos asociarle un camino ii en X definiendo ii(t) como la clase de caminos homotépicos a u;, el camino
u recorrido sélo hasta #, es decir, i(r) = [u;] con u;(s) = u(st). Con esta definicién @(0) =X y w(ii) =u ya
que por construccién () es una réplica de u(¢). Veamos que es inyectiva: sean iij y il dos caminos en X
con origen en Xy y con la misma proyeccidn u, entonces i (t) y ii»(t) son réplicas del mismo punto u(t). Los
dos caminos coinciden en t = 0. Si los dos caminos se separaran a partir de #;, tendriamos que 7 no es un
homeomorfismo local en @ = ii;(t;) = @i2(f1) (ya que habria dos réplicas de m(d) arbitrariamente préximas)
y eso estd excluido por ser X localmente simplemente conexo. <

Teorema. El espacio recubridor (de un espacio conexo y localmente simplemente conexo) es simple-
mente conexo.

En efecto, es asi por construccion: Sean ii; y it dos caminos en el recubridor con origen en Xy y extremo
comin d. Hay que demostrar que son homotépicos en X. Sus proyecciones canénicas u y u, tienen origen
Xo y extremo final comin a = m(@). Por el teorema anterior uj,uy € d, luego son homotépicos y se pueden
deformar uno en otro. Aplicando la misma deformacién mediante 7~! a i; y ii> se deduce que también son
homotépicos. (Notar que la deformacién de uy a u; se puede hacer en entornos abiertos de u, en los que
T es un homeomorfismo y por tanto la deformacién inducida en X es continua). ¢

El interés de los espacios simplemente conexos es que no tienen funciones multivaluadas (dentro de
una clase restringida de funciones regulares a definir su en caso).

Ejemplo. La funcién logz es analitica en C — {0} pero es multivaluada. Esta multivaluacién es no
trivial ya que si por ejemplo se elige que el logaritmo es 0 en z=1 y se toma el valor de logz de forma
que la funcién sea continua a lo largo de un camino que vuelva a z =1 después de n vueltas alrededor de
z=20, el valor que hay que asignar al logaritmo en z =1 serd 2min obteniéndose una multivaluacién. En
cambio en la superficie de Riemann (el espacio recubridor de C—{0}), no hay multivaluacién ya que por
definicién el camino con origen en 1 no vuelve a 1 después de n vueltas sino a la n-ésima réplica de 1, que
es un punto distinto. <
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Lo mismo ocurre en grupos continuos. Sea G un grupo continuo conexo y G su recubridor universal y
tomemos ¢ como origen de los caminos en G.

Definicién. (Grupo recubridor universal.) Se denomina grupo recubridor universal de G al espacio G
con la ley de multiplicacién [u][v] = [uv] (donde (uv)(t) = u(t)v(t)).

Es inmediato que la definicién es consistente (si se cambia u por ' homotépico a u el camino u'v es
homotdpico a uv y el resultado no depende de los representantes elegidos). El neutro é es la clase de los
caminos cerrados triviales (en particular el camino nulo en e), y [u]™! = [u!] donde (u=')(t) = u(t)~" (no
coincide con el camino inverso).

Por construccion la proyeccién canénica de G en G es un homomorfismo abierto de grupos continuos:

([u][v]) = 2 (lwv]) = (wv)(1) = w(1)v(1) = z([u]) 2([V]) . G.D

El nlcleo de 7 es el conjunto de clases de homotopia de caminos cerrados y por tanto coincide con el grupo
fundamental de G, I1; (G). (Ademas la multiplicacién de IT; (G) como grupo coincide con la multiplicacién
como subgrupo de G ya que dadas dos clases de caminos cerrados [u] y [ua], se puede elegir u; tal que
uy=esit> % yup=esit< % con lo que ujuy recorre primero u; y luego u; que es la ley de multiplicacién
del grupo fundamental).

Teorema. Sea G un grupo continuo conexo y localmente simplemente conexo, entonces G/I1;(G) ~ G.
Ademas, G y G son localmente isomorfos.

En efecto, ya que 7 : G — G es un homomorfismo de grupos continuos con niicleo IT;(G) e imagen G
que localmente es un homeomorfismo. El grupo fundamental es un subgrupo invariante discreto (dado que
G es localmente simplemente conexo) del grupo recubridor universal.

Teorema. El grupo fundamental de un grupo continuo es abeliano.

En efecto ya que IT;(G) es un subgrupo central del recubridor (por ser subgrupo invariante discreto).

%

Notar que toda representacién de G es también una representacién de su grupo recubridor (ya que G
es una imagen homomorfa de G).

Ejemplo. El espacio recubridor de S! es R. El grupo recubridor de U(1) es (R,+), y (Z,+) es el grupo
fundamental de U(1), de modo que R/Z ~U(1). La proyeccién canénica es w: ¢ € R — exp(i¢) € U(1).
¢

Teorema. Sea G un grupo continuo conexo y simplemente conexo y sea f un homomorfismo local de
G en un grupo continuo H:

(1) f puede extenderse en forma dnica a un homomorfismo global.
(2) Si f es localmente sobreyectivo su extensién es un homomorfismo sobreyectivo (globalmente).

(3) Si H essimplemente conexoy f es un isomorfismo local su extensién es un isomorfismo (globalmente).
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En efecto, sea U el entorno de la identidad en el que f es un homomorfismo local.

(1) Un elemento g cualquiera de G puede escribirse como g1g2---g, con g; en U. Si f se puede extender
a un homomorfismo global, debe cumplirse f(g) = f(g1)f(g2):--f(gn). El punto delicado es comprobar
que esta definicién es univoca, ya que podria ocurrir que otra construccién g = gig5---g, llevara a un
valor distinto para f(g). En primer lugar notemos que los g; se pueden tomar arbitrariamente préximos a
la identidad con lo que el producto de elementos tiende a un camino (continuo) que une e con g. Se trata
de ver que todos los caminos son equivalentes. Sea {g;, i=1,...,n} el camino que utilizo para definir f(g)
y sea {g!, i=1,...,n} una deformacién de éste, es decir:

1) gi=giparai<koi>mconk<m,
2) 8 8m =8k &m
3) Los productos gx---g/y &;--- &y estan en U para k < ¢ <m.

Entonces se cumple

fgr) -~ flgn) = F(&1) - f(&h1) S8k~ &m)f(&mi1) -~ f(gn)
= f(&) - f(gk—1)f (g &) f (&mi1) -~ F(8n) (5.2)
= f(g) - f(gn),

y los dos caminos asignan el mismo valor a f(g). Como G es simplemente conexo por hipétesis, todos
los caminos con extremo en g son homotdpicos y se pueden obtener por deformacién de uno dado. Es
inmediato que f es un homomorfismo: si a,b son dos elementos cualesquierade G, a=a;---a,, b=">b; - by,
ab=ay---apby---by con a;, bj de U, entonces f(ab) = f(a1)--- f(an)f(b1):-- f(bm) = f(a)f(D).

(2) Por hipétesis f(U) es un entorno de la identidad de H. (Notar que siempre e € f(U) C H, pero
f(U) es un entorno de la identidad sélo si f es localmente sobreyectiva.) f(U) genera todo H, todo h € H
puede escribirse como h = hjhy---h, (con n dependiente de h) y h; = f(g;), de donde h = f(g182---8n) ¥
H = f(G).

(3) Si H es simplemente conexo y f es un isomorfismo local, f~! también y se puede extender a un
homomorfismo que es el inverso de f, por tanto f es un isomorfismo. <>

Se deduce que si G es simplemente conexo (y en particular el grupo recubridor universal de un grupo
continuo) sus representaciones son univaluadas (es decir, si son univaluadas en un entorno de la identidad,
lo son globalmente).

Si G no es simplemente conexo puede tener representaciones multivaluadas ya que al extender una
representacién localmente univaluada por caminos distintos no homotépicos se puede llegar a dos operadores
distintos para el mismo elemento de G. Desde el punto de vista del grupo recubridor se ha llegado a distintos
elementos y la representacién construida por extensién es univaluada. Por tanto el grupo recubridor contiene
sélo representaciones univaluadas que pueden ser multivaluadas si se toman como representaciones de G.
Es decir, si T es una representacién de G, T=Ton!esuna representacién (multivaluada) de G.
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Teorema. Si G es un grupo continuo conexo N-conexo, sus representaciones son a lo sumo N-valuadas.

1

En efecto, ya que T =T on~! con T univaluada y 7~! N-valuada. ¢

Ejemplo. La representacién x — exp(izx), con z complejo, es univaluada para R. Por otro lado si x es
cualquiera de los angulos asociados a un elemento de U(1), @ = exp(ix), la representacién  — @° = exp(izx)
es multivaluada (a menos que z sea entero), ya que a @ = 1 le corresponden todos los valores exp(2minz),
con n entero.

Teorema. Sea I" una de las clases de equivalencia formada por todos los grupos continuos conexos y
localmente simplemente conexos relacionados por ser localmente isomorfos entre si:

1) Todos los grupos simplemente conexos en I" son isomorfos (globalmente) entre si. Por tanto el grupo
recubridor universal G es comdn a toda la familia (médulo isomorfismos globales).

2) Todo miembro G de la clase T es de la forma G/N ~ G, donde N es un subgrupo invariante discreto
de G

3) N es el grupo fundamental de G.

Respecto del punto 1), si dos grupos G y G, en I' son simplemente conexos, el isomorfismo local
f se puede extender a uno global. Nétese que los caminos en G que unen el neutro con otro elemento
de N corresponden a caminos cerrados en G que no son homotdpicamente triviales (ya que no es posible
contraerlos a un punto de G uniendo todo el tiempo dos réplicas del neutro de G).

Ejemplo. El grupo SU(2) es localmente isomorfo a SO(3) y es simplemente conexo luego es el
recubridor de la familia, ademas SU(2)/Z, ~ SO(3), de donde Z, es el grupo fundamental de SO(3) que es
doblemente conexo. Dado que 7(+g) =R y SU(2) tiene la topologia de S*, SO(3) tiene la topologia de una
esfera tridimensional con puntos diametralmente opuestos identificados. Para estudiar las representaciones
de SU(2) podemos considerar su representacién regular; dado que SU(2) es compacto la representacién
regular contiene todas las representaciones irreducibles de dimensién finita y son todas unitarias.

V={f:SUQ2)—=C}=V,dV_, freVisi fi(—g) ==xf:(g), (5.3)
(Te (8 = fg™'s). (5.4)

Los espacios de funciones pares e impares son invariantes bajo la representacién regular:
(Tef2)(=8) = fe(=g7"¢)) = £fe(g7"e)) = (T f)(8)) = Ty fr€Ve. (5.5)

Consecuentemente las representaciones irreducibles se clasifican en pares o enteras e impares o semienteras.
Las representaciones enteras son representaciones de SO(3), en cambio las semienteras son representaciones
bivaluadas de SO(3) ya que R+ g+ £D(g) si D es impar.

Ejemplos de representaciones enteras de SU(2) son la trivial (j =0), y la representacién fundamental
de SO(3) (j =1). La representacién fundamental de SU(2) es una representaciéon semientera y por tanto
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una representacién bivaluada de SO(3) (j = 1). Una representacién irreducible correspondiente a momento
angular j es entera o semientera segin lo sea j (es decir, 2j par o impar).

Como se ve facilmente usando la parametrizacion eje-angulo, una vuelta de dngulo 27 sobre un eje fijo
define un camino cerrado en SO(3) que no es homotdpicamente trivial ya que en SU(2) pasa de E a —F
(tomando E € SU(2) como origen).

exp(—i2mt).)| jj) = exp(—i27j)|jj) = (=1)*|jj). (5.6)

En cambio una vuelta de 47 es homotépicamente trivial (ya que el grupo de homotopia es Z,). ¢

6 Grupos de Lie lineales

Definicion. (Grupos de Lie lineales.) Se denominan grupos de Lie lineales o clasicos a los grupos de
Lie de matrices. Es decir, los subgrupos de GL(n,C).

Definicion. (Grupo GL(n,C).) El grupo GL(n,C) es el formado por las matrices n x n complejas no
singulares, es decir, con determinante distinto de cero. Es el grupo de cambios de base en C”.

La dimensién de GL(n,C) es 2n? ya que una matriz compleja A n x n tiene n’> elementos de matriz, y
por tanto hay 2n? pardmetros reales. La condicién det(A) # 0 no pone ninguna condicién en un entorno de
la identidad y por tanto no elimina ninglin parametro.

GL(n,C) es conexo. Sin embargo no es simplemente conexo. En efecto, GL(1,C) = C — {0} que no
es simplemente conexo. Por otro lado la aplicacién A — det(A) de GL(n,C) en GL(1,C), define un ho-
momorfismo de grupos continuos, debido a la identidad det(AB) = det(A)det(B), para dos matrices n X n
cualesquiera. Si un camino cerrado en GL(n,C) tiene una imagen no homotdpicamente trivial en GL(1,C),
no puede ser él mismo homotépicamente trivial (ya que la contraccién a un punto en GL(n,C) definiria una
contraccién a un punto en su imagen). El camino u(r) = diag(exp(2mit),1,1,...,1) es no trivial. GL(n,C)
no es compacto ya que define un subconjunto no acotado de R27, &

Definicién. (Grupo GL(n,RR).) El grupo GL(n,R) es el subgrupo de matrices reales de GL(n,C).
Corresponde a los posibles cambios de base en R”.

GL(n,R) tiene dimensién n?, no es compacto y tampoco es conexo. GL(n,R) estd formado por dos
componentes conexas, a saber GL* (n,R), caracterizadas por tener determinante positivo o negativo. <

Una forma practica de definir subgrupos de un grupo es fijando que dejen invariantes un conjunto de
propiedades. Mas concretamente:

Teorema. Sea G un grupo de transformaciones (permutaciones) sobre un conjunto X y sea £ = {X;,i €
I} una coleccién cualquiera de subconjuntos de X. El conjunto Gy de transformaciones g de G tales que
gX; = X; VX; € ¥ forma un subgrupo de G, denominado grupo de simetria de X. Equivalentemente, si 7 es
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una particién de X, el grupo de simetria es el conjunto de transformaciones que deja invariante la particion
(gXi CX;, VX; € 7[)

En efecto, si g12Xi =X;, (8182)Xi = g1(82X;) = g1Xi = X;, luego es algebraicamente cerrado. Obviamente
eX; = X; (la transformacién identidad). Finalmente, si g es una biyeccién en X tal que gX; = X;, entonces
g es una biyeccién en X; y también en su complementario y lo mismo g~!, es decir, g7'X; = X;. ¢

Notese que no basta que gX; C X; para todo X; de la coleccién. Por ejemplo X =R y g(x) = 2x deja

invariante Z (es decir, gZ C Z) pero g~! no.

Asi el grupo GL(n,R) deja invariante R". El grupo GL™ (n,R) deja invariante la orientacién de la base.

Definicion. (Grupos lineales unimodulares.) El grupo unimodular (también denominado especial)
SL(n,C) es el subgrupo de GL(n,C) formado por las matrices con determinante 1. Es inmediato que dicho
conjunto forma un grupo.

La condicién det(A) = 1 elimina un elemento de matriz complejo, es decir dos pardmetros reales, luego
SL(n,C) tiene dimensién 2(n> — 1). Este grupo es conexo y simplemente conexo.

Andlogamente se define SL(n,R) como el subgrupo de SL(n,C) formado por matrices reales. Su di-
mensién es n> — 1 y es conexo.

SL(n,C) (Idem SL(n,R)) es el grupo de transformaciones lineales complejas (idem reales) que conservan
el tensor de Levi-Civita g;,_;, , es decir,
i .. in Jleedn — plleein
Al AT E =¢ . 6.1)
En efecto, ya que para toda matriz n xn A se cumple

AL AT gltdn = det(A)g! (6.2)

Estos grupos son no compactos. Por ejemplo el conjunto de matrices de SL(n,C) definido por A =
diag(e*,e7%,1,...,1) tienen elementos de matriz no acotados. <

Definicion. (Grupos unitarios.) El grupo U(n) es el subgrupo de GL(n,C) formado por las matrices
unitarias, A'A = E (donde A" = A*T o (AT);; = A%). La propiedad det(AT) = det(A)* garantiza que A es
invertible.

La dimensién de U(n) es n®. En efecto, A de GL(n,C) tiene 2n> pardmetros reales. La condicién ATA = E
equivale a n> ecuaciones complejas o 2n” ecuaciones reales, sin embargo ATA es siempre hermitica luego
s6lo la mitad son independientes y eliminan n® pardmetros.

Este grupo es compacto, ya que la condicién de unitaridad, AyAj; = &;j implica Y/, |A;j> =1y las
componentes estan acotadas. Ademas las condicién es algebraica y el conjunto es cerrado. Es conexo pero
no simplemente conexo, por el mismo argumento usado para GL(n,C).
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El grupo U(n) también se puede definir como el conjunto de matrices que dejan invariante la forma
cuadrética (z1,22) = ZJ{Z2 =Y(z1); (z2); definida en C". Es decir, A es de U(n) si y sélo si (Azj,Az2) = (21,22)
Vz1,720 € C".

Anélogamente se define el grupo pseudo unitario U(p,q) como el formado por las matrices n X n
complejas (con n = p+¢q) que dejan invariante la forma cuadrética z%npqz donde la métrica es 1), =
diag(1,...,1,—1,...,—1) con p unos y g menos unos. Es decir, matrices A tales que ATnqu = Npq
(det(npq) # O garantiza que A es no singular). Sin pérdida de generalidad se puede tomar p > ¢ > 0.

Nétese que si en lugar 1,4 se utiliza otra métrica hermitica no singular 1, el grupo asociado es isomorfo
a uno de los U(p,q). En efecto, por ser n hermitica puede diagonalizarse mediante una matriz unitaria S,

es decir, 1 = S~'DS donde D = diag(Ai,...,A4,) y A; son los autovalores, que son reales. Ademas puede

elegirse S de modo que los p valores propios positivos correspondan a A; para 1 <i < p y los negativos
. 1 1 . sy

a p<i<n. Sea x =diag(|Ai|2,...,|4,|2), entonces x es una matriz hermitica tal que D = xn,,x. La

condicién de dejar invariante la forma cuadrética z'nz, es decir, AfnA = 1 equivale a UTnqu = Npq
definiendo U = ySAS~'y~!. ¢

Definicion. (Grupos unitarios unimodulares.) El grupo unitario unimodular SU(n) se define como
SL(n,C)NU(n).

Es de dimensién n> — 1 ya que el determinante de una matriz unitaria es un niimero complejo de médulo
1y fijarlo a 1 sélo elimina un pardmetro real. Es compacto, conexo y simplemente conexo.

Anélogamente SU(p,q) = SL(n,C)NU(p,q) conn=p+g>2y p>q>0. Es conexo.

El grupo SU*(2n) estéd formado por las matrices A de SL(2n,C) tales que AJ = JA* donde J es la matriz

0 E,
—-E, O
J? = —Ey,, J=J"=—-JT = —J', det(J) = +1. (La condicién AJ = JA* equivale a decir que A conmuta
con la aplicacién ¢ : 7+ Jz* de C** en C?", es decir, que deja @ invariante y esto ya implica que forman
subgrupo de GL(2n,C)). Una comprobacién de que forman grupo es

simpléctica de dimensién 2n, J = < ) (siendo E, la matriz identidad n x n). La matriz J cumple

A,B € SU*(2n), ABJ=AJB*=JA*"B* =J(AB)", (6.3)
A=A T =@yt =g, (6.4)
Usando la condicién AJ = JA* es inmediato que las matrices de SU*(2n) son del tipo A = _6;)* f*

donde a y b son matrices complejas n x n y que det(A) es real. Por tanto la condicién det(A) =1 elimina
s6lo un parametro y la dimensién del grupo es 4n*> — 1. Este grupo es conexo y es no compacto si n > 2 (el
grupo SU*(2) coincide con SU(2)). ¢

Definicién. (Grupos ortogonales.) El grupo O(n,C) es el formado por las matrices n x n complejas
ortogonales, ATA=E. Equivalentemente, las matrices que dejan invariante la forma cuadratica lezg en C".
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Dado que A A es una matriz simétrica, la condicién de ortogonalidad sélo impone n(n+1)/2 ecuaciones
complejas por tanto O(n,C) es de dimensién n(n— 1). Por otro lado, usando det(A”) = det(A), se deduce
que det(A) = £1 y O(n,C) tiene dos componentes conexas. La componente conexa con la identidad es el
grupo SO(n,C) = O(n,C)NSL(n,C). Estos grupos son no compactos.

El grupo de matrices ortogonales reales O(n) (también denominado O(n,R)) se define como O(n,C)N
GL(n,R) o equivalentemente como U(n) NGL(n,R). La componente conexa con la identidad es el grupo
de matrices unimodulares ortogonales reales, SO(n), y tiene dimensién n(n—1)/2. Este grupo es compacto.

El grupo de SO(p,q), con p>g>0y n=p+g > 2 se define como U(p,q) NSL(n,R). Es decir,
ATNp,A = 1yg, A* =A y det(A) = 1. El grupo de matrices pseudo ortogonales SO(p,q) es no compacto
y tiene dos componentes conexas. Nétese que O(3,1) es el grupo de Lorentz, con cuatro componentes
conexas. Todo grupo m-ortogonal real (asociado a una métrica 1 real, simétrica y no singular) es isomorfo
uno de los grupos reales anteriores por una construccién analoga a la del caso unitario.

Nétese que no se definen los grupos pseudo ortogonales complejos asociados a 1, ya que bajo cambios
de base complejos toda métrica simétrica no singular se puede llevar al caso ortogonal.

El grupo SO*(2n) es el formado por matrices de SO(2n,C) que conservan la forma cuadrética z}k]zz, es
decir, tales que ATJA =J. De hecho, SO*(2n) = SU*(2n) NSO(2n,C) ya que si A es ortogonal, (A7)~ = A*
y la condicién ATJA =J equivale a JA = A*J. Su dimensién es n(2n—1). &

Definicion. (Grupos simplécticos.) El grupo simpléctico complejo Sp(2n,C) se define como el conjunto
de matrices de GL(2n,C) que dejan invariante la forma cuadratica z1 Jzy, es decir, tales que ATJA =J.
Nétese que det(A) = £1. Tiene dimensién 2n(2n+1).

El grupo simpléctico real Sp(2n,R) es el subgrupo de matrices reales de Sp(2n,C). Tiene dimensién
n(2n+1).

El grupo unitario simpléctico (o simplemente grupo simpléctico) Sp(2n) se define como Sp(2rn,C) N
U(2n). Tiene dimensién n(2n+1).

Finalmente el grupo simpléctico pseudo unitario Sp(2p,2¢g) con p >¢q >0y p+q = n se define como
Sp(2n,C)NU(2p,2q).

7 Algebras de Lie
Definicion. (Producto de Lie.) Sea L un espacio vectorial. Un producto (o paréntesis) de Lie es una

operacién interna en L, que denotamos por (x,y), x,y € L, tal que
(1) (x,y) eslineal en x e y.

(2) Vx1,x2 €L, (x1,x2) = —(x2,x1). (Antisimétrico.)
(3) Vxi,x2,x3 € L, ((x1,%2),x3) + ((x2,x3),x1) + ((x3,x1),x2) = 0. (Identidad de Jacobi o asociatividad de
Jacobi.)
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Ejemplo. El producto vectorial de vectores en R3 es un producto de Lie. En efecto, si a,b € R3,
(axb) = & ja’b* es antisimétrico y satisface la identidad de Jacobi por a x (b x ¢) = (a-c)b— (a-b)c. Esta
igualdad se deriva usando la identidad

& jkEmnk = OimOjn — OinOjm - (7.1)

Ejemplo. Si L es un algebra asociativa (por ejemplo formada por operadores lineales o matrices) el
producto
xy€EL (x,y) = [x,y] :=xy —yx (7.2)
es un producto de Lie. El elemento [x,y] se denomina el conmutador de x con y. Es antisimétrico y satisface
la identidad de Jacobi como se ve desarrollando a partir de [[x,x2],x3] = x1x0x3 — X3X1X2 — Xpx1 X3 + X3X0X]
y notando que una ordenacién y otra permutada ciclicamente aparecen con signos opuestos.

Ejemplo. Sea L es el espacio de funciones reales suficientemente diferenciables de 2n variables reales

gi» pi,» i=1,...,n (espacio de las fases de mecénica clasica), el paréntesis de Poisson define un producto
de Lie. " oF 9F 3
F J0G F oG
F.GeL, {F,G}:= — — — . (7.3)
{ } ,; (a%’ dpi  Ipi a%)

En particular, {gi,q;} = {pi,p;j} =0 and {q;,p;} = 6;; Denotando las variables (qi,...,qu, p1,...,pn) por
E,... E? y n®P 1a métrica simpléctica J (es decir, I sil1<a<nyB=a+n —lsin+1<a<2ny
B =a—n,y 0 en otro caso) el paréntesis de Lie se puede reescribir como

{F.G} :==n"P9uFIsG (7.4)

donde 9y es la derivada parcial respecto &,. Con esta notacién {E%,EB} =n®B_ La identidad de Jacobi se
comprueba inmediatamente usando que N%f es antisimétrica y constante:

{A. £} ) =M™ 00 f15 12) O f5
=N* 1 0,00.195 120513 + NP N 0. 19405 [0 15 -

Los dos términos se cancelan aplicando las substituciones 1 —+2,2—3,3 =1, ¢ —a, B b, a— By
b — o al primero de ellos. <

(7.5)

Definicién. (Algebra de Lie.) Un algebra de Lie es un espacio vectorial L de dimensién finita dotado
con una operacion interna que sea producto de Lie. El dlgebra de Lie es real o compleja segiin lo sea el
espacio vectorial. La dimensién del algebra es la del espacio vectorial. El dlgebra es abeliana si el producto
de Lie es 0 para cualesquiera dos elementos.

Las algebras de Lie complejas se pueden ver como algebras reales de dimensién doble.

Si x es un elemento de un algebra de Lie L y M, N son subconjuntos de L, denotamos el conjunto
{(x,y),y € M} por (x,M) y denotamos {(y,z),y € M,z € N} por (M,N).
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Definicion. (Subalgebra de Lie.) Un subespacio vectorial N de un algebra de Lie L es una subélgebra de
Lie si es cerrado bajo el producto de Lie de L, es decir, (N,N) C N. La subalgebra es abeliana si (N,N) =0.

Definicion. (Subalgebra ideal de Lie.) Un subespacio vectorial N de un algebra de Lie L es un ideal
si (N,L) C N. Un ideal es automaticamente una subalgebra. Nétese que en algebras de Lie no hay que
distinguir entre ideal por la derecha y por la izquierda. El ideal es central si (N,L) = 0.

Definicion. (Homomorfismo de algebras de Lie.) Sean L'y M dos 4lgebras de Lie. Una aplicacién lineal
f de L en M es un homomorfismo de élgebras de Lie si VA,B € L, f((A,B)) = (f(A),f(B)). El conjunto
Ker f = f~1(0) se denomina nicleo de f. El conjunto f(L) se denomina imagen de f. EI homomorfismo el
fiel si f es inyectiva. Si f(L) =M se dice que M es homomorfo a L.

Definicion. (Isomorfismo de algebras de Lie.) Sean L y M dos élgebras de Lie. Una aplicacién lineal
f de L en M es un isomorfismo de algebras de Lie si es un homomorfismo y es biyectivo. Las algebras de
Lie son entonces isomorfas.

Definicién. (Algebra cociente.) Sea L un algebra de Lie y N un ideal de L. El lgebra de Lie cociente L/N
es el espacio vectorial cociente, {[A] =A+N,A € L}, tomando como producto de Lie ([A],[B]) = [(A,B)].

Es inmediato que la definicién es correcta ya que si nj,ny € N

(A+n1,B+ny) = (A,B)+ (n1,B)+ (A,n2) + (n1,n2) = (A,B) +n3, nzeN, (7.6)

usando que N es un ideal. Por construccién la proyecciéon canénica mw:L — L/N es un homomorfismo
sobreyectivo.

Teorema. Sea f: L — M un homomorfismo de 4lgebras de Lie y N su nicleo. Entonces:
(1) N es un ideal de L.
(2) La imagen de f es una subalgebra de M.
(3) L/N = f(L).
En efecto,
(1) f(NV,L)) = (f(N), £(L)) = (0,£(L)) = 0, luego (N,L) SNy N es un ideal.
(2) (f(L),f(L)) = f((L,L)) C f(L).

(3) El isomorfismo es el natural: f*([A]) := f(A). La definicién es correcta: sin € N, f(A+n) = f(A)+
f(n) = f(A). Es homomorfismo: f*(([A], [B])) = f*([(4,B)]) = f((A,B)) = (f(A), f(B)) = (f*([A]), /" ([B]))-
Es inyectivo: si [A] y [B] son clases distintas, A—B ¢ N, f*([A]) — f*([B]) = f*([A] — [B]) = f(A—B) #

0. Es sobreyectivo por construccion.
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Definicion. (Constantes de estructura.) Sea {A;}"_, una base de un algebra de Lie L de dimensién n.
Por tanto
(A Aj) =c;;*Ar, i jk=1,...n, (1.7)
Kk
17 ]
elegida y bajo un cambio de base A}, =5’ ,A; se transforman como un tensor covariante en los dos primeros
indices y contravariante en el dltimo:

donde los nGmeros c;;* se denominan constantes de estructura de L. Obviamente dependen de la base

C/i/j// = Sii/Sjj/(S_])k;(Cijk (78)

Las constantes de estructura caracterizan el dlgebra ya que permiten calcular el producto de Lie de dos
elementos cualesquiera:
X =x'A;, Y =Yy'A;, (X,)Y)= x’yfc,-jkAk. (7.9)

Teorema. Si f es un homomorfismo de algebras de Lie de L en M y cl-jk son las constantes de
estructura en la base {A;}"_, de L entonces

(F(40), £ (B))) = ¢ F(A¥). (7.10)
Teorema. Dos algebras de Lie (sobre el mismo cuerpo) son isomorfas si y sélo si admiten sendas bases

con las mismas constantes de estructura asociadas.

En efecto, si f es un isomorfismo de L en M y {A;} | es una base de L, entonces f(A;) es una base
de M con las mismas constantes de estructura. Si las constantes de estructura coinciden en sendas bases
A; y Bj, f definido por f(A;) = B; es un isomorfismo de algebras de Lie:

FX,Y)) = f((KALYA)) = Xy cif F(AL) = X'y e By (7.11)
= (x'Bi,y'Bj) = (f(X), f(Y)).

¢

De las propiedades del producto de Lie se sigue que las constantes de estructura de un algebra de Lie
satisfacen:

(1) cijk = —cjl.k. (Antisimetria.)
(2) cijecékm%—c,-kﬂcﬁm+ck/c£j’” =0. (Identidad de Jacobi.)

Y viceversa, si estas dos condiciones se cumplen y {A;}" | es una base de un espacio vectorial L,
(Ai,Aj) = CijkAk define un producto de Lie en L.

Ejemplo. Sea L un espacio de dimensién 3 y {X;,X>,X3} una base. Las férmulas

(X1,X2) =X1, (X3,X1)=0, (X2,X3)=X2+X3, (7.12)

26



no definen un algebra de Lie sobre L. En efecto, ya que ((X1,X2),X3) = (X1,X3) =0y ((X3,X1),X2) =0
pero ((X2,X3),X1) = (X2 +X3,X;) = —X; y no se cumple la identidad de Jacobi a menos que X; =0 en
contra de ser {X1,X»,X3} linealmente independientes.

Definicién. (Algebra de Lie lineal.) Un &lgebra de Lie es un algebra de Lie lineal sobre un espacio
vectorial V cuando el espacio vectorial L esta formado por operadores lineales en V y el producto de Lie es
el conmutador. En particular, el dlgebra es matricial si el espacio V es de dimensién finita. En general se
exige que V sea un espacio de Hilbert.

Nota. No debe confundirse la dimensién del dlgebra lineal L con la dimensién de los operadores que la
forman (a saber, la dimensién de V).

Ejemplo. El conjunto de matrices n x n complejas, forma un algebra de Lie matricial denominada
gl(n,C). (No debe confundirse el conjunto gl(n,C) con GL(n,C) que sélo tiene matrices no singulares.) El
algebra gl(n,C) tiene dimensién n> como algebra compleja y 21> como &lgebra real. Obviamente todas las
algebras de Lie de matrices n X n son subalgebras de esta.

Ejemplo. (Constantes de estructura de gl(n,R).) Una base de gl(n,IR) esta formada por las matrices
X,?, a,b=1,...,n, con elementos de matriz (X,”)"; = 887, es decir, 1 en el elemento de matriz (ij) = (ab)
y O en el resto. Toda matriz A con elementos de matriz aij puede escribirse como A = ainL- /. Para obtener

las constantes de estructura, evaluamos el conmutador de dos elementos de la base:

(X" X)) 5 = (X)X — (X (XY

. . . . . . (7.13)
= 5;5,5’5!.‘6]‘»1 — 5;5,?555]1-’ = 65’5;5]‘-1 - 5;15;6;-’ = Sf(Xad)’j — Sf(XCb)lj.
De donde, '
(X2, X = 87X, — 89X.P = c,P X, ! (7.14)
y las constantes de estructura son
ca’ 1 =808.5( —515:8). & (7.15)

Ejemplo. El dlgebra matricial su(2) es el conjunto de matrices complejas 2 x 2 antihermiticas y de traza
0 considerado como espacio vectorial real. En efecto, ya que si a, b son dos matrices n X n cualesquiera,
la,b]" = —[a®,b"] y tr([a,b]) = 0. Una base es la formada por —i3G ya que cualquier elemento de su(2)
se puede escribir en forma (nica como x = —i%&)?, con ¥ € R3. Por tanto la dimensién de su(2) es 3.
Nétese que su(2) es un algebra real aunque las matrices que la forman sean complejas. Las constantes de
estructura en esta base son cijk = &;jx (usando [0, 0] = 2ig;jx0k), y por tanto es isomorfa al algebra sobre
R3 con el producto vectorial como producto de Lie. ¢

Ejemplo. El espacio vectorial L subtendido por 6] y 62 no define un algebra matricial ya que no es
cerrado bajo la operaciéon de conmutacién.

Teorema. (de Ado.) Toda algebra de Lie (real o compleja) es isomorfa a un algebra matricial (y por
tanto es una subdlgebra de gl(n,C) o gl(n,R) para algin n).
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Definicion. (Representacién.) Una representacién f de un algebra de Lie L en un espacio vectorial
V es un homomorfismo de algebras de Lie de L en un algebra de operadores en V. La dimensién de la
representacion es la dimensién de V. La representacion es fiel si es inyectiva. La representacion es trivial
si cada elemento del algebra L estd representado por el operador 0. La representacidén es unitaria si los
operadores son antihermiticos.

Notese que si la representacion es fiel su nlcleo es trivial y por tanto L es isomorfa a la imagen.

Definicion. (Representacién adjunta.) Sea L un algebra de Lie. Se denomina representacién adjunta
(o 4lgebra adjunta) la que hace corresponder a cada X € L el operador lineal Dy definido sobre L mediante
Dx(Y) = (X,Y). Que es una representacion, [Dy,Dy] = D(x y), se deduce de la identidad de Jacobi:

VX,Y,Z€L [Dx,Dy|(Z)= (DxDy —DyDx)(Z)

= (X,(¥,2)) - (¥,(X,2)) = ((X,Y),Z) = Dix y)(2) (7.16)

Dado que D : L — End(L) es una representacién, la imagen L, = D(L) es un algebra lineal, denominada
algebra adjunta. En general no es isomorfa a L, o equivalentemente, D no es fiel.

Sea {X;}! | una base de L y sea D; = Dx,. Si X = x'X; es un elemento cualquiera de L, Dx = x'D;,
(aunque los D; sélo son linealmente independientes si la representacién adjunta es fiel). La matriz de D; en
la base X; es (D;)¥; = ¢;;*. En efecto,

Di(X;) = (D))" Xk = (X1, X)) = cif* Xk (7.17)

Como D es una representacion, se deduce que [D;,D;] = c,-jka (esta identidad equivale a c,-jéc&’"+cjkéc&-’"+
ck,'fc/;jm =0). Es decir, las constantes de estructura forman una representacién del dlgebra L; la represen-
tacion adjunta. Cuando la representacion adjunta es fiel proporciona el dlgebra matricial isomorfa a que se
refiere el teorema de Ado.

8 Ley de composicion

Sea G un grupo de Lie de dimensién n y sea U un entorno abierto de la identidad homeomorfo a un
entorno abierto de R” por el homeomorfismo ¢. Se dice que ¢ (y por extensién U) es una carta local de
G (en la identidad). A cada g € U le corresponde un x = (x!,...,x") € R" tal que x = ¢(g). El conjunto
de aplicaciones continuas ¢’ definidas por ¢/(g) =x', i=1,...,n, se denomina un sistema de coordenadas
de G en un entorno de la identidad y los x’ son la coordenadas de g en ese sistema de coordenadas. Los
sistemas de coordenadas siempre se eligen de modo que ¢(e) =0.

Definicién. (Ley de composicién.) Sea W un entorno abierto de e contenido en U tal que W2 C U, es
decir, si g1y g2 sonde W, g3 = g1g> seade U. Sean x, y y z las coordenadas de g1, g» y g3 respectivamente.
Se denomina ley de composicién a la funcién f: ¢(W) x ¢(W) — ¢(U) tal que z= f(x,y).
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Nota 1. La ley de composicién, a diferencia de la ley de multiplicacion del grupo, sélo se refiere a un
entorno de la identidad. Ademas su forma concreta depende del sistema de coordenadas.

Nota 2. En general convendré considerar entornos abiertos W de e contenidos en U tales que W" (n
entero) esté contenido en U. Como W siempre existe (para n dado) eligiéndolo suficientemente pequefio,
a partir de ahora no distinguimos entre U y W y procederemos como si U" C U.

Anélogamente existe un funcién h tal que si g tiene coordenadas x su inverso tiene coordenadas h(x).
De las definiciones de f y h se sigue

Va2 €9U),  flxf(n2) =f(F(xy),2), (asociativa) (8.1)
f(0,x) = f(x,0) =x, (neutro) (8.2)
f(x,h(x)) = f(h(x),x) =0, (inverso) (8.3)

como consecuencia inmediata de la propiedad asociativa, de que 0 son las coordenadas del neutro, y h(x)
las coordenadas del inverso. La dltima igualdad proporciona h(x) conocida la ley de composicién f.

Definicion. (Grupo local de Lie.) Se denomina grupo local de Lie a todo entorno abierto V de 0 en
R”" con una ley de composicién que cumpla las férmulas anteriores. V es el dominio del grupo local. El
producto sélo est4 definido en un abierto W de 0 contenido en V de modo que W? C V, por tanto, en
general, un grupo local de Lie no es un grupo en sentido abstracto. Dos grupos locales de Lie son isomorfos
si estan relacionados por un homeomorfismo de R”" (es decir, un cambio de coordenadas continuo) en la
interseccién de sus dominios. <>

Es inmediato que todo grupo de Lie define un grupo local de Lie. También se puede probar la afirmaciéon
reciproca: todo grupo local de Lie estd asociado a un grupo de Lie (global).

Teorema. Dos grupos de Lie son localmente isomorfos si y sélo si admiten la misma ley de composicidn
o equivalentemente si sus grupos locales son isomorfos. En particular un grupo y su grupo recubridor
universal admiten la misma ley de composicién.

En efecto, si son localmente isomorfos es posible elegir sendos sistemas de coordenadas en cada grupo
de modo que los elementos relacionados por el isomorfismo local tengan las mismas coordenadas y por
tanto la misma ley de composicién. Y viceversa, si tienen la misma ley de composiciéon deben tener la
misma ley de multiplicacién en sendos entornos de la identidad.

Teorema. Todo grupo de Lie G admite un sistema de coordenadas, denominadas coordenadas anali-
ticas, tal que las leyes de composicién y del inverso son funciones analiticas de sus variables. Todo grupo
de Lie es una variedad analitica.

Nétese que dicho sistema de coordenadas no es (inico. A partir de ahora supondremos que usamos un
sistema de coordenadas analiticas.

La condicion de analiticidad significa que las leyes de composicion y del inverso son desarrollables en
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serie en torno a 0 y con radio de convergencia no nulo que contiene a ¢(U):

: - 11 I fi(x,y) o
i _ ’ i, kg1, e
fley) =X Z )3 0 [axil...axikayjl...ayﬂ Ty
k,ZZO(l],.... )(J17 7]() X7y:0 84
1 [ oFKi(x) o 9
Z Z ok
k‘ dxi1 - ax’k
..... =0
Los indices iy,...,ik, ji,...,je van de 1 a n.
La condicién de que f sea tal que x =0 represente al neutro implica:
fxy) =x'+y +ap'xy +b -k/xjxkyé +du Xy + 0(EY), 55)

hi(x):—xi—i-ajkixjxk—i—(bjk[ —dy a],akg Nxlxkx + O(EY,

donde O(&™) representa términos con n o mas x' 0 y' o equivalentemente, términos de orden n en & si se
reescalan todas las coordenadas de acuerdo con x' — £x'. Como se verd después, las demés condiciones
también restringen mucho la forma de f.

Ejemplo. Para el grupo GL(n,C), los elementos de matriz pueden escribirse como A;; = §;j+x;; y usar
x;j como coordenadas en un entorno de la identidad. La ley de composicion es fij(x,y) = xij + yij + XiVx;-

Ejemplo. Para el grupo R”, él mismo define un sistema analitico de coordenadas, con ley de compo-
sicion f(x,y) =x+yy h(x) = —x.

Ejemplo. El grupo U(1) admite un sistema de coordenadas analiticas con w = exp(ix), — & < x < T,
es decir U =U(1) — {—E}. La ley de composicién es f(x,y) =x+y y h(x) = —x. Es decir, tiene la misma
ley de composicion que (R,+). Nétese que la ley de composicién tiene radio de convergencia infinito, sin
embargo en el caso de U(1) sélo vale localmente (en un entorno del neutro) ya que la carta sélo estd
definida (univocamente) para |x| < 7; fuera de este rango habria coordenadas distintas correspondiendo al
mismo elemento de U(1).

Ejemplo. (Ley de composicién de SU(2).) Los elementos del grupo SU(2) son de la forma A = xoE — iXG
conxg €R, ¥eR3y x%+5c’2 = 1. Un sistema de coordenadas analiticas es el definido tomando la proyeccién
del hemisferio norte sobre el plano ecuatorial, es decir, U caracterizado por |[X|| <1y xp >0y A —X. En
U la variable x( estd univocamente determinada: xo(X) = +v/'1 —X2. Para obtener explicitamente la ley de
composicién, consideremos dos elementos con coordenadas d y b

(aoE — id@G ) (boE — ib) = agboE — i(aph + by@)6 — (ad) (b3) 56
= (agbo — @b)E — i(agh + bod@)G — id x b '

en donde se ha usado
(Ei X b)l = Sl‘jkajbk, 0i0j = 0jj + iEijka (8.7)
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De aqui se lee la ley de composicién de SU(2) en este sistema de coordenadas:

-

£(@,b) = apb+bod+dxb,  h(d@)=—d. (8.8)

Noétese que ag y b son funciones analiticas de d y b respectivamente con radio de convergencia 1. De la ley
de composicion se ve que el grupo SU(2) no es abeliano. Nétese que como SO(3) es localmente isomorfo
a SU(2) admite la misma ley de composicién. <

9 Algebra de Lie de un grupo de Lie

Sea G un grupo de Lie n-dimensional y sea x’(g) un sistema de coordenadas analiticas en un entorno
de la identidad con ley de composicién f. Recordemos que
F1oey) =2y oy b Y d WYY+ 0(EY). ©.1)
donde, en particular, .
ayi= 27
ik 8x18yk x=y=0

9.2)

Definicion. (Constantes de estructura de un grupo de Lie.) A partir del desarrollo en serie de la ley
de composicién es inmediato que

eyl = (o ly ) = ey +0(8) 93)

donde

k k k

se denominan constantes de estructura del grupo G asociadas a las coordenadas x'. <

Notando que las constantes de estructura proporcionan el término dominante de [x,y] es inmediato que
bajo un cambio de coordenadas, x' — x'(x), las constantes de estructura se transforman de acuerdo con

. . /
. v ox ax/ ax* P

Cry = WWW Ocij (95)

i
Por tanto los niimeros cijk forman las componentes de un tensor. El tensor abstracto es independiente de
las coordenadas elegidas, sélo depende del grupo G. Nétese que los nimeros al-jk no definen un tensor. Por
ejemplo, si el grupo es abeliano, es inmediato que las constantes de estructura se anulan, en cambio los
nimeros al.jk pueden anularse en un sistema de coordenadas y no hacerlo en otro.

Otras propiedades de las constantes de estructura que se deducen de su definicién son:
a) Las constantes de estructura son reales.

k_ k
b) ¢;;" =—c;".
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{,. m {,. m l, m__
c) cijley"+eley " oy, =0.

La dltima identidad es consecuencia de la asociatividad de la ley de composicién. Para probarla basta
calcular (xy)z y x(yz) usando el desarrollo en serie de la ley de composicién hasta O(£*) e igualar términos
de tercer orden.

Se concluye que las constantes de estructura corresponden a las de un algebra de Lie real n-dimensional
abstracta. Esta algebra es intrinseca a G ya que cambios de coordenadas corresponden a cambios de base
en el lgebra.

Es interesante dar también una realizacién natural del dlgebra de Lie anterior y hacer una construccién
intrinseca a G, es decir, sin usar unas coordenadas concretas.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n'y p un punto de M. Sea x/, i=1,...,n un sistema de
coordenadas diferenciables de M en un entorno de p asociado al homeomorfismo @, es decir, las coordenadas
de un punto cualquiera g en ese entorno son x' = ¢’(g). Sin pérdida de generalidad se puede tomar ¢ (p) = 0.
Por definicidn, una funcién real g definida sobre un entorno de p es diferenciable si lo es cuando se expresa
en algidn sistema de coordenadas diferenciable, es decir, si g¢(x) = g(¢ ' (x)) es una funcién diferenciable
en R" un entorno de 0. Frecuentemente se usa la misma notacién para ambas funciones g y g4. Denotamos
por C*(M, p) el algebra de funciones reales diferenciables definidas en un entorno de p.

Definicién. (Derivaciones.) Una derivacién en p es una aplicacién lineal D del conjunto C*(M, p) en
R que satisfaga la regla de Leibniz, es decir

Vfi,f2€C?(M,p), D(fif2)=D(fi)fa(p)+ fi(p)D(f2). (9.6)

Las derivaciones en p también se denominan vectores tangentes a M en p. $

Definicion. (Espacio tangente.) El espacio vectorial real formado por todas las derivaciones en p se
denomina espacio tangente a M en p y se denota por T,M.

Teorema. Sea x' un sistema de coordenadas diferenciable y sea X; la derivacién definida por <%)0'

El conjunto {X;}? | forma una base de T,M.

En efecto, es evidente que los operadores a'X;, con a € R" son derivaciones. Los X; son linealmente
independientes: si a’X; =0, 0 = a'X;(x/) = a’/. Para ver que toda derivacién D se puede escribir como
D = a'X; notemos primero que D(c) = 0 para toda funcién constante c. Esto se deduce de la regla de Leibniz:
D(1)=D(1%2) =D(1)1+1D(1) =2D(1) = 0. Finalmente, toda funcién diferenciable g puede escribirse como
g(x) = g(0)+Y,x'g;(x) donde g; son diferenciables. Es inmediato que D(g) coincide con a'X;(g) si a’ = D(x').

¢

Por tanto las derivaciones o vectores tangentes son derivadas direccionales. Es inmediato que un cambio
de coordenadas en M corresponde a un cambio de base en el espacio tangente:

. . oxt
Xl/l = Sl i/Xl', Sl i — < al > . (97)
0

' ox'"
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Sea u(t) una curva en M que pase por p. Sin pérdida de generalidad nos podemos restringir al caso
u(0) = p. Nétese sin embargo que distintas reparametrizaciones de ¢ definen distintas curvas (aunque con
la misma trayectoria y orientacién). La curva es diferenciable, por definicién, si lo son sus coordenadas x'(¢)
como funciones de 7.

Definicion. (Vector tangente a un curva.) Dada una curva diferenciable u(r) se le puede asociar un
vector tangente en p en forma natural mediante D, = (%)0' Mas explicitamente para cualquier funcién
diferenciable g en un entorno de p

d
D,(g) = g(:t(t)) o (9.8)
Dado que _
_dg(x)|  dx'(r)
Du(g) - axi x(t) dt 07 (99)

dxi (1)
dt

El mismo resultado se obtiene en forma mas simple aplicando D, a las funciones diferenciables x'.

se deduce que las componentes del vector tangente D, en el sistema de coordenadas x' son (D,)' = .
=0

Es inmediato que todo vector tangente lo es a alguna curva (no Gnica): La curva x'(¢) = a't tiene vector

tangente con componentes a'.

Teorema. Sea G un grupo de Lie y sean u(t), v(¢) dos curvas diferenciables en G que pasen por e con
vectores tangentes D, y D,. Sea w(s) la curva definida mediante w(t?) = u(t)v(t)u(t) = v=1(t) = [u(t),v(2)].
Denotamos esta curva por [u,v]. Esta curva es diferenciable y su vector tangente sélo depende de D, y D,.
La operacién definida por (Dy,D,) = D,, es un producto de Lie en el espacio tangente.

En efecto, sean u'(t), vi(¢) las coordenadas de u(¢) y v(¢) y sean a', b’ sus vectores tangentes, entonces
u'(t) = ta'(t) con a'(0) = a' y andlogamente para v(r). Usando (xyx™'y™ ") = ¢;/x/y* + O(&?), se deduce
w (t?) = (u(t)v(O)u(r) v 1(r) = cjkiuj(t)v(t)k +0(£) = t2cjkiajbk +0(%) (9.10)
y el vector tangente D, tiene componentes ¢’ = ¢;'a/b*. Como se ha visto antes ¢ = (a,b) define un
producto de Lie.

Definicién. (Algebra de Lie de un grupo de Lie.) El algebra de Lie Lg de un grupo de Lie G es el
algebra de Lie definida en el espacio tangente T.G mediante (Dy,D,) = Dy ;.

En particular en la base X; se tiene (X;,X;) = C,'ijk ya que X; tiene componentes a™ = §/" y por tanto

(Xi,X;)k es cm,’,‘5,m5;’ = cl-jk. Si G es discreto su algebra es 0. Si G es abeliano su algebra es abeliana.

Ejemplo. (Algebra de Lie de GL(n,R).) Usando la ley de composicién de GL(n,R), fi;(x,y) = x;; +
Yij +XixYkj, se obtiene inmediatamente sus constantes de estructura:

= 8aOuOicSid — 8icOraSadip = 8ev0iadja — 8aaSicip (9.11)

que son las correspondientes a gl(n,R).
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Ejemplo. (Algebra de Lie de SU(2).) Usando la ley de composicién de SU(2), f(X,¥) = xo7 +yoX +X X 7,
hasta segundo orden se tiene al-jk =E&jry cl-jk = 2¢;x en estas coordenadas. Por tanto el algebra de Lie del
grupo SU(2) es su(2).

Teorema. Sea G un grupo de Lie y Lg su algebra de Lie. Sea H un subgrupo de G y N el subespacio
tangente a H (es decir, los vectores tangentes en e a curvas contenidas en H). Entonces:

1) N es una subélgebra de Lg que es el algebra de Lie de H.
2) Si H es un subgrupo invariante N es un ideal de Lg.

3) Si H es central, N es un ideal central de Lg.

En efecto,

1) Siu, v son curvas en H, [u,v] también por ser H subgrupo. Por tanto (Dy,D,) = Dj,,| se satisface
dentro de N.

2) Si H es invariante, u es una curva en G y v un curva en H, la curva [u,v] estd en H, por tanto
(N,Lg) CN.

3) Si H es central, u es una curva en Gy v un curva en H, [u,v] es la curva constante en e y su vector
tangente es cero, luego (N,Lg) =0y N es central.

Definicion. (Subgrupo uniparamétrico.) Sea G un grupo de Lie. Un subgrupo uniparamétrico H es un
homomorfismo de R en G. Los elementos de H son de la forma u(t) con u(0) =e y u(t))u(tz) = u(t; +12).
H define una curva analitica en G. Analogamente se puede definir un subgrupo uniparamétrico local.

Es inmediato que todo grupo uniparamétrico local tiene asociado un vector tangente. También es cierto
el reciproco: cada vector tangente define precisamente un grupo uniparamétrico (global). Esto se prueba
escribiendo la ley de composicién del grupo uniparamétrico en forma diferencial y mostrando que la solucién
existe y es Unica.

Definicién. (Coordenadas canénicas.) Sea x' un sistema de coordenadas y representemos por g(x)
el elemento con coordenadas x (es decir, g es la funcién inversa de ¢). Se dice que las coordenadas son
candnicas si para todo x la curva u(t) = g(tx) = g(tx',...,tx") es un grupo uniparamétrico.

En un sistema de coordenadas candnicas se tiene
g(hix)g(nx) =g((h+n)x), g0)=e, gx) ' =g(—x). (9.12)

Ejemplo. En el grupo SO(3), cada rotacién puede parametrizarse en funcién de un eje de rotacién
caracterizado por un vector unitario 7, y angulo de rotacién y. El efecto de dos rotaciones sucesivas sobre
el mismo eje con angulos ¥; y W, es una rotacién sobre el mismo eje de dngulo suma y; + y,. Por tanto
el conjunto de tres coordenadas X = yii es un sistema de coordenadas canédnicas en SO(3). <
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Teorema. Dada una base cualquiera {X;}! , del espacio tangente, existe precisamente un sistema de
coordenadas candnicas tal que X; = d/dx'|o.

Se deduce que hay una biyeccion entre bases y coordenadas canédnicas. lgualmente se deduce que dado
un sistema cualquiera de coordenadas, hay otro sistema de coordenadas candnicas, lnico, con los mismos
vectores tangentes y por tanto idéntico al anterior hasta infinitésimos de primer orden.

Ejemplo. El grupo O(1,1) es el grupo de Lorentz en 1+ 1 dimensiones. Es un grupo de Lie de dimensién

1. La componente de la identidad SOT(I,I) estd formada por matrices <}/}; 7;) donde —1 <v<lesla

velocidad y y= (1 —vz)*l/z. La velocidad define una coordenada analitica global para este grupo. La ley
de composicién de velocidades es vi» = (vi +v2)/(1 +viv;). La coordenada candnica que coincide con v
infinitesimalmente es & = atanh(v). La ley de composicién en estas coordenadas se escribe & = &+ &.

¢

Hemos visto que todo grupo local de Lie define un algebra de Lie. También se cumple el reciproco:

Teorema. (de Lie.) Toda algebra de Lie real abstracta es el 4lgebra de Lie de un grupo local de Lie.
Dos grupos locales de Lie con algebras de Lie isomorfas son isomorfos.

En efecto, puede probarse que las propiedades a),b) y c) de las constantes de estructura, que son
necesarias para que f sea la ley de composicidon de un grupo, son también suficientes: dadas unas constantes
de estructura que satisfagan dichas condiciones de consistencia es posible construir una y tnica funcién f
que sea la ley de composicién de un grupo local de Lie en coordenadas canénicas (teoremas de Lie). &

En resumen, se deduce que hay una relacién biunivoca entre:

1) Las clases de equivalencia de algebras de Lie reales isomorfas.

2) Las clases de equivalencia de leyes de composicién relacionadas por un cambio de coordenadas.

4

)

3) Las clases de equivalencia de grupos locales de Lie isomorfos.
) Las clases de equivalencia de grupos de Lie localmente isomorfos.
)

5) Las clases de equivalencia de grupos de Lie conexos y simplemente conexos isomorfos.

Una consecuencia inmediata es el siguiente teorema

Teorema. Todo grupo de Lie conexo de dimensién 1 es abeliano. Todo grupo de Lie n-dimensional
abeliano y conexo es homomorfo a R”.

En efecto, s6lo hay un 4lgebra de Lie abstracta de dimensién 1, a saber, el algebra abeliana. Esta es
el dlgebra de Lie de (R,+) que es el recubridor universal de la familia. Todo grupo de Lie conexo con la
misma 4lgebra es un grupo cociente de (R,+) y es abeliano. Si G es abeliano su algebra es abeliana y por
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tanto es localmente isomorfo a R” que es el recubridor universal de la familia, luego si G es conexo es un
grupo cociente de R". <

Ejemplo. SO(2) es un grupo de Lie de dimensién 1 conexo y es abeliano. O(2) también es de dimensién
1 pero no es conexo y no es abeliano.

Otro teorema importante de reconstruccién del grupo a partir del algebra es el siguiente:

Teorema. Sea G un grupo de Lie y Lg su algebra de Lie. Toda subalgebra de Lg es el algebra de Lie
de precisamente un subgrupo conexo de G.

Noétese que el teorema se refiere a subalgebras concretas de un grupo concreto G, no médulo isomor-
fismos.

10 Funciones de matrices cuadradas

Definicion. (Norma de A.) Sea A una matriz compleja n x n. Definimos su norma como

A
||A||:max{w, xeC",x;éo}. (10.1)
x
(Il || en C" se refiere a || ||2.) Siempre hay un vector que satura la cota (a saber, el autovector con el

méximo autovalor de ATA, que es ||A||?). Esta norma cumple las propiedades basicas:
1) |la+B[| < ||Al[+]IB]],

2) |IzAll = [zl [|All
3) ||A]|=0siy sélosi A=0.
Ademas ||AB|| < [|A]|[|BI], ya que [|A(Bx)[| < [|A[||[Bx]| < [IA][[|BI|[|x[|. <

Definicion. (Funcién de una matriz.) Sea A una matriz y f(z) una funcién compleja analitica en O y
sean ¢, k=0,1,... los coeficientes de su desarrollo en serie de Taylor. Se define la matriz f(A) como

f(A) = i cr A (10.2)
k=0

siempre que la serie converja absolutamente (en el sentido de la norma dada mas arriba).

Teorema. Una condicién suficiente para la existencia de f(A) es ||A|| < R, siendo R el radio de
convergencia de f(z).

En efecto, usando ||A¥|| < ||A]*,

Y llad ] < Y led [|A]F (10.3)
k=0 k=0

36



y esta serie converge si [|A||<R. ¢

Como se vera después, la condicidn necesaria para la convergencia es que todas las raices de la ecuacién
caracteristica de A estén dentro de un radio R del origen. Se deduce que si f(z) es un funcién entera f(A)
existe para toda matriz A. En particular la matriz exp(A) esta bien definida.

Teorema. Si S es una matriz no singular
f(SAS™H =85f(A)S! (10.4)

siempre que ambas series converjan absolutamente.

En efecto, ya que (SAS~!)¥ = SAKS~! para k=0,1,... y las series f(SAS™') y Sf(A)S~! coinciden
término a término. (Nétese que si S no es unitaria ||A|| y ||SAS™!|| pueden ser distintas.) <

La definicién puede extenderse a aplicaciones lineales A : V — V. Sea A la matriz de A en alguna base. La
aplicacién f(A) se define como aquélla que tiene por matriz f(A) cuando exista. La definicién no depende
de la base por el teorema anterior.

Teorema. (Forma de Jordan.) Toda matriz A compleja n X n es semejante a otra matriz A; en forma
estandar de Jordan, a saber A; = @f{v:lek(ak), donde cada bloque es una matriz d x d definida como
Ji(a) =aE;+ Sy, siendo (Eg)ij = 6ij y (Sq)ij = 6i j—1, es decir

al0 0
0O al ... 0

Ji(a@y=|0 0 a ... O], (10.5)
000 ... a

Esta forma es (nica salvo reordenacién de los bloques. <

Es inmediato que los nliimeros a; son raices de la ecuacidn caracteristica y que hay precisamente un
autovector por cada bloque. La matriz es diagonalizable si y sélo si cada bloque es de dimensién 1.

Como cada bloque conmuta con los otros, se deduce que f(A;) = @}, f(J4,(ax)). Escribiendo J;(a) =
aE,+ Sy y notando que (S;)f =0 si k > d, tenemos

d—1
FU@) = flaEs+50) = ¥ O @sh (10.6)
k=0 """

Esta formula se puede tomar como una definicién mas general de f(A) ya que sélo requiere que f(z) tenga
derivadas de orden k < d en cada autovalor a; no hace falta que f(z) sea analitica. En particular si A es
diagonalizable con valores propios a; y vectores propios correspondientes |a), k =1,...,n, la matriz f(A)
queda definida por f(A)|ax) = f(ax)|ax).
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Notese que f(Ay) es una matriz triangular superior pero no esta en forma de Jordan en general. También
es interesante dar una expresion que no dependa de la base:

Teorema. Sea A es una matriz cuadrada, f(z) una funcién analitica en los puntos del espectro de A
y I una suma de contornos cerrados orientados positivamente alrededor de cada punto del espectro de A.
Entonces

27z:z/f —dz (10.7)

Si hay una regién del plano complejo que contenga todo el espectro de A en la que f(z) sea analitica, se
puede tomar I' como un tnico contorno cerrado positivo que encierre al espectro.

En efecto, como la definicién no depende de la base basta calcular la integral para A en forma de Jordan
para cada bloque Jy, (ax). La matriz (z—J4(a))~! se obtiene facilmente por aplicacién de la férmula de
f(Ja(a)) para la funcién f(w) = (z—w)~!, a saber

— Z (108)
Si se utiliza ahora la férmula integral de Cauchy
@=L Y ) (109)
2mi) (z— )k+1 TR '

se reobtiene la formula de f(Jy(a)). ¢

Teorema. (lgualdad de Jacobi.) Para toda matriz cuadrada A,
det(exp(A)) = exp(tr(A)). (10.10)

En efecto, como el determinante y la traza no dependen de la base, basta probarlo para A en la forma
de Jordan. Si los elementos diagonales de A son A;, j=1,...,n, exp(A) serd un matriz triangular superior
con elementos diagonales exp(A;), entonces,

n
det(exp(A Hexp =exp Z =exp(tr(A)). & (10.11)

Equivalentemente se tiene tr(log(B)) = log(det(B)) eligiendo adecuadamente la hoja de Riemann de
log(z). Del teorema se deduce que exp(A) es siempre una matriz no singular. Ademas si A tiene traza 0,
exp(A) es una matriz unimodular (con determinante 1).

Teorema. Si A y B conmutan, exp(A)exp(B) = exp(A + B).

En efecto, la igualdad vale cuando A y B son nimeros complejos, por tanto las dos series exp(A + B)
y exp(A)exp(B) deben coincidir término a término cuando se desarrollan y se reordenan poniendo A a la
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izquierda y B a la derecha (por ejemplo). Las mismas manipulaciones se pueden hacer en el caso de matrices
cuando éstas conmutan. <

En particular exp(A)exp(—A) = E.
Teorema. Sea A una matriz cuadrada compleja y f una funcién entera:
1) (f(A))" = f(A").
2) (f(A)" = f(A")
3) (f(A)T=r(A")

En efecto, las igualdades son inmediatas término a término usando (A+B)* =A*+B*, (AA)* = A*A",
(AB)* = A*B* para la primera, (A+B)T = AT + BT, (AA)T = AAT, (AB)T = BTAT para la segunda y
(A+B)"=A"+B", (AA)T =A*AT, (AB)" = B'A" para la tercera. f*(z) es la funcién Yi_cizt. ¢

Como consecuencia se tiene que

1) Si A es antisimétrica, exp(A) es ortogonal, ya que

exp(A)T = exp(AT) = exp(—A) = (exp(4))~". (10.12)

2) Si A es antihermitica, exp(A) es unitaria, ya que

exp(A)" = exp(AT) = exp(—A) = (exp(4)) . (10.13)

Definicion. (Operador adjunto.) Sea V el espacio de matrices complejas n x n. Para cada matriz A en
V se define un operador lineal en V, D4, denominado operador adjunto de A, mediante

DA(B) :=[A,B]. (10.14)

La aplicacion A +— D4 es la representacién adjunta del algebra de Lie gl(n,C). Frecuentemente se usa
la notacién AdA para denotar al operador adjunto. No debe confundirse AdA con AT. Nétese que AdA
equivale a una matriz n?> xn?.

Teorema. (Campbell-Hausdorff.) Sean X e Y matrices n X n en un entorno suficientemente pequefio
de 0 (de modo que el logaritmo sea univaluado). Entonces

log(exp(X) exp(Y)) = ¥ + / P (ePxePr)(X) dr (10.15)
0
donde |
F(z2) = gfi(zl). (10.16)
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La férmula también se puede escribir en la forma

log(exp(X)exp(Y)) = X + /OIF(e’DYeDX)(Y)dt.

Esta formula se deduce de la anterior usando la identidad
log(exp(X)exp(Y)) = —log(exp(—Y)exp(—X)).

Lema 1: ¢ABe 4 = ¢P4B.

En efecto, sea B(t) := ¢ Be™ 4

B
4B(t) dgt) = (AB—BA)e " = ¢ (DsB)e ™,
d"B(t
dﬂ(l ) — etA (D”B)e"A,
Z a4 1d"B(0)
tA n [DAB
Z o am LB 0

Lema 2: ¢Xe¥ = ¢Z implica ePxeP7 = Pz,

En efecto, ePZA = e?Ae % = X" Ae Ve X = ePxelPYA. O

Lema 3: Si dY es un infinitésimo de primer orden, X eV = X+dX con

Dx
Es decir, . .
dX:dY+2[X dY]+12[ X, dY]]+ -
o también
dY—ﬂdX—dX—l[XdX} —[X,[X,dX]] +
Dy N 2 31

En efecto, se define dY(¢) tal que
X W) = fXHX) gy (0) =0, dY(1)=dY.

e—zXet(X+dX) _ edY(t) -1 —I—dY(t),
d

dr (Y (1) = (=X + X +dX)eXHX) = o7 X gx !X = ¢7PxgX,

Dx

1_
dY = dY (0) + / dt— (dY (t / die™Pxgx = ——¢

Dx
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Demostracién del teorema de Campbell-Hausdorff: El teorema afirma que eXe¥ = ¢# con
Z=X+ / (e Pre Px)ydr (10.25)
y F(z) =log(z)/(z—1).
En efecto, sea ¢?() := eXe!Y, Z(0) =X, Z(1) = Z.
eZ(tert) _ eZ(t)erZ(t) X z+dt —Xe¥e Ydr _ ()eYdt,
dZ(t) Dz log(e™740) -Dyo\y _ 17 ,~tDy —D
& 1—eDm! T T gD | TFETOY =Flere Y, (10.26)

Z0) =X+ /O UFe ey, O

Lo verificamos hasta orden 3 inclusive. Sea Z = log(eXe?). Usando el desarrollo en serie de la exponencial
se tiene

1 1 1 1
2,X2+ 3’X3+0(§ N(L+Y + 2’Y2+ 3‘Y3+0(§ )

1 1 1 1 1 1
=14+ X+Y + X2+ XY+ Y2+ — X34+ X2V + —XY?2+ —Y3 4+ 0(EY).
FXFY A XTHXY A ST S XA XY 4 XY Y (&%)

=(1+X+
(10.27)

Usando ahora log(1+x) =x— x>+ 1x3+---, y reagrupando términos:

— X+Y+1X2+XY+1Y2+ 1X3+1X2Y+1XY2+ 1Y3
2 2 31 2 2 3!
1 1 1 1
—§(X+Y+§X2+XY+§Y2) —|—§(X+Y) +0(EY

1 1
=X+Y+-XY—--YX (10.28)

2 2
1 1 1 1

1 1
X2y Xy? Y2X YX?— —XYX —-YXY+O
TR T M TR AT 6 6 +0(6%)

XY Y] X X Y] X)) 0,

A comparar con el resultado de la férmula de Campbell-Hausdorff. Notando que
o k ok

1+z=z

k=0

11
—1—§z+§z2+0(z3), (10.29)
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1
Z:Y+/ F(ePxePry(X)dt
0
! 1 1
:Y+/ F(1+th+Dy+§t20§+tDXDy+§D§+0(§3))(X)dz
0

| 1 1
:Y+/ (1—E(th+Dy+§z2D§+tDXDy+§D§)
0

1 2 .
+3(tDx +Dy)* +0(67))(X) dt (10.30)

Y+/1(1 Ioo—1p
- 0 X T Y

1 ,, 1 1 5, 1 3
+ —t“Dy — —tDxDy + —Dy + -tDyDx + O(&”))(X) dt
12" "X 76 X2y 12°Y T3 Ytx (5 ))( )

=¥+ X = 3Dy(X) — 5DaDr(X)+ 3 D}(X) + O(EY)

= XY+ 5D (V) + DY)+ SDVX) HOEY). o

11 Algebras de Lie de grupos de Lie lineales

La relevancia de los grupos de Lie lineales se basa en el siguiente teorema de reconstruccién:

Teorema. Toda algebra de Lie abstracta lo es de un grupo de Lie lineal. Todo grupo de Lie es
localmente isomorfo a un grupo de Lie lineal.

En efecto, por el teorema de Ado, toda algebra de Lie real n-dimensional es isomorfa a un algebra L
formada por matrices d x d para algin d. L es una subalgebra de gl(d,R) que es el dlgebra de Lie de
GL(d,R). Por tanto hay un grupo de Lie lineal G, subgrupo de GL(d,R), que tiene L como &lgebra de Lie.
La segunda afirmacién es una consecuencia inmediata de la primera. <

Se deduce que a efectos locales, los grupos de Lie se pueden tratar como grupos de matrices. Esto es
muy conveniente ya que el producto en el grupo corresponde al producto de matrices y el producto de Lie
en el algebra lineal corresponde al conmutador. Esto permite entender mas facilmente la naturaleza del
espacio tangente, el algebra de Lie del grupo, las coordenadas canédnicas y la reconstruccién del grupo local
a partir del algebra.

Noétese que todo grupo admite una representacion fiel en términos de operadores mediante la represen-
tacién regular: V ={f:G— C} y (T} f)(x) = f(g7'x). Sin embargo, esta representacién es de dimensién
infinita excepto para grupos finitos.

En lo que sigue G representara un grupo de Lie de matrices, x un sistema de coordenadas analiticas y
g(x) el elemento con coordenadas x.
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Teorema. Sea A(t) un subgrupo uniparamétrico de G. h(t) es una funcién matricial analitica de 7.

En efecto, todo subgrupo uniparamétrico de matrices lo es de GL(n,R) luego basta probarlo en este
caso. Usando como coordenadas g;;(x) = &;;+x;; la funcién matricial g(x) es una funcién analitica de x. Es
inmediato que esta propiedad se conserva bajo cambios de coordenadas analiticos luego vale en cualquier
sistema de coordenadas analiticas. Eligiendo x como un sistema de coordenadas canénicas, se deduce que
todo grupo uniparamétrico A(t) = g(tx) define una funcién analitica en z. <

Definicion. (Generadores infinitesimales.) Las matrices X;, i = 1,...,n definidas por
d
x =280 (11.1)
ax’ x=0

se denominan generadores infinitesimales de G en el sistema de coordenadas x. <>

Por el teorema anterior, las derivadas que definen X; existen en un sistema de coordenadas candnicas,
y por tanto en cualquier otro sistema de coordenadas analiticas.

Teorema. Sea x un sistema de coordenadas candnicasy X;, i=1,...,n sus generadores infinitesimales.
Entonces g(x) = exp(X), donde X = x'X;.

En efecto, usando la propiedad caracteristica de las coordenadas candnicas, a saber, g(sx)g(tx) =
g((s+1)x), y derivando respecto s en s = 0 se obtienen las ecuaciones

dg(tx)
dt

=x'X;g(tx), g(0)=1. (11.2)

La ecuacién diferencial es lineal de primer orden y tiene como tnica solucién g(rx) = exp(tX). La proposicién
resulta de tomartr=1.

Como corolario g(x) es una funcién matricial analitica en un sistema de coordenadas canénicas, y por
tanto en cualquier otro sistema de coordenadas analiticas.

Teorema. Sea L el espacio vectorial real subtendido por los generadores infinitesimales del grupo lineal
G. Hay un isomorfismo natural entre L y el espacio tangente T,G.

En efecto, sea x un sistema de coordenadas candnicas.
1) Las matrices X; son linealmente independientes: supongamos que a'X; = 0. Entonces g(ta) = exp(ta'X;) =
1, pero como x es un sistema de coordenadas y ta esta en el dominio de la carta local para ¢ sufi-
cientemente pequefio, debe ser ta=0y a' = 0.

2) Si X,- son los vectores tangentes asociados a cada coordenada X, podemos establecer un isomorfismo
de espacios vectoriales mediante a'X; — a'X;. Este isomorfismo es natural ya que no depende de las
coordenadas elegidas: un cambio de coordenadas x — y en G induce un mismo cambio de base en
ambos espacios, a saber

; ; ox!
Y, =S, = <ayf‘>0' o (11.3)
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Como los X; son linealmente independientes, se deduce que en un entorno de la identidad cada elemento
X = x'X; de L etiqueta un elemento de G, a saber exp(X). Nétese que para todo X € L, exp(X) € G (ya

que exp(X) = (exp(xX))" y se puede tomar N suficientemente grande de modo que +.x' esté dentro de la

carta candnica) pero sélo estd garantizado que la relacién es biunivoca en un entorno de la identidad.

Del teorema se sigue que podemos identificar el espacio formado por los generadores infinitesimales L
con el espacio tangente T,G. Nétese que un mismo conjunto de generadores infinitesimales corresponde a
distintos sistemas de coordenadas de los cuales precisamente uno es canénico. Veamos que el isomorfismo
también ocurre a nivel de algebras de Lie:

Teorema. Sea G un grupo de Lie lineal, Lg su algebra de Lie (sobre T,G) y L el espacio vectorial de
matrices subtendido por generadores infinitesimales de G.

1) L forma un élgebra de Lie lineal.
2) El isomorfismo natural entre L'y Lg es un isomorfismo de élgebras de Lie.

En efecto, sea X; una base de L y sean X = x'X; e Y = y'X;. Tanto exp(X) como exp(Y) son elementos
de G y también lo es exp(Z) = exp(X)exp(Y)exp(—X)exp(—Y), donde Z = z'X;. Por la teoria general de
grupos de Lie se tiene _ o

=Xy +0(8%). (11.4)
Por otro lado calculando Z hasta segundo orden se tiene

e =X e Xe ¥

1 1 1 1
=(1 +X+§X2)(1 +Y+§Y2)(1 —X+§X2)(1 —Y+§Y2)+O(<§3)

—(1+X+Y+ %X2+XY+%Y2)(1 —X-Y+ %X2+XY+ %Y2)+0(§3) (11.5)
= 1+[X,Y]+0(E)
= exp([X,Y]+0(&?)),

de donde
Z=[X,Y]+0(E). (11.6)

Igualando términos de segundo orden se obtiene [x/X,y*X] = ¢ ;/x/y*X; y

X)X =cp'X. O (11.7)

[AQUI VER ALGUNAS ALGEBRAS CLASICAS Y CALCULAR SU DIMENSION] (11.8)

Como se vio, el grupo de Lie local puede reconstruirse médulo isomorfismos a partir de su algebra de
Lie abstracta (es decir, de las constantes de estructura). Esto implica que la ley de composicién en un
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grupo de Lie lineal, ¢ = ¢Xe', debe poder obtenerse exclusivamente a partir de la estructura de algebra
de Lie de L, es decir, sabiendo calcular sélo [X,Y] para cualesquiera dos elementos de L, sin usar la ley de
multiplicacién de matrices XY que en general no es una operacién interna en L.

Teorema. La ley de composicién en G esta determinada por las constantes de estructura de L.

En efecto, sea z(x,y) la ley de composicién en coordenadas canénicas y Z = log(eXe"). La férmula de
Campbell-Hausdorff

1
Z= Y+/ F(ePxePr)(X)dt
0 (11.9)
S XY o L ) LX)+
- 2 ) 12 ) ) 12 ) ) )
implica que Z puede calcularse usando sélo el producto de Lie en L. También demuestra que Z€ L si X e
Y lo sony L es un algebra de Lie.

Como todos los grupos de Lie son localmente isomorfos a grupos de matrices, se puede decir que todo
grupo de Lie a nivel local es la exponencial de su algebra de Lie. Este resultado es notable ya que el algebra
sblo depende de un nimero finito de nimeros, las constantes de estructura, y ademas médulo cambios de
base.

Ejemplo. No hay grupos de Lie con la topologia de S2.

En efecto, como S? es un espacio simplemente conexo, un grupo de Lie definido en esta variedad serfa
el recubridor universal de su clase. Consideremos todas las algebras de Lie de dimensién 2. Sean X e Y
los generadores. El algebra estd caracterizada por ciertos x, y tales que [X,Y] =xX+yY. Six=y=0 el
algebra es abeliana. Supongamos que y # 0 (por ejemplo), entonces X' =y~ !X e Y/ =xy !X +Y forman
una nueva base con [X', Y] =Y’. Por tanto sélo hay dos algebras de Lie de dimensién 2. La abeliana y el
algebra [X1,X3] = X,. En el primer caso el recubridor universal es el grupo (R% +) y no es homeomorfo a

ey - . 00
S?. Veamos el segundo. Una representacién fiel viene dada por la representacién adjunta, X; = (0 1> e

0

—b

X5 = <_01 8) El espacio L esta formado por matrices X = <

0 .
a) El grupo conexo correspondiente

0 0
—bdt gk

1 0 0 0 1 0 1 0
- (s D) 9= 8) o

Las coordenadas a, b son candnicas por construcciéon y las coordenadas x, y son otras con los mismos
vectores tangentes en la identidad. La carta —oo < x,y < 400 es una carta global para el grupo que es
homeomorfo a R%. Luego es simplemente conexo y es el recubridor de su clase. Ninguna de las algebras
tiene por grupo recubridor un grupo con la topologia de S%. ¢

a esta representacién esta formado por las matrices exp(X). Usando X* = ( ) k > 0 resulta:
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Se vio que habia una relacién entre subgrupos de Lie y subalgebras de Lie. Veamos mas relaciones de
este tipo:

Teorema. Un homomorfismo local de grupos de Lie induce un homomorfismo en sus algebras de Lie.
Si el primero es inyectivo o sobreyectivo el segundo también. Un isomorfismo local induce un isomorfismo
de algebras.

En efecto, dado que se trata de una propiedad local, podemos restringirnos a grupos de matrices y
sus algebras lineales. Sean G y G* dos grupos de Lie lineales con algebras de Lie L y L*, y sea oG un
homomorfismo local de G en G*. Dado que la relacién X € L+— exp(X) € G (idem L*, G*) es biunivoca en
un entorno de la identidad, o puede extenderse a las algebras (dentro de los dominios de las cartas) en
forma natural mediante

exp(az (X)) = o (exp(X)). (11.11)

Dado que h(t) = exp(tX) es un subgrupo uniparamétrico, su imagen h*(t) = o (h(t)) también, de donde
h*(t) =exp(tX™) y tX* = oz (tX) y por consistencia cuando ¢ = 1 se deduce

or(tX) =tar(X). (11.12)
Esto permite extender la definicién a todo L. Obviamente si o es inyectivo o sobreyectivo, a; también.
Hay que probar que a; : L — L* es un homomorfismo de algebras de Lie. Partimos de:

X Y

aG(ee") = ag(eX)ag(e") = e X)

e V), (11.13)

Usando la férmula de Campbell-Hausdorff:

og(eXe’) = aG(eX+Y+%[X,Y]+0(§3)) — ML XAY+3 X YIHO(EY)
11.14
£0X) oY) — @ (X) oY)+ 3o (X) 00 (V)] +O(EY) (19
de donde | |
(X +Y+<[X,Y]) = o (X) + o (Y)+ =[or(X), 0. (Y)] + O(E3). (11.15)

2 2
La propiedad oy (1X) =roy(X) permite igualar cada orden por separado. A orden 1 se deduce que oy, es
una aplicacion lineal. A orden 2 se deduce que es un homomorfismo de algebras de Lie lineales. Si o es
un isomorfismo ay también.

Teorema. Sea G un grupo de Lie, H un subgrupo invariante y L, N sus algebras de Lie. Entonces el
algebra de G/H es isomorfa a L/N.

En efecto, de nuevo nos podemos restringir a grupos y algebras matriciales. Consideremos la proyec-
cién m: G — G/H que es un homomorfismo sobreyectivo. Por el teorema anterior hay un homomorfismo
sobreyectivo « de algebras de Lie de L en el algebra del grupo cociente L' = ot(G/H). El niicleo de a est3
formado por las matrices X de L tales que m(exp(X)) =1 es decir exp(X) € H y por tanto X € N. Entonces
L/N~L. &
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Como se ha visto una representaciéon de G da lugar a una representacion de Ls. Por tanto conviene
buscar representaciones del algebra para obtener las del grupo. Un importante teorema desde el punto de
vista practico es el siguiente:

Teorema. Sea G un grupo de Lie conexo. Una representacién de su algebra de Lie induce una
representacién (lineal) del grupo recubridor y una representacién (en general multivaluada) de G.

En efecto, sea T, una representacién del dlgebra de Lie de G. Se define T (exp(X)) = exp(7.(X)). Esta
es una representacion local de G ya que por la férmula de Campbell-Hausdorff
Ta(exp(X))Ta(exp(Y)) = exp(TL(X)) exp(TL(Y)) = exp(TL(Z)) = Tg(exp(Z))
= To(exp(X) exp(Y)).
Automaticamente también es una representacion local del grupo recubridor universal. Por otro lado, todo

homomorfismo local del grupo recubridor se puede extender univocamente a uno global que serd multiva-
luado para G. <

(11.16)

Noétese que si Ty, es fiel, T es localmente fiel pero no necesariamente globalmente fiel.

Ejemplo. La representacién fundamental de so(3) es una representacién fiel de su(2) pero SO(3) es
una representacién localmente fiel de SU(2) que no es globalmente fiel: T(+E)=E.

Teorema. La representacién Ty es irreducible si y sélo si T lo es.

En efecto, si V es un subespacio invariante de X en Tj, también es invariante bajo exp(X) (G conexo).
Y viceversa, si V es invariante bajo todo exp(X) de Tg también lo serd bajo X = %exp(rX)!o. O

Ejemplo. Obtener las representaciones irreducibles complejas de dimensién finita del grupo

Gz{g(u,b)z(eoa ll’> a,beR}. (11.17)

Basta calcular las representaciones irreducibles de dimensién finita de su algebra. Los generadores

infinitesimales son 5
10 01
X, = %g(a,b)‘o— (0 0) X, = (0 0) . (11.18)

El dlgebra de Lie es por tanto [A,B] = B. Sea V el espacio en el que actiian Ay By sea |1) un vector propio
no nulo de A con valor propio 4 (que siempre existe en el caso complejo si dimV no es 0): A|A) = A|A).
Entonces

AB|A) = (BA+B)|A) = (A+1)B|A). (11.19)

Se deduce que |A +1) = B|A) o bien es 0 o bien es un vector propio de A con valor propio A + 1 y por tanto
linealmente independiente de A. Repitiendo el proceso, si la representacién es de dimensién finita ocurrira
finalmente para cierto &« = A +n

Ala) = ala), Bla) =0. (11.20)
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En este caso |&) genera un espacio V; unidimensional invariante bajo A y B. Si la representacién es irreducible
V=Vi,A=ay B=0. Es decir, las nicas representaciones irreducibles complejas de dimensién finita de
este grupo son unidimensionales, ademas Dy (a,b) = ¢** (ya que g(a,0) es un subgrupo uniparamétrico) y
el nimero complejo & caracteriza la representacién. Ninguna de estas representaciones es fiel. Nétese que
X4, Xp forman una representacion fiel (son linealmente independientes) pero reducible.

Definicion. (Representacién adjunta.) Sea G un grupo lineal de Lie y L su 4lgebra de Lie. A todo g€ G
le asociamos una aplicacién D, : L — L definida mediante Dy(X) = gXg~ !, con X € L. Al conjunto de ope-
radores D, se le denomina grupo o representacién adjunta de G y lo denotaremos por G,. Frecuentemente
se denota D, por Adg

Debe comprobarse que Adg es en efecto una representacién de G en GL(L): si X es de L, exp(X) € G
y gexp(X)g ! =exp(gXg~!) € G por tanto Dy(X) también es de L. Ademés es un homomorfismo

Dglgz(X) :gngng_lgl_l :Dnggz(X)- <> (11-21)

Teorema. El algebra de Lie del grupo adjunto G, es L,, la representacién adjunta de L.

En efecto, sean X,Y € L entonces

d d
—Ade™(Y) = —e*Ye X =X Xve X — e XYe XX = [X, e Ye ]
dt dt (11.22)
= AdXAdeX(Y).
Integrando con la condicién de contorno Ade = E, se deduce
Ad exp(X) = exp(AdX). (11.23)

Esto demuestra que los operadores AdX forman el algebra de Lie del grupo adjunto. Esta férmula puede
comprobarse mediante desarrollo en serie:

exp(AdX)(Y) = (l—I—DX—I—lD;Z(—I—---)(Y) :Y—i—[X,Y]—l—%[X,[X,Y}H--“

2
Xy —X 1 2 1 2
Adexp(X)(Y) = e*Ye :(1+X+§X +---)Y(1—X+§X 4oe0) (11.24)
1
:Y+XY—YX+§(X2Y—2XYX+YX2)+---. &

12 Grupos de transformaciones

Una transformacién de un conjunto I" es una aplicacién biyectiva de I" en si mismo. El conjunto de todas
las transformaciones de un conjunto forma un grupo, Perm(I"). Cualquiera de sus subgrupos se denomina
grupo de transformaciones de I'.
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Definicion. (Grupo de transformaciones.) Sea I' un espacio topolégico y G un grupo continuo. Se dice

que G es un grupo continuo de transformaciones (por la izquierda) sobre T si
1) Existe un homomorfismo T de G en Perm(I"), es decir, T, es una transformacién de I'y Ty, Ty, = Ty 0, -
También se usa la notacién T,x = gx, x € I', entonces g;(g2x) = (g182)x asi como la notacién Tyx = x8.

2) La aplicacién 6 : G xI' — T definida por o(g,x) = gx es continua. <

Un grupo de transformaciones define una representacién no lineal T de G sobre I' y viceversa una repre-
sentacién no lineal continua define un grupo de transformaciones. Es inmediato que 7, es un homeomorfismo
de I"en I"ya que es una aplicacién continua y su inverso 7,1 también. El conjunto G* =T(G) ={T;, g € G}
forma un grupo (por ser imagen de un homomorfismo) al que también nos referimos como grupo de trans-
formaciones.

Ejemplo. Si I es precisamente G podemos elegir T = T% de modo que gx es el producto en G. Por
tanto podemos considerar todo grupo continuo como un grupo de transformaciones.

Se dice que G actla transitivamente en I si Vx,y € I gx =y para algin g € G. G actia libremente en
I" si T, no tiene puntos fijos a menos que g sea el neutro, es decir, VxcI'y Vg #e en I', gx #x. G actlia
efectivamente en I' si T es una representacién fiel, es decir, 7, no es la identidad a menos que g sea la
identidad.

Ejemplo. Sea I' el espacio R?. El grupo G = (R, +) es un grupo de transformaciones en R? mediante
T,(a,b) = (a+x,b). La accién es efectiva y libre pero no transitiva. El grupo G = (R?,+) y T definida por
Tixyz)(a,b) = (a+x,b+y). La accién es transitiva pero no es efectiva ni libre.

Es inmediato que cuando G actia transitivamente sobre un espacio I', éste debe ser un espacio topo-
l6gico homogéneo dado que T, es un homeomorfismo.

Es a menudo conveniente caracterizar un grupo por su accién sobre un espacio, para ello es necesario
que actle efectivamente ya que en este caso G y G* son isomorfos, la representacién no lineal es fiel y
determina univocamente la ley de multiplicacién del grupo.

Ejemplo. (Grupo de Galileo.) El grupo de Galileo en n+ 1 dimensiones espacio-temporales est4 formado
por transformaciones g(R,v,a,b) sobre R""!, donde R € O(n) (rotacién impropia), v € R" (velocidad del
boost), a € R”" (traslacién espacial) y b € R (traslacién temporal), tales que para un punto del espacio-
tiempo (x,7) € R"H!

x2=Rx+vt+a, tE=t+b. (12.1)

Estas transformaciones forman grupo ya que su inverso existe y es del mismo tipo y lo mismo para la
composicion gigr = g12:

((x,2)%2)8" = (Rox 4ot +ap,t +b2)*' = (R (Rox +vat +ao) +vi(t +b2) +ai,t +by +by), (12.2)
de donde
Rio=RiRy, vip=vi+Riv2, ap=a+Rax+viby, bpn=b1+bs. (12.3)
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Alternativamente, se puede considerar el grupo de Galileo como un grupo abstracto formado por elementos
(R,v,a,b) con la ley de multiplicacién anterior y las transformaciones como una accién efectiva sobre R"*!:
si g(R,v,a,b)(x,t) = (x,t) para todo (x,7) necesariamente R =E, v=a=>b =0 es la Gnica solucién y
g(E,0,0,0) = e. Es inmediato que las rotaciones, los boosts, las traslaciones espaciales y las temporales
forman subgrupos y que

g(R,v,a,b) = g(E,0,0,b)g(E,v,0,0)g(E,0,a,0)g(R,0,0,0). (12.4)
Consideremos el caso 1+ 1-dimensional (en el que R ==+1) y en particular la componente conexa con la
identidad. En este caso el grupo de Galileo tiene 3 pardametros: g(v,a,b) := g(x). Calculemos las coordenadas

canénicas §(9,d,b) := g(%) que coinciden infinitesimalmente con (v,a,b), es decir, x = x(£), g(x) = §(%) y
dx = d% en 0 para dx infinitesimal. Consideremos el subgrupo uniparamétrico x(t) = x(¢£):

g(x(r +dr)) = 8((t +dt)%) = 8(1£)8(d1x) = g(x(r))g(dt£). (12.5)
Usando la ley de composicién x/(t +dr) = f(x(t),&dt) = x'(t) + 0, f'(x,0)%/dt se llega a
) _ 7.y

(0)=0. 12.6
= o7 Ao (126
En el caso del grupo de Galileo se tiene
dv(t) . db(t) .~ da(t) A
Imponiendo la condicién de contorno x(0) =0 y tomando ¢ = 1, resulta finalmente
~ 1.
v="V, b=b, a:d—kib\?. (12.8)

Un método alternativo es el siguiente. A partir de la ley de multiplicacién es inmediato que las nicas
constantes de estructura no nulas son cf, = —cj = 1. Denotando los generadores por P =X,, K =X, y
H =X, el algebra de Lie es

[K,P]=0, [H,P]=0, [K,H|=P. (12.9)

Entonces (%) = exp(?K +aP +bH). Por otro lado es inmediato que boosts, traslaciones espaciales y trasla-
ciones temporales por separado forman subgrupos uniparamétricos con pardmetros v, a y b respectivamente

g(v,a,b) =g(0,0,b)g(v,0,0)g(0,a,0) = exp(bH) exp(vK) exp(aP) . (12.10)

Usando el dlgebra, la férmula de Campbell-Hausdorff y el hecho de que el dlgebra es nilpotente, [L,[L,L]] =0,
se tiene

exp(VK + aP + bH) = exp(bH ) exp(vK) exp(aP) = exp(bH) exp(vK + aP)
1 (12.11)
=exp(bH +vK +aP — EVbP)’
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que coincide con el resultado anterior para las coordenadas canédnicas.

Definicién. (Difeomorfismo.) Sean M y N dos variedades diferenciables. Un difeomorfismo f: M — N
es un homeomorfismo tal que fy f~! son diferenciables.

Dos variedades difeomorfas son completamente equivalentes como variedades diferenciables. El conjunto
de difeomorfismos de M en M forma un grupo, Dif(M). Este grupo no es de Lie ya que es de dimensién
infinita.

Consideramos ahora un grupo de Lie G de dimensién n que actiia sobre una variedad diferenciable M de
dimensién m. Imponemos ademdas que T sea una una aplicacién diferenciable de G x M en M, por tanto G*
es un grupo de difeomorfismos de M. La accién estd determinada por la funcién diferenciable Tox = F(x,a)
donde x*, =1,...,m son las coordenadas del punto x de My a’, i =1,...,n las coordenadas del elemento
g de G. (Obviamente en general hay que usar varias cartas locales para cubrir M y G.) La condicién de
homomorfismo implica

F(F(x,b),a) =F(x,f(a,b)), F(x,0)=x, (12.12)

donde f es la ley de composicién del grupo.

Definicion. (Representacién lineal asociada.) El grupo de difeomorfismos de M admite una represen-
tacién lineal sobre el espacio C*(M) de funciones diferenciables complejas en M. Sea g* un difeomorfismo
y sea y una funcién diferenciable, entonces se define §*y mediante (§*y)(g*x) = y(x). Es inmediato que

Ak AR ok %k
8182 = 8182-

Teorema. La transformacién g* sobre funciones en M es una representacion fiel de la transformacién
g* sobre puntos de M.

En efecto, si ¢* es la identidad, se sigue que para cualesquiera ¥ y x se cumple y(x) = (g*y)(g*x) =
y(g*x). Tomando en particular y(x) =x*, u=1,...,m, se deduce x = g*x y g* es la identidad, luego
g = g% esfiel. &

La representacién no lineal T de G sobre M induce una representacién lineal 7 de G sobre C*(M)
mediante g +— T, = g* — fg = ¢*. Denotamos el grupo formado por los operadores Tg por G**. Este grupo
es isomorfo a G*. A su vez éste es isomorfo a G si la accidn es efectiva.

Definicion. (Generadores infinitesimales.) Se denominan generadores infinitesimales del grupo de
transformaciones a los asociados al grupo G**, en el mismo sentido que para grupos de matrices, es decir,

d .
Xi= 5Ty, - (12.13)
Equivalentemente, _
Ty =1+ad'X;+0(a%). (12.14)

Analogamente a lo que ocurre para grupos de matrices, el algebra de Lie de G** es isomorfa un algebra
lineal formada por sus generadores infinitesimales, que son operadores lineales sobre el mismo espacio que
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el grupo, C*(M). Sin embargo hay una diferencia con respecto del caso de grupos de matrices, ya que los
operadores en G** no son de dimensién finita y algunas propiedades que eran vélidas para matrices sélo lo
son ahora en un dominio restringido de funciones suficientemente regulares.

Para obtener la expresidn explicita de X;, consideramos una transformacién infinitesimal g*, es decir,
g'x=x+08x=x+s(x)or, (12.15)
donde s(x) es una funcién diferenciable y trabajamos en primer orden en &z. A este orden
() 'x=x—6x, (12.16)

ya que g*(x — 8x) = x — 8x — s(x — 6x)8t = x+ O(81?). La accién de g* sobre una funcién es

0
(W) = wlle") ) = wlx—5%) = wlx) - XD g (12.17)
es decir, 5
g =1—5x“ﬁ, (12.18)

y el generador asociado a la transformacién infinitesimal dx* es

0X = —6xMdy = —0ts(x)dy . (12.19)

Cuando el difeomorfismo infinitesimal g* corresponde a T, siendo g un elemento infinitesimal del grupo
con coordenadas d4d’, tenemos

OFH
4+ 0t = (g x)H = (Tox)* = FH(x,8a) =x* + Sal(w o (12.20)
De aqui, usando 86X = 8a'X; = —8x* 9y,
X;=—F'(x)dy, F'(x):=aF"(x,0). (12.21)

Puesto que los operadores diferenciales X; forman una representacién del algebra del grupo, cumplen
X, Xj] = ¢;;* X, (12.22)

siendo cl.jk las constantes de estructura de G en las coordenadas a'. Si la representacién es fiel (es decir,
G actia efectivamente), los X; seran linealmente independientes. A menudo, para un grupo de transfor-
maciones efectivo el modo mas conveniente de obtener su algebra de Lie es mediante sus generadores
infinitesimales, ya que este procedimiento no requiere construir previamente la ley de composicién.
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Ejemplo. Sea G el grupo de Galileo en 1+ 1 dimensiones definido como un grupo de transformaciones
sobre R? mediante (x%,78) = (x+vt +a,t+b). Para 8v, 8a y &b infinitesimales se tiene Sx =t5v+ Sa y
Ot = 8b. El operador infinitesimal correspondiente es 60X = (18v+ 8a)X, + 8bX;, es decir

P=X,=-0,, H=X,=-0, K=X,=—1d,. (12.23)

Es inmediato que forman la misma algebra que la obtenida anteriormente [K,P] = [H,P] =0, [K,H|=P.

&

Las relaciones de conmutacién garantizan que 7, es localmente una representacién. Cuando n > 1, estas
condiciones son no triviales para las funciones Fl.“ (x), a saber

FF (x)0uF} (x) = FI' (x)9u FY (x) = ¢;; R (x) . (12.24)

En un entorno de la identidad del grupo, y en un dominio apropiado de funciones, que son las funciones
analiticas,
T, = exp(d'X;), (12.25)

donde a representa el sistema de coordenadas candnicas con los mismos generadores infinitesimales que a.

Ejemplo. Sea M la recta real y G el grupo (R,+). En este caso, m =n =1y se puede usar la
coordenada canénica natural para M y para G: Tyx =x+a 'y T,y (x) = y(x —a). Ademas X; = —d, es el
generador infinitesimal asociado a la coordenada a. De acuerdo con la férmula general 7, = exp(—ad,) y

en efecto - )k
—a —a
ey =Y,

k=0

v (x) (12.26)

es el desarrollo en serie de Taylor de y(x—a). <
Ejemplo. (Grupo de Poincaré.)

El grupo de Poincaré es un grupo de transformaciones definido sobre R* como espacio vectorial sobre
R dotado con la métrica de Minkowsky. Denotamos este espacio métrico por M*. Como coordenadas
tomamos las componentes del vector en una base en la que la métrica tome la forma canénica g =113 =
diag(1,—1,—1,—1).

Las transformaciones son aquellas que dejan invariante el intervalo (x —y)?, x,y € M*, es decir, de la
forma g : M* — M* con gx = Ax+a, o en componentes, x* — A¥,x¥ +a*, donde u,v=0,1,2,3, acR*y
A €0(1,3). La accién es efectiva y cada elemento del grupo queda caracterizado por el par (A,a). La ley de
multiplicacién es (Ay,a;1)(Az,a2) = (A1A2,a;1 + Ajaz), de donde es inmediato que el grupo de Poincaré es
el producto semidirecto T* ®,0(1,3), donde T* es el grupo de traslaciones {(E,a)} (subgrupo invariante)
y O(1,3) es el grupo de Lorentz {(A,0)} formado por las transformaciones lineales que dejan invariante la
métrica: ATgA = g (en componentes g,y = gaﬁAo‘“Aﬁv).

Pasemos a considerar los generadores infinitesimales. Sea A una transformacion de Lorentz infinitesimal:
A =E+ 38w, con o', infinitesimal. Para que A sea de Lorentz debe cumplirse 0 = Sw” g+ gdw, o en
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componentes el tensor @,y debe ser antisimétrico (los indices se suben y bajan con la métrica y su inversa
gV, asi wuy = gua0®%). De donde se deduce que hay 6 pardmetros independientes y el grupo de Lorentz
es un grupo de Lie de dimensién 6, correspondientes a rotaciones (3 parametros) y boosts (3 parametros).
Por otro lado, una traslacién infinitesimal estd caracterizada por los 4 pardmetros infinitesimales da*. Por
tanto el grupo de traslaciones tiene dimensién 4. En total el grupo de Poincaré tiene dimensién 10. La
transformacién infinitesimal correspondiente es dx* = " x¥ 4+ 8a*. De aqui

A 1 A
0X = 8a" P, + 55(0“"],“, (12.27)

con

Pt = oMt W =xH9V —xVOH = —xHPV +xVPH. (12.28)
Las relaciones de conmutacién se calculan facilmente usando [A,BC] = [A,B]C + B[A,C] y [x*,P¥] = ghV:

PHPY] =0

(1Y PY] = —gh P gV PH (12.29)

[JAHVJAOtﬁ] — _guajVB _|_gVOCjHB _gIJﬁfOCV _|_gvﬁfal-l .
Es importante notar que el algebra hallada sélo depende del grupo de Poincaré, no de la representacién

particular usada. Exactamente las mismas férmulas sirven para cualquier otro grupo del tipo T" ®,SO(p, q)
usando 7,, como métrica.

Los generadores P* forman un ideal, correspondiente al subgrupo invariante de las traslaciones. Los J*"
forman una subalgebra correspondiente al subgrupo de las transformaciones de Lorentz. Una transformacién
finita corresponde a

N 1 N N 1 N
U(A,a) =exp(a" P, + E(i)“vjuv) = exp(a”PM)exp(Ew“"Jw) (12.30)

con @ y @ finitos correspondientes a las coordenadas candnicas en el grupo de Poincaré completo y a, @
candnicas en el subgrupo de traslaciones y de Lorentz, respectivamente. Por construccién

(U@ )(x) = w((Aa)"'x) = y(A (x—a)). (12.31)
Cuando la representacién es unitaria se suelen introducir unos generadores hermiticos mediante P* =
—iP* y JHV = "V Con éstos las relaciones de conmutacién toman la forma
[P* PY]=0
[JHY P¥ = —ight*PY +ig"*PH (12.32)
[JHV"]O!B] — _igHOCJVﬁ + igvajﬂﬁ _ l'gl-lﬁJaV + l-gVﬁJau

y el operador de transformaciones finitas es U(A,a) = exp(iaP,)exp(—4i®w""J,y). Puede comprobarse
que los operadores M? = PP,y w2 = WHW,, donde WH = %S“V“ﬁPvJaﬁ es el operador de Pauli-Lubanski,
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son operadores de Casimir del dlgebra (conmutan con todos los generadores) y por tanto son invariantes

Poincaré. Corresponden a la invariancia de la masa y del espin bajo el grupo de Poincaré, respectivamente.
. , 1 yuv 1 \ (]

Los casimires del algebra de Lorentz son 5J*YJyy y 1€4vap/"YJ B

Los operadores hamiltoniano, momento lineal, momento angular y generador de los boosts corresponden

H=P, (P);=P, (J)= %e,-jkﬂ'k, (K);=J%. (12.33)
El dlgebra de Lie se escribe
[H,P]=0, [P,P]=0,
H,J])=0, [H,K]=iP, [J;,Pj|=igpP:, [Ki,Pj]=—id;H, (12.34)
VUiJj) = i€, Ui, Kj] =iguKy, [Ki,Kj] = —igijiti,
donde P se refiere al vector P. Se deduce que P, fy K son operadores vectoriales y que las rotaciones

definen un subgrupo pero los boosts no.

Definiendo ademés

. P 1 . . l.
(@) =d, (e)izieijkwfk, (%)i=—a", (12.35)

el operador U(A,a) toma la forma

U(A,a) = exp(iagH — idP) exp(—i6J — iy K). (12.36)
En C(M*) se puede definir un producto escalar mediante

(y1,yn) = / Vi (x)ya(x)d*x, (12.37)

y considerar el espacio de funciones normalizables LZ(R4). La representacion que se ha construido mas arriba
es unitaria en L?(R*) ya que detA = +1. Correspondientemente los generadores infinitesimales P* = io* y
JHY = xHPY — xVP* son hermiticos como se comprueba inmediatamente. En esta representacién se tiene

P=—iV, H=io,
. o (12.38)
J=7xP, K=tP—7H,

donde (7); = x'. Por ejemplo, (P); = id' = —id; = (—iV);. El momento angular sélo tiene parte orbital ya
que las funciones y/(7,t) son escalares bajo rotaciones y la representacion corresponde por tanto a espin 0.

Noétese que la representacién sobre L?(R*) no coincide con la representacién de Schrodinger, sobre
funciones de L*(R?). En L*(R?), por ejemplo, id; no est4 definido como un operador lineal y por tanto H
debe realizarse de otra forma. Concretamente, una representacién en L?(IR?) es la siguiente

B=—iV, H=\M?>+P? (12.39)

— — = 1
J=7xP, K=—3 (7H + H7). (12.40)
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Aqui M? es una constante (el cuadrado de la masa) que caracteriza a la representacién y que coincide con
el operador de Casimir M?. El otro casimir W2 se anula correspondiendo a espin 0. Es inmediato que los
operadores son hermiticos. Para comprobar que cumplen el dlgebra del grupo basta notar que 7 = +iV
y por tanto [r H] iP/H (nétese que 7 y H conmutaban en la representacién en L?(R*)). En particular
K=—7H+ 2zP/H Las relaciones de conmutacién se comprueban inmediatamente.

Es interesante notar que en esta representacion cada generador define una constante del movimiento
(teorema de Noether). Una constante del movimiento es todo operador A que cumpla

dA  0A
o= a—+z[HA] 0. (12.41)

Como los generadores no dependen del tlempo exphutamente (s6lo dindmicamente), usando las relaciones
de conmutacién se deduce que H, P, Jy K +1tP son constantes del movimiento. <

13 Medida invariante. Grupos compactos

Definicion. (Medida positiva.) Sea X un espacio topolégico y Cyp(X), las funciones continuas de soporte
compacto definidas en X. Una medida (en el sentido de Radon) es una forma lineal continua u sobre Cy(X).
La medida es positiva si u(f) >0 cuando f > 0.

Cuando X es localmente compacto y unién numerable de compactos, la medida positiva en sentido de
Radon define una medida positiva de Borel, es decir sobre subconjuntos de X, u(A) >0, A C X, de modo
que

- [ r@aut). (13.1)

Definicion. (Medida invariante.) Sea G un grupo continuo. Una medida i sobre G es invariante por
la izquierda si u(TgLf) = u(f), donde TgLf(x) = f(g'x), x,g € G. Una medida positiva invariante por la
izquierda se denomina medida de Haar por la izquierda. idem por la derecha, con Tng(x) = f(xg).

Teorema. (de Haar.) Todo grupo continuo localmente compacto admite una medida de Haar por la
izquierda no nula que es (nica salvo normalizacién, es decir, si [; y U son dos tales medidas, Wy = cl
para cierto ¢ > 0. Idem por la derecha.

La medida invariante por la izquierda u estd caracterizada por u(gA) = u(A) o equivalentemente por
du(gx) =du(x), paratodo A C Gy g,x € G. Andlogamente si es invariante por la derecha, du(xg) = du(x).
Una medida de Lebesgue en G que sea invariante coincide con la medida de Haar, por unicidad.

Ejemplo. La medida de Lebesgue en R”" es la medida de Haar correspondiente al grupo de traslaciones
(R™,+).

Ejemplo. Si G es un grupo finito, la medida usual u(f) = Y,e f(g). es la medida invariante, por el
lema de reordenacién.
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En estos dos ejemplos las medidas son a la vez invariantes por la derecha y por la izquierda, pero esto
no es cierto para grupos cualesquiera.

Definicion. (Funcién modular.) Sea u una medida de Haar por la izquierda no nula de G. Podemos
definir una nueva medida y, mediante w,(f) := u(7;Rf), para cada elemento h de G. Esta medida también
es invariante por la izquierda. En efecto, teniendo en cuenta que 7%y T® conmutan,

un(Ty ) = W(TETy ) = w(T T ) = (T ) = (). (13.2)

Dado que la medida de Haar es tnica salvo normalizacién se deduce que L, es proporcional a [l y existe
una funcién positiva y continua, A(g), definida por u(Tng) = A(g)u(f), denominada funcién modular de
G. Esta funcién sélo depende del grupo ya que es independiente de f y de la normalizaciéon de u.

Notese que de u(Tf) = [;.f(xg)du(x) = [ f(x)du(xg™") se deduce (en integrales sobre x con g fijo)
du(xg™") = A(g)du(x). (13.3)

Teorema. La funcién modular es una representacion del grupo.

En efecto, ya que los nimeros reales positivos forman un grupo multiplicativo, basta probar que
A(g1)A(82) = A(8182)-

A(g182)(f) = (T, ) = KT T ) = Alg (T f) = Alg)Alg2)u(f) . < (13.4)

Teorema. Las medidas invariantes por la derecha y por la izquierda, ug y fz estan relacionadas por
dug(x) = A(x)dur(x), salvo normalizacién.

En efecto, sea u; la medida invariante por la izquierda. Basta probar que la medida A(x)du(x) es
invariante por la derecha

Alxg")du (v ) = Alvg AL (x) = AW (x). O (13.5)

Definicion. (Grupo unimodular.) Cuando las medidas de Haar por la derecha y por la izquierda
coinciden, se dice que el grupo es unimodular y la medida se denomina medida invariante del grupo. El
grupo es unimodular si y sélo si A(g) =1, para todo g.

Teorema. Si G es un grupo unimodular y y es su medida invariante, se cumple u(f) = u(f), donde
f)=fix ).
En efecto, sea i definida por fi(f) = u(f). Esta medida también es una medida invariante, ya que
ATy f) = p(UTSF)) = (TS F) = w(f) = 2(f). (13.6)
Por tanto I = cu, ¢ > 0. Tomando una funcién tal que wu(x) = u(x~') (por ejemplo, f(x)+ f(x~ 1)), se
deduce quec=1. <
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Se deduce que du(x) = du(x~!) para grupos unimodulares. En el caso general puede demostrarse
LA = [ A7 @0 ()du). (13.7)

Teorema. Los grupos compactos y los grupos abelianos son unimodulares.

En efecto, si G es abeliano TL TR luego una medida invariante por la izquierda también lo es
por la derecha. Si G es compacto f(x ) =1 es una funcién de Cy(G) y por tanto u(1) < co. Entonces,
Agu(l) =pn(Tf) =p(1) y Alg)=1. ¢

Sea G un grupo de Lie n-dimensional. Veamos cémo calcular su medida invariante. Usando un sistema
de coordenadas analiticas x, una medida puede escribirse en la forma

/ Flo)du(g / e X, (13.8)

donde el D se refiere al recorrido de las coordenadas. En general habrd que recubrir G con varias cartas
locales y sumar el resultado de las integrales en cada carta. Para una medida de Radon cualquiera ¢ es una
distribucién, que serd positiva si 1 es positiva. Si se trata de una medida invariante, o(x) es una funcién
analitica que representa el peso del elemento de volumen d"x. Para que la medida sea invariante por la
izquierda debe cumplir du(gh) = du(h) al integrar sobre iy con g fijo. Sean x las coordenadas de g e y
las de h, entonces

dy

SOy = dpt(h) = du(gh) = o (Flxy)d" (F(x.y)) = o(F(x,3)) \

donde f(x,y) es la ley de composicién del grupo y \3 | es el jacobiano. Procediendo anilogamente para
la invariancia por la derecha, se obtiene que si 6y y Og son invariantes por la izquierda y por derecha
respectivamente, deben cumplir

8 X, a , X
010 = a1 | L5 o) = ontsn)| L0 (13.10
Tomando y = 0, correspondiente a & = e, se deduce la forma de las medidas invariantes, a saber
Af(xe,y)| ! Af(y,x)| !
or(x) = ‘ féx N o) = ’ f(;y 21 (13.11)
y y=0 y y=0

con normalizacién og(0) = 0.(0) = 1. Se puede comprobar a posteriori que estas funciones son invariantes
lo cual demuestra el teorema de Haar en este caso. La medida en una regién fuera del dominio de la carta
local se puede calcular trasladando primero la regién (por la derecha o por la izquierda) dentro de la carta.
La funcién modular A(x) es og(x)/oL(x).
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Ejemplo. Para el grupo U(1), usamos coordenadas ® = g(x) = €™, |x| < . En estas coordenadas, la ley
de composicién es f(x,y) =x+yy por tanto or(x) = og(x) = 1, y la medida invariante es dx = —io~'d.
La medida normalizada es

1 ix
=— )dx = 13.12
B =5 [ A= f ) (13.12)
donde la integral de contorno es sobre una C|rcunferenC|a positiva de radio 1.

et 0

b1 ,a,beR}.Tomamosayb

Ejemplo. Calculemos las medidas invariantes del grupo G = {(

denadas. S et 0 e« 0) ¢ 0N ey d
como coordenadas. Sea g| = (bl 1) y g = <b2 1). ntonces, g1g2 = (ble“2+b2 1), y la ley de
composicién es f*=a| +ay, fb b1e” + b,.

-1 -1

1 0
0 e

1 0

o1(a,b) = ’b X =e4, (13.13)

:1, GR:‘

de donde duy (a,b) = dadb, dug(a,b)=e “dadby A(a,b) = e *. Nétese que este grupo no es unimodular.
%

Ejemplo. (Medida invariante de SU(2).) Como es un grupo compacto es unimodular. La medida se
puede obtener usando la ley de composicién en coordenadas A = xo — i¥6, x3 + %> =1, a saber f()_c’j) =
X0V + yoX + X x ¥. Otro método especial para este grupo esta basado en que su topologia es S* y la medida
invariante no es mas que la medida is6tropa sobre la esfera. Para ver esto, nétese que dicha medida isétropa
es invariante bajo rotaciones en R, es decir, bajo SO(4), por tanto basta probar que una traslacién por la
izquierda en SU(2) define una rotacién de R* (pero no al revés ya que la dimensién de SO(4) es 6 y la de
SU(2) es 3). Sean a,b dos puntos de R* y Ay B las dos matrices 2 x 2 construidas con ellos, entonces

(ao—bo)—i(a3—b3) —i(a1 —bl)—(ag—bz)

detA—B)=| ", .
( ) —l(al —bl) (az—bz) (ao—bo)+l(a3—b3)
3 (13.14)
Z ay —bu)* = |la—bl>.
Si A, B son de SU(2), (||a|| =||b|| = 1), la traslacién por la izquierda deja invariante la distancia euclidea,
ya que
||a® — b¥||* = det(gA — gB) = det(g(A — B)) = det(g) det(A — B) = ||a— b||*. (13.15)

Luego la T* define una transformacién ortogonal, que ademas es de orientacién positiva ya que SU(2) es
conexo, es decir, un elemento de SO(4). Por unicidad se deduce que la medida invariante de SU(2) es d°Q,
el 4ngulo sélido sobre la esfera S3. Una forma practica de obtenerla es con

du(g(x) = 8(||xl[> = 1)d*x (13.16)
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que es manifiestamente invariante bajo O(4). Usando la identidad

§(fx)= Y  |f(x) '8(x—xo), (13.17)
{x0| f(x0)=0}

se tiene

Ly T30 = [ £SR3

ﬂ(DJ|@m—¢FWHﬁm+MpﬁDMWx (1318

q 1
= B3<o,1>(f( g(x0,%)) + f(g (—xo,x)))2—xod3x’

donde B*(0,1) es la bola centrada en 0 de radio unidad en R?, {|¥| <1}y xo = +V1 — X2

Si se usa la parametrizacién xy = cos(y/2), ¥ = sen(y/2)A, con —x < Yy < 1 y 7% =1, la medida
normalizada es

2 1
— 2Qsen’ (< : 13.1
@880 = g [ v | @sen’(Gw)(s) (13.19)
Finalmente en funcién de los angulos de Euler,
gla,B,y) = e 100/ 2 1F 0 2gm1103/2 (13.20)
se tiene
xo = cos((a+7)/2)cos(B /2), 132
X = (=sen((e—7y)/2)sen(B/2),cos((a —7)/2) sen(B/2),sen((a +7)/2) cos(B/2)).
Calculando el jacobiano de X(a, 3,7) se obtiene la medida normalizada en estas coordenadas
2n 4T
s f( )du 167:2/ da/ dp senﬁ/ dyf(g & (13.22)

En grupos continuos también pueden definirse métricas invariantes.

Teorema. Todo grupo continuo cuyos abiertos en la identidad admitan una base numerable tiene una
distancia invariante por la izquierda cuya topologia inducida es precisamente la del grupo. ldem por la
derecha.

Notese que esta distancia, a diferencia de las medidas invariantes, no es necesariamente (nica salvo
normalizacién.

Ejemplo. En (R2,+) las distancias d(x,y) = v/a(x! )2+ b(x*> —y?)?, a,b > 0 son todas invariantes.
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Ejemplo. Si ds? y ds3 son métricas invariantes para los grupos Gy y G, la métrica ds*> = ds? +ds3 es
invariante para G = G| ® G,. Analogamente, du = du;du, es una medida invariante de G si dy; y dys lo
son de G1 y G3.

Para un grupo de Lie, nos podemos restringir a distancias asociadas a métricas de Riemann, ds> =
gij(x)dx'dx/. A su vez, una métrica define una medida mediante dpi(x) = ,/gd"x donde g es el determinante
de la métrica g;;. Bajo transformaciones generales de coordenadas (diferenciables), ds? y dpi(x) son escalares,
gij €s un tensor y /g es una densidad tensorial. En efecto, sea x” otro sistema de coordenadas,

- oxt
i _ 1]
= ox
oo PR dxk oxl
ds® = gjjdr'dy’ = gj,dx"dx’’, g}, = 3o 5 8 (13.23)
ox

du = gd"x = /gdx', /¢ = N3

ox'

Si ds? es invariante bajo una transformacién du (x) también. En efecto, sea F la transformacién (activa),
x>« con X' = Fi(x). El intervalo infinitesimal (x,dx) se mueve a (x/,dx’) con dx"' = %dxj. Por hipétesis
ds? = ds”* y por tanto debe cumplirse

JOF* OF'
8ij(¥) = 575 78 (F(x)). (13.24)
De aqui se deduce que la medida es invariante ya que si dv es la medida del paralelepipedo (x,dxp,...,dx,),

la medida del paralelepipedo trasladado es la misma:
" JoF
o = VR = ) |5,

En particular, si ds* es invariante bajo traslaciones por la derecha o por la izquierda, también lo sera la
medida asociada.

d"x =+/g(x)d"x =dv. (13.25)

Como la medida invariante sélo depende de la ley de composicién nos podemos restringir a grupos de
Lie lineales. Sea G un grupo de Lie lineal y sea (A,A’) un intervalo infinitesimal, con origen A = g(x) y
extremo A’ =A+dA = g(x+dx). Como A y A’ estan infinitesimalmente préximos, A~!A’ es un elemento del
grupo en un entorno infinitesimal de la identidad y por tanto es de la forma exp(dL) con dL un elemento
infinitesimal del algebra de Lie Ls. Mas explicitamente

ATTA =A"NA+dA) =1+ A7"dA = exp(A~'dA) = exp(dL), (13.26)

y dL es de L ya que exp(dL) es de G. Si x' un sistema de coordenadas en G y X; es una base cualquiera
de Lg (no necesariamente la base asociada al sistema de coordenadas x') tendremos

dL=A"'dA = A719Adx = (A1 9A) d'X; := Zdx'X; . (13.27)
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Una traslacion por la izquierda del intervalo consiste en la transformacion (4,A") — T}/ (A,A") = (gA, gA"),
es decir, (A,Aexp(dL)) — (gA,gAexp(dL)), por tanto dL es invariante por la izquierda. Como consecuencia
si una métrica es tal que la longitud de un intervalo infinitesimal (A,Aexp(dL)) depende sélo de dL (y
no de A) esta métrica serd invariante. Y viceversa, si la métrica es invariante, el intervalo infinitesimal
(A,Aexp(dL)) tendra la misma longitud que su trasladado por la izquierda a la identidad (1,exp(dL)) y
ésta sera independiente de A. Se deduce que hay tantas métricas invariantes por la izquierda como productos
escalares en Lg.

Las mismas consideraciones se pueden hacer para la invariancia bajo traslaciones por la derecha defi-
niendo (A,A") = (A,exp(dR)A) y
dR = dAA™! = (GAA Y dX'X; .= %' dX'X; . (13.28)

Nétese que bajo traslaciones por ambos lados se tiene A — ThLLTh’;A = hLAhIQ1 y dA — d(hLAh,QI) = hydAhG !,
por tanto
dL s hgdLhy', dR v hydRh; ", (13.29)

es decir, dL es invariante bajo T* y se transforma como la representacién adjunta bajo T® y analogamente
para dR.

Sea (, ) un producto escalar en Lg, y sea X; una base. El producto escalar esta determinado por la
matriz 1;; = (X;,X;), ya que para dos elementos cualesquiera X = x'X;, ¥ =y'X;, se tiene (X,Y) = n;;x'y/.
Entonces las métricas invariantes por la izquierda o por la derecha en el grupo son de la forma

ds? = (dL,dL) , ds? = (dR,dR)g, (13.30)
respectivamente, donde (, )z g son dos productos escalares en L. Expresado en componentes, se tiene

ds* = gidde!,  ofy =niL0.L,, b =nka\ A, (13.31)

En notacién matricial g& = #"nl.Z, idem gR. Las medidas invariantes asociadas son

dup = 4/det(nt)det(Z)d"x, dug = /det(n¥)det(#)d"x. (13.32)

Las distintas elecciones de %R sélo cambian la normalizacién de las medidas invariantes. Una eleccién
particularmente interesante es tomar como producto escalar (X,Y) = tr(XY) cuando sea definido positivo
(en otro caso, g;; no sera de Riemann). Con esta eleccién, la métrica y la medida son invariantes por ambos
lados

ds? = tr(dL?) = tr(A"'dAA"'dA) = tr(dAA"'dAA~!) = tr(dR?). (13.33)

La medida asociada, con densidad \/&, €s invariante por ambos lados. Si el grupo de matrices no es
unimodular tiene que ocurrir que la medida sea 0, ya que no hay una medida biinvariante no trivial,
por tanto g = 0 y la métrica biinvariante correspondiente es degenerada. Nétese que .Z o & nunca son
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degeneradas ya que permiten parametrizar un paralelepipedo no degenerado cualquiera, (A,dA;,...,dA,).
Mas generalmente se puede tomar (X,Y) =tr(¢(X)¢(Y)) donde ¢ es una representacién del dlgebra. En
efecto, denotando también por ¢ la representacidon correspondiente en el grupo,

exp(¢(dL)) = ¢(A~'Aexp(dL)) = ¢(A~ ' exp(dR)A) = exp(9(A~'dRA)) (13.34)

de donde
w(9(dL)?) = w((¢(A) "' $(dR)§(A))*) = (¢ (dR)?). (13.35)

y define una métrica biinvariante. Se deduce que tr(¢(X)9(Y)) es degenerada, para cualquier eleccién de
@, si el grupo no es unimodular. En particular los grupos semisimples son unimodulares ya que su métrica
de Cartan es no degenerada.

a

et 0 Para este grupo
b 1) grup

__(eda 0O (e 0
dA_<db 0)’ A _<—be_" 1>’

Ejemplo. Consideremos el grupo de matrices A(a,b) = <

q 0 q 0 (13.36)
a a
dL. = (—bda—i—db O) , dR= <e“db 0) ’
Como base del dlgebra podemos tomar la asociada a estas coordenadas, dA|, = X,da + X,,db,
10 00
X, = (0 O) , Xp= (1 0) . (13.37)
Por tanto dL = X,da + X,(—bda +db) y dR = X,da + Xpe “*db, es decir,
1 0 1 0
£ = (b 1) , X = <O e‘“) ) (13.38)
de donde duy (a,b) = dadb y dug(a,b) = e “dadb. La métrica biinvariante es
da® 0
2 _ 2N _4.2
ds” =tr(dR") =tr <e“’dadb 0) =da”. (13.39)
Es decir, g;; = (1) 0). Como este grupo no es unimodular, la métrica es degenerada por lo que define

una medida nula. Una métrica invariante por la izquierda no degenerada se obtiene tomando por ejemplo,
n = diag(1,1).

T 146> —b P 2\ 4.2 2
gi=2nz =17 ), d7=(1+b")da*+db? — 2bdadb. (13.40)
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Teniendo en cuenta la ley de composicién del grupo, (@, )(a,b) = (a+ o, b+ Be®), es inmediato comprobar
la invariancia por la izquierda. Basta probarlo para transformaciones infinitesimales, (do,8p), usando
Sa=38ay 8b=e"8B de donde §da =0y 8§db = e*dadB y 8ds> = 0. También se comprueba §dL=0. <

Muchas de las propiedades de grupos finitos pueden extenderse a los grupos compactos con modificacio-
nes obvias. Sea G un grupo compacto, du(x) su medida invariante normalizada a 1, es decir, [;du(x)=1.
Por representacién entendemos una representacién continua de G en un espacio de Hilbert.

Teorema. Las representaciones de un grupo compacto son equivalentes a unitarias.

En efecto, en grupos compactos se puede definir en forma natural el promedio de una funcién definida
sobre el grupo mediante

()= [ £dut), (13.41)

y esto permite usar la misma demostracién que para grupos finitos, es decir, si T es la representacién y
(u,v) es el producto escalar original, T es unitaria respecto del producto escalar promediado sobre G

() = [ (T Ty ¢ (13.42)
G

Esto quiere decir que, sin pérdida de generalidad, en el caso de grupos compactos nos podemos restringir
a representaciones unitarias.

Teorema. Toda representacion unitaria irreducible de un grupo compacto es de dimensién finita.

Noétese que el teorema se refiere a representaciones continuas. De hecho puede probarse que si G no es
discreto necesariamente tiene representaciones unitarias de dimensién infinita pero no continuas. También
es interesante notar un teorema relacionado para grupos no compactos:

Teorema. Un grupo continuo simple, conexo y no compacto no tiene representaciones unitarias de
dimensidn finita excepto la representacién trivial.

Un grupo continuo simple es todo grupo no abeliano que no tenga subgrupos invariantes propios
conexos. Puede tener subgrupos discretos.

Ejemplo. El grupo (R”,+) tiene representaciones unitarias unidimensionales, a saber, u(x) = exp(ikx)
y es no compacto pero no es simple.

Ejemplo. El grupo de Lorentz O(3,1) es simple y no compacto luego todas sus representaciones
unitarias son de dimensién infinita.

Teorema. Toda representacién unitaria de un grupo compacto es suma directa de representaciones
unitarias de dimensién finita.

Es decir, las representaciones de grupos compactos son completamente descomponibles.
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Las representaciones regulares T* y TR actiian en el espacio de Hilbert L?>(G,du), con producto escalar
ilv) = [ wi)va(du). (13.43)

TL y TR son continuas y unitarias (y equivalentes entre si). La misma definicién se puede hacer para
cualquier grupo unimodular.

Teorema. En la descomposicién de la representacién regular de un grupo compacto cada representacion
irreducible aparece con multiplicidad igual a su dimensién.

En particular se sigue que el conjunto de representaciones irreducibles de un grupo compacto es nu-
merable. Denotemos por v cada una de las representaciones irreducibles, n, su dimensién, y DY (x) las

matrices de la representacion, con elementos de matriz D" (x)' ;.

Teorema. (Peter-Weyl.) El conjunto de funciones Yy;j(x) := \/ny V(x)ij forma una base ortonormal
de L*(G,du).

Este teorema es una generalizacion de los teoremas de ortogonalidad y completitud de representaciones
irreducibles en grupos finitos. Notando que Yy;;(x) := ,/nvDT( )’;, la ortonormalidad implica que

1 .
/ Di(x Y du) = 82576} (13.44)
\%
y para los caracteres
| 20 wduto = 5% (13.45)
La completitud implica que si v € L*(G,du)
= Y DW= [ Dy iyodut). (13.46)
V,i,j

La convergencia es en el sentido de la norma (de hecho, uniforme si y es continua). Equivalentemente

vatr (x1) DT () =8(x1,x2). (13.47)
Aqui 8(x1,x2) es la delta de Dirac invariante asociada a la medida invariante du(x), es decir, tal que

/f (e, ) dp(x) = F(). (13.48)

Ejemplo. Para R", 6(x1,x2) = 8(x; —x2) es la delta de Dirac usual.

Ejemplo. La delta de Dirac asociada a la medida invariante normalizada de SU(2) es

8(g1,82) = 16128 (0o — )8 (cos By —cos Br)S (V1 — 1) (13.49)
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en funcién de los dngulos de Euler.

Cada conjunto {9} (x) = Yyij(x), i=1,...,ny} forma una representacién irreducible de clase v bajo TE:
Ty ¢ (x) = Vv Dy (8™ 'x) i = /ny D} (x) kD" (8)"i = D (8)"i9¢ (). (13.50)
Estos subespacios son los que aparecen al descomponer T. Andlogamente {9 (x) =Yy ji(x), i=1,...,ny}

forma una representacién irreducible bajo T%, TX¢f = DY (g)*,0f.

También se pueden definir operadores pseudoproyectores asociados una representacion T(x) de G con
las mismas propiedades que para grupos finitos:

Ply=ny [ DY/ T(x)au(x),

T(x)=Y D'(x)';P}.

Vi, j

(13.51)

Ejemplo. (Ortogonalidad de caracteres de SU(2).) Dado que SU(2) es simplemente conexo, sus
representaciones irreducibles son univaluadas y se obtienen exponenciando las representaciones irreducibles
del algebra su(2). El algebra esta formada por Js3 y J4 =J; +iJ,, con relaciones de conmutacién

s Je] =40, [T, J.] =275 (13.52)

Si la representacién es unitaria J; es hermitico y Jl = J. Por la construccién usual (f2 =J -+ (B F1)
es un operador de Casimir y hermitico) las representaciones irreducibles unitarias son de la forma

Bljmy=m|jm),  Jiljm)=/(jFm)(j+1E£m)|jmE1), (13.53)

con |j,m) normalizado. Para que la representacién sea unitaria debe ser de dimensién finita y eso implica
2j entero no negativoy m=—j,—j+1,...,j. Cada j etiqueta una representacién irreducible. Las matrices
de representacién son exp(—il//ﬁf) en el espacio subtendido por los |j,m), con j fijo,

exp(—iyad)|j,m) = D/ (4, y)" | j,m'). (13.54)

En particular D/(y,é3) = diag(e~'¥™). Dado que las clases de conjugacién de SU(2) estan formadas por
elementos con el mismo valor de y y distinto 7, se tiene que los caracteres de SU(2) son (usando la
identidad Y2_ x" = (x**1 —x9)/(x — 1))

e DY _oli¥ sen((j+

V-1 sen(

/ 1
2y =uDi(y,e)= ) eV = ;,iw‘

m=—j

(13.55)

D=
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La ortogonalidad de los caracteres implica

81 = [ ¥ XN

:1/M%MM+DWNWKD+DW
T Jo sen($y) sen(3y)

1 (13.56)
senz(iw)dy/.

Esta férmula se comprueba usando la identidad 2sen((j; + %)l//) sen((j2+ %)1//) =cos((j1— j2) W) —cos((j1 +
DY) &
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