Tema

Ejemplos de espacios normados

Vamos a presentar una amplia coleccion de espacios, que permitan ilustrar los principales
teoremas del Andlisis Funcional. Para ello, juegan un papel clave dos herramientas muy utiles:
las desigualdades de Holder y Minkowski. A partir de ellas se define facilmente una amplia
gama de normas en el espacio vectorial producto KV, con N € N arbitrario, obteniendo asf
numerosos espacios normados de dimension finita. Casi con la misma facilidad, se construyen
los que se conocen como espacios de Banach cldsicos, agrupados en dos grandes familias. Por
una parte, los espacios clasicos de sucesiones son los ejemplos mds sencillos de espacios de
Banach de dimension infinita. Por otra, tenemos los espacios de funciones integrables, cuya
construccién involucra de manera decisiva la integral de Lebesgue. Su complitud se conoce
como teorema de Riesz-Fischer, y se considera como el detonante que dio lugar al nacimiento
del Analisis Funcional. Presentaremos también algunos espacios de funciones continuas. En
conjunto, obtenemos una amplia gama de espacios de Banach, que muestra la gran variedad de
contextos en los que el Andlisis Funcional tiene importantes aplicaciones.

2.1. Desigualdades de Holder y Minkowski

Algunos de los espacios que vamos a construir dependerdn de un pardmetro p, pudiendo
ser p€ R con p > 1, pero también p = o, lo que se suele indicar escribiendo 1 < p < .
Excluidos los valores extremos p =1y p = o, 0 si se quiere, para 1 < p < oo, definimos

1
el exponente conjugado de p, que denotaremos por p*, mediante la igualdad —+—=1.
p P

Observamos que también 1 < p* < e y que larelacién entre p y p* es simétrica: ( p* )* =p.
La concavidad del logaritmo nos da una desigualdad, previa a las dos que mds nos interesan:

Desigualdad de Young. Para 1 < p < oo y cualesquieraa,b € R}, se tiene:

*

a? bP

ab < — + —
p P
9
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o2 ’ . . . *
Demostracion. Aqui y en todo lo que sigue, se entiende obviamente que 07 = 07 = 0.
Si a =0 o b =0 no hay nada que demostrar y, en otro caso, usando que el logaritmo es una
funcién concava obtenemos

al?  bP 1 1 .
log (| —+ — | = —loga” + — logh?” =loga+logh = log(ab)
p p p P

La desigualdad buscada se obtiene usando que la exponencial es una funcidn creciente. |

Deducimos sin gran dificultad una segunda desigualdad, mas relevante:

Desigualdad de Holder. Si 1 < p <o y N € N, para al,...,aN,bl,...,bNeRg se tiene:

N N 1/p N 1/p*
Y akby < (Z ak’”) (Z bkp*) (1)
k=1 k=1 k=1

N 1/p N 1/p
Demostracion. Llamando o = Z ai? y B= (Z by *> a los dos factores
k=1 k=1

que aparecen en el segundo miembro de (1), podemos claramente suponer que ot >0 y B >0,
pues en otro caso (1) es evidente. Usando la desigualdad de Young, podemos ahora escribir

af = k=1 k=1 p
1 & 1 11
por k; kK oprp ,;1 K p o p
de donde se deduce claramente (1). [

En un tercer paso, obtenemos ya el resultado que nos va a permitir probar la desigualdad
triangular para muchas de las normas que vamos a estudiar.

Desigualdad de Minkowski. Para 1 <p <o, NEN y aj,...,an,b1,...,by € R] se

tiene:
N 1/p N 1p N 1/p
(Lrar) < (L) + (L)
k=1

k=1 k=1

Demostracion. Trabajamos con p > 1, pues el caso p = 1 es evidente. Abreviamos la
notacion escribiendo

N /p N 1/p N 1/p

“Z(Z%) , 5:<be> y v=<Z(ak+bk)”>
k=1 k=1 k=1

con lo que debemos probar que Y < o + 3. Partimos de una igualdad evidente:

N
Yl = Zak(ak+bk>p_l+ Zbk(ak+bk)p_l

N
k=1 k=1
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Para cada uno de los sumandos que han aparecido en el segundo miembro de la igualdad
anterior, usamos ahora la desigualdad de Holder. Como (p— 1) p* = p, obtenemos:

k=1

N 1/p*
Y < ((X+B) <Z (ak—f—bk)p) = (05_1_ B) YP/P*

Si ¥ = 0 no hay nada que demostrar y, en otro caso, podemos dividir ambos miembros de
la desigualdad anterior por y P/P" > (. Teniendo en cuenta que p— (p/p*) = 1, obtenemos
directamente la desigualdad buscada. |

2.2. Algunos espacios normados de dimension finita

Fijado N € N, vamos a definir una amplia gama de normas en el espacio vectorial K",
producto cartesiano de N copias de K. En vez de usar subindices, las componentes de cada
vector x € KV se denotardn con paréntesis, es decir, escribiendo x = (x(1),x(2),...,x(N)),
pues en realidad x no es otra cosa que una aplicacién del conjunto {k € N : k < N} en K.

Pues bien, para 1 < p < o definimos

N 1/p
x|, = (; | x(k) !”) vxe KV (2)

mientras que en el caso p = oo escribimos

x|l = méx {|x(k)| : k€N, k<N} Vxe KV (3)

La notacién se justifica por el hecho de que liril [|x]|, = ||x|| paratodo x € KV, como
p— oo
se puede facilmente comprobar.

Para ver que, en todos los casos, || -||, es una norma en K", dos de las condiciones a
comprobar son evidentes y s6lo la desigualdad triangular merece comentario. Para p = oo dicha
desigualdad también es inmediata, mientras que, para 1 < p < oo, se deduce de la desigualdad
de Minkowski, pues para cualesquiera x,y € KV se tiene

ol -
|
k

Comprobemos ahora que todas las normas recién definidas en K" son equivalentes. Para
ello usamos la base usual {ej,es,...,ey} de KV, que viene dada por ex(k) =1y ex(j) =0
para cualesquiera k, j EN con k,j <N y k# j.Para 1 < p< oo y x € KV, la desigualdad
triangular nos dice que

M=

l/p N 1/p
| x(k) + (k) \”) < (Z (lx(k) | + (k) I)p)

1 k=1

M=

o)+ (L) =, ¢,

1

Z x(k) €k
k=1

N N
p <Y x| flel], :k;|x(k)\ = |I=[l,

X =
<l - |
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Por otra parte, es evidente que || x || < || x|, ¥ [|x]|i < N|x||e.Enlazando ahora las tres
desigualdades anteriores, obtenemos

xlle < lIxll, < lIxlly < M lxll - vee®®

Esto prueba claramente que todas las normas || - |
luego son equivalentes entre si.

p>con 1 < p < oo sonequivalentes a | - o,

Es claro que las bolas abiertas para la norma || - || son productos cartesianos de bolas
abiertas (intervalos o discos) en K. Por tanto, la topologia de la norma || - || es la topologia
producto en K”, a la que llamamos topologia usual de K". Por supuesto, la topologia de la
norma || - ||, también es la usual de KV, para 1 < p < oo.

Para cualesquiera x,y € KN y k€N con k<N, se tiene claramente
N
|y(k) —x(k)| < ||y—x]. <Y [v()—x()| (4)
j=1

Si {x,} esuna sucesién de Cauchy para la norma || - ||, usando la primera desigualdad de (4)
vemos claramente que {x,(k)} es una sucesién de Cauchy en K, luego es convergente. Existe
por tanto x € KV tal que {x,(k)} — x(k) paratodo k € N con k <N,y la segunda desigualdad
de (4) nos permite claramente deducir que {|[x, —x|| } — 0. Esto prueba que la norma ||- ||
es completa, luego |- ||, también lo es, para todos los valores de p.

En resumen, para cualesquiera N € N y 1 < p < o0, hemos comprobado que K”, con la
norma || - ||, definidaen (2) y (3), es un espacio de Banach, que se suele denotar por [ 11)\' y cuya

topologfa es la usual de K. Por supuesto, dicho espacio tiene una versién real y otra compleja,
seglin tomemos K=R o K=C.

2.3. Los espacios clasicos de sucesiones

Consideremos el espacio vectorial producto K&, cuyos elementos son todas las sucesiones
de escalares, es decir, todas las funciones de N en K, con operaciones definidas puntualmente
o, si se quiere, término a término. Concretamente, para x,y € KN y A € K se tiene

(x+y)(n) = x(n) + y(n) y (Ax)(n) = Ax(n) VneN

Vamos a considerar una amplia gama de subespacios de K~ que, dotados de la norma apropiada
en cada caso, se convertirdn en importantes ejemplos de espacios de Banach.

2.3.1. Los espacios [, con 1 < p < oo

Para 1 < p < o, denotaremos por [, al conjunto de todas las sucesiones x € KN tales que

la serie Z |x(n) ‘p es convergente, abreviadamente:
n>1

l, = {xEKN : ’;]x(n)]p<oo} (5)
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Vemos en particular que /1 estd formado por los términos generales de todas las series
de escalares absolutamente convergentes. En general, nuestro objetivo es convertir a [, en un
espacio de Banach cuya norma vendra dada por

- 1/p
Hpr: (Ztl‘x(n)‘p) Vxel, (6)

La desigualdad de Minkowski sera la clave para comprobar que /, es un espacio vectorial
y que |- ||, esunanormaen [,.Para x,y €[, y n € N, dicha desigualdad nos dice que

n 1/p n I/p n 1/p
<k;|x(k)+y(k)\p> <<k;|x(k)\p> +<I;1!y(k)}p> < lellp + 11

de modo que tenemos
- p p
Y [x(k) +y (k) [ < (llxllp + [1¥1]p) VneN
k=1

Por tanto, la serie Z |x(n) +y(n) }p es convergente, es decir, x+y € [,, pero ademds, de la
n>1
ultima desigualdad deducimos claramente que

(lx+y1,)” :;}xmw(kﬂ” :n%ki]}x@ﬂ(kw < (I1xlly + 1y15)"

De esta forma hemos probado por ahora que

xyely = x+yely, |lxty], <|lxfl, +[[v]],

Por otra parte es del todo evidente que, para cualesquiera x € [, y A € K se tiene Ax € [,
con ||Ax|, =|A|| x||,.Finalmente, de ||x||, = O se deduce obviamente que x = 0. De hecho
conviene resaltar algo que usaremos muy a menudo:

[x(k)| <[]x]|,  Vxel,, VkeN (7)

En resumen, hemos probado que el conjunto de sucesiones /,, definido en (5) es un espacio
vectorial, subespacio de KV, y que la funcién || - ||, definida en (6) es una norma en /,. S6lo
queda probar la complitud para obtener el siguiente resultado:

m Para 1 < p <o, se tiene que [, es un espacio de Banach.

Para probar que |- ||, es completa, sea {x,} una sucesién de Cauchy en [,. Fijado k € N,

de la desigualdad (7) deducimos claramente que {x,(k)} es una sucesién de Cauchy en K,

luego es convergente. Definiendo x(k) = li_r>n x, (k) paratodo k € N, obtenemos x € KN y la
n— oo

demostracion se concluird probando que x € [, y {||x, — x|, } — 0.



2. Ejemplos de espacios normados 14

Fijado € > 0, por ser {x,} una sucesién de Cauchy, existe ng € N tal que, para n,m > ny
se tiene || x, — x|, < €. Fijado n € N con n > ng, observamos que

N
mNeN, m>ny — Z‘xn(k)—xm(kﬂp < (Hxn—xm”p)p < g’
k=1
Fijado también N € N, vemos entonces que
o p o p
kgl’xn(k)_x(k)} :n}gnookzl’xn(k)_xm(k)‘ <’

Como esto es valido para todo N € N, deducimos que la serie Z ‘xn(k) —x(k) |p converge,
k=1

es decir, x, —x €1, de donde x = x,, — (x, —x) €1 »- Pero ademds, la desigualdad anterior nos

permite obtener que

N 1/p
— p
Hxn—pr —A}gnw ];’xn(k)—x(kﬂ <€
Esto es cierto para todo n € N con n > ng, luego { || x, — x|, } — 0 como querfamos. [

2.3.2. Los vectores unidad

Fijado el exponente p, con 1 < p < oo, vamos a profundizar un poco mds en la estructura del
espacio de Banach [, . Para ello juegan un papel clave los vectores que ahora vamos a presentar.
Para cada n € N, denotaremos por e, a la sucesién cuyo n-ésimo término es 1, mientras que
todos los demas se anulan, esto es,

en(n) =1 y en(k) =0 VkeN\{n}

Se dice que e, es el n-ésimo vector unidad, y es obvio que e, € [, luego /, contiene a todos
los vectores unidad, que claramente son linealmente independientes, luego [, tiene dimension
infinita. Observemos ahora el subespacio de /, engendrado por los vectores unidad.

Fijado N € N, en [, tenemos el subespacio Lin {ej,e,...,en} engendrado por los N
primeros vectores unidad, que tiene dimensién N y se convierte en espacio normado con la
norma inducida por [, . Dicho espacio normado se identifica totalmente con [ 3’ , pues existe una
obvia biyeccidn lineal entre ambos que preserva la norma. Asi pues, podemos ver el espacio de
Banach lll,v como subespacio cerrado de /,.

Como es la primera vez que aparece, conviene resaltar el criterio que permite identificar
dos espacios normados X e Y. Un isomorfismo isométrico de X sobre Y es una biyeccion
lineal ®: X — Y que preserva la norma, es decir, verifica que ||®(x)|| = ||x|| paratodo x € X .
Como es natural, dos espacios normados se consideran idénticos, cuando son isométricamente
isomorfos, es decir, existe un isomorfismo isométrico de uno sobre el otro. Acabamos de ver
que, para todo N € N, el espacio de Banach / },V es isométricamente isomorfo a un subespacio
cerrado de [,,.
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Pero nos interesa ahora el subespacio de K engendrado por todos los vectores unidad, que
tiene dimension infinita, pero numerable, y se denota por K™, es decir

KM :Lin{en : nEN}

Si definimos el soporte de una sucesiéon x € KN como el conjunto {n € N : x(n) # 0}, es
claro que K estd formado por las sucesiones de soporte finito. Equivalentemente, para una
sucesion x € KV, se tiene x € KM i, y s6lo si, existe m € N tal que x(n) =0 para n > m.

Sabemos que KM » y vamos a comprobar que, de hecho, K (N) es denso en [ »-Laforma

de aproximar cada sucesion x € [, mediante sucesiones de soporte finito es fécil de adivinar:
n

basta usar la serie Z x(n)ey. Si para cada n € N llamamos s, = Zx( j)ej ala n-ésima
n>1 =1

suma parcial de dicha serie, es claro que s, tiene soporte finito, pues s,(k) = O para k > n.

Pero también es claro que s,(k) = x(k) para k < n, con lo que se tiene

[e)

(Ix=sallp)’ = Y [x(k)|”  VneN
k=n+1

El resto de una serie convergente es una sucesion convergente a cero, luego { | x—snllp } — 0.

(N)

Esto prueba que K"/ es denso en [, pero de hecho tenemos algo mds concreto:

m Para 1 < p < oo, cada x € I, se expresa en la forma

X = ix(n)en (8)

como suma de una serie que converge en [, . Ademads, dicho desarrollo en serie es unico

en el siguiente sentido: si x = Z Ope,, donde o, € K para todo n € N y la serie
n=1
converge en [,, entonces o = x(k) para todo k € N.

Hemos probado ya la validez del desarrollo (8), luego s6lo queda comprobar su unicidad.

Sea {0, } la sucesion de escalares del enunciado y fijemos k € N para probar que o = x(k).
n

Si para cada n € N escribimos y, = Z aje;, tenemos por hipotesis { ||y, — x|, } =0 yla

=1
desigualdad (7) nos dice que {yn(k)} — x(k), pero es claro que para n > k se tiene y, (k) = O,
luego { ya(k) } — ot y concluimos que ot = x(k) como se querfa. [ |

Siempre para 1 < p < oo, se tiene K® # 1,,, pues tomando por ejemplo x(n) = 27" para
todo n € N, se tiene x € [,, pero x ¢ KM, Asi pues, el espacio de Banach [, contiene un
subespacio KM, que no es cerrado. Por tanto KM
espacio normado no completo.

, con la norma inducida por /,, es un

El resultado anterior nos va a permitir ahora describir la forma en que el espacio [, depende
del pardmetro p, o lo que viene a ser lo mismo, aclarar la relacion entre los espacios [, para
distintos valores de p. Para ello, supondremos en lo que sigue que 1 < p < g < .
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Para x € [, escribimos x = ||x|, u donde uecl, y ||u|, =1.De (7) deducimos que,
para k € N se tiene |u(k)| < 1, luego

‘u(k)‘q = |u(k)|q7p ‘u(k)‘p < |u(k)’p VkeN

El criterio de comparacion para series de términos positivos nos dice que u € l, y |luly < 1.

ucimos qu ién x x|, = lxll,llully < llxll,. S ido asi u
Deducimos que también x € [, con g p g < p- Hemos obtenido asi una
primera relacion entre los espacios /,,, que se resume en la siguiente implicacion:

I<p<g<e, x€l, = x€lg, x|z <|[x]p 9)

Asi pues, para 1 < p < g < o, vemos que [, estd contenido en /,. Tal inclusion es estricta
como muestran las series armoénicas. En concreto, definiendo x(n) = n~1/p para todo n € N,
es claro que x € [, pero x ¢ [,,. Puesto que K® es denso en I y esté contenido en /,, vemos
que también /, es un subespacio denso en /.

Debe quedar claro que [, estd contenido en /, como espacio vectorial, pero en [, usamos
la norma || -|,, que no coincide con la norma inducida por I, que es la restriccién a [, de
la norma || -||,. Estas dos normas en /, no son equivalentes, pues | - ||, es completa, pero la
norma inducida por /; no lo es, ya que [, no es cerrado en [, como acabamos de ver. Tenemos
asi el primer ejemplo de dos normas en un mismo espacio vectorial, que no son equivalentes.
De hecho, la desigualdad de (9) nos dice que en [,, la topologfa de la norma || - ||, contiene
estrictamente a la inducida por /.

2.3.3. Espacios de sucesiones acotadas

En la discusién anterior sobre espacios de sucesiones, ha quedado excluido el caso p = o,
que ahora vamos a estudiar. Para N € N, recordemos que [ es el espacio de Banach que
se obtiene dotando a K" de la norma del maximo || - ||. Es natural considerar un espacio
de sucesiones en el que podemos definir una norma andloga. Basta trabajar con sucesiones
acotadas y, aunque una tal sucesion puede no tener un término cuyo valor absoluto o médulo
sea maximo, siempre podemos usar un supremo. Denotamos por /. el conjunto de todas las
sucesiones acotadas de escalares, simbdlicamente,

lo = {xEKN : sup{|x(n)| : n €N} < oo}

Es evidente que . es un espacio vectorial, de nuevo subespacio de KY, y probaremos sin
dificultad el siguiente resultado:

= [, es un espacio de Banach con la norma dada por

|x||., = sup {|x(n)| : neN} Vx €l

Esta claro que || - || es una norma en /., cuya complitud vamos a comprobar. Si {x,} es
una sucesion de Cauchy en /.., para cada € > 0 existe nyp € N tal que

nmeN, nm=2ny = [[xy—xmlw<& = |[xu(k)—xu(k)| <& VkeN (10)
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Para todo k € N, vemos claramente que {x,(k)} es una sucesién de Cauchy en K, luego
converge, lo que nos permite definir x(k) = lim x,(k). Obtenemos asf una sucesién x € KV,
n—soo

y la demostracion se concluird comprobando que x € lo y {|[xy — || } — 0. Dado & > 0
tenemos ng € N verificando (10) y fijamos n € N con n > ng. Para todo k € N se tiene

| xa (k) — x(k) | = n}gnw}xn(k)—xm(k)\ <e

luego la sucesion x, —x estd acotada, de donde x = x,, — (x, — x) € L. Pero de hecho tenemos
que |[x, — x| <€, paratodo n € N que verifique n > ng. Esto prueba que { ||x, — x| } —0
como se queria. |

En el espacio L. seguimos teniendo los vectores unidad {e, : n € N}. Por razones que
se irdn comprendiendo mas adelante, cuando el espacio K® de las sucesiones de soporte
finito se considera como subespacio de I, se le denota por ¢, . A diferencia de lo que ocurria
para p < oo, vamos a comprobar que c,, no es denso en /.. De hecho vamos a describir
explicitamente el cierre de ¢, en /..

Si x € ¢,, y fijamos € > 0, ha de existir y € ¢,, tal que ||[x —y|l. < €. Como y tiene
soporte finito, existe m € N tal que y(n) = 0 para n > m. Entonces, también para n > m
tenemos claramente |x(n)| = |x(n) —y(n)| < ||[x —y ||« < €. Esto prueba que nlgllox(n) =0,
lo cual es vilido para todo x € ¢,. Deducimos que c,, no es denso en /., pues abundan las
sucesiones acotadas que no convergen a cero.

Denotamos por ¢, al subespacio de KN formado por las sucesiones convergentes a cero:

¢, = {xEKN : lim x(n) =0}

n—oo

Como toda sucesion convergente estd acotada, ¢, es un subespacio de /.., que consideramos
como espacio normado, con la restriccion de la norma || - ||.. Acabamos de ver que ¢,, C ¢,
y enseguida vamos a comprobar que esta inclusion es una igualdad. De hecho veremos que los
vectores unidad se comportan en ¢, de forma anédloga a como lo hacian en [, para 1 < p <.
Toda la informacién se recoge en el siguiente enunciado:

= El espacio c,, de las sucesiones de escalares convergentes a cero, es un subespacio
cerrado de [, y por tanto un espacio de Banach, cuya norma viene dada por

| x|, = max {|x(n)| : ne N} Vx€c, (11)

Ademds, cada x € ¢, se expresa en la forma

X = ix(n)en (12)

como suma de una serie que converge en c,, y en particular c,, es denso en c,. Por

ultimo, el desarrollo en serie anterior es tnico, es decir: SI x = Z o, e,, donde o, € K
n=1
para todo n € N y la serie converge en c,, entonces 0 = x(k) para todo k € N.
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n
Conviene empezar probando el desarrollo (12). Fijado x € ¢, escribimos s, = Z x(k) e
k=1
para todo n € N, y se trata de probar que {||x— sy ||«} — 0. Para n,k € N se tiene s, (k) = x(k)

cuando k < n, mientras que s,(k) =0 si k > n, luego
|x—sn]lw = sup {|x(k)| : k€N, k>n} VneN

Dado € > 0, existe un m € N tal que |x(k)| < € para k > m. La igualdad anterior nos dice
entonces que para n > m se tiene ||x — syl < €, luego {||x—s,]/~} — 0, como se querfa.

Como s, € ¢, paratodo n € N, tenemos x € ¢, lo cual es valido para todo x € ¢, luego
vemos que ¢, C ¢,,, pero ya tenfamos la otra inclusion, asi que ¢, = ¢, . Por tanto, ¢, es un
subespacio cerrado de /., luego ¢, es un espacio de Banach con la norma inducida por /..

Paratener (11), dado x € ¢, debemos ver que el supremo que define a || x ||, es un méximo,
cosa obvia si x = 0. En otro caso, existe m € N tal que |x(n)| < ||x|~/2 para n > m. Estd
claro entonces que || x|« = |x(k)| paraalgin k € N con k < m, como queriamos.

Sélo queda la unicidad del desarrollo (12). Para x € ¢, supongamos que { |x—vn ||eo } —0,

n
donde y, = Z o;ex paratodo n € N, con oy € K para todo k € N. Fijado k € N, tenemos
k=1
claramente |x(k) —yn(k)| < ||x—yn|l~ paratodo n € N, luego {y,(k)} — x(k), pero es claro
que y,(k) = o para n > k, luego {y,(k)} — a, de donde a; = x(k) como queriamos. W

Veamos finalmente la relacion entre los espacios [, con 1 < p < o y los recién estudiados
para p =oo. Para x € [, la serie Z |x(n)|? es convergente, luego lim |x(n)|” = 0,0loquees
=1 n—oo
lo mismo, x € ¢,. Ademds, sabemos que |x(n)| < || x|/, paratodo n € N, luego | x|l < ||x]|,.
Asi pues, la relacidn buscada es la siguiente

ISp<e=, xel, = xeq, |xfe < llxlp

La inclusién de [, en ¢, es estricta, pues tomando x(n) = 1/log(n+ 1) paratodo n € N, se
tiene x € ¢, pero x ¢ [,. Lasituacion de [, en ¢, es andloga ala que tenfaen [, para p < g < oo.
Concretamente, [, es un subespacio denso en ¢, , pues contiene a ¢, , pero no es cerrado. Con
la norma inducida por c,, vemos que /, es un espacio normado no completo, cuya norma no es
equivalente a || - || ,. De hecho, la topologia de [, contiene estrictamente a la inducida por c,.

2.4. Bases de Schauder y espacios de Banach separables

Considerando el espacio de Banach X =1/, con 1 < p <, 0 bien X = ¢,, observemos
la situacion en X de los vectores unidad. Aunque son linealmente independientes, no forman
una base algebraica de X, pues el subespacio que engendran es K®™ £ X . Sin embargo, la
sucesion {e,} se comporta en cierto modo como una base, pues cada vector x € X se expresa
de manera tinica como una especie de “combinacién lineal infinita” de los términos de nuestra

sucesion: x = Z x(n) ey, expresion que tiene sentido porque la serie converge en la topologia
n=1
del espacio de Banach X. Ello motiva la siguiente definicién.
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Una sucesién {u,} en un espacio de Banach X, es una base de Schauder de X, cuando
para cada x € X existe una tnica sucesién {o, } de escalares tal que

X = Zocnun (13)
n=1

serie que converge en la topologia de X . Se dice que (13) es el desarrollo en serie de x con
respecto a la base de Schauder {u,}.

Por supuesto, la sucesion {e,} de los vectores unidad es una base de Schauder, tanto de / »
para 1 < p < oo, como de ¢, llamada base de vectores unidad de /, o ¢, .

El concepto de base de Schauder es uno de los mas ttiles e importantes en el estudio de
los espacios de Banach, pero por ahora s6lo haremos alguna observacion sencilla sobre dicho
concepto. En lo que sigue fijamos una base de Schauder {u,} de un espacio de Banach X,
escribimos U = {u, : n € N}, y consideramos el subespacio engendrado ¥ = LinU C X.

Cada vector y € Y es combinacion lineal de vectores de U, luego puede escribirse en la

forma y = Z o, u, donde o, € K paratodo n € N yel conjunto {n € N : a,, # 0} es finito,
n=1
lo que obviamente hace que la serie converja. Hemos obtenido asi el desarrollo en serie de y

con respecto a {u,}, que por hipétesis es tinico, lo que tiene dos consecuencias. Por una parte,
el desarrollo en serie de cada vector y € Y con respecto a {u,} se reduce a una suma finita. Por
otra, la expresion de cada vector y € Y como combinacién lineal de vectores de U también es
unica. Esto significa que los vectores de U forman una base del espacio vectorial Y, es decir,
son linealmente independientes y, en particular, u, # 0 para todo n € N. Por tanto, Y tiene
dimension infinita y numerable, es decir, como espacio vectorial se puede identificar con KM,

La definicion de base de Schauder implica claramente que Y es denso en X y vamos a

comprobar que Y # X . Para ello consideramos la serie Z x, donde x, = 27"u, /||u,|| para
n=1

todo n € N. Es una serie absolutamente convergente, ya que ||x,| = 27" para todo n € N,

luego por ser X un espacio de Banach, del criterio de complitud deducimos que dicha serie es

convergente. Escribiendo

oo o0 1
X = X, = — U
L= L,

n=1
tenemos claramente el desarrollo en serie de x con respecto a {u,} en el que ninguno de los
escalares que aparecen se anula. Esto implica que x ¢ Y, pues en otro caso dicho desarrollo
se reducirfa a una suma finita como hemos visto antes. Asi pues, una base de Schauder de un
espacio de Banach X nunca es una base algebraica de X. Mas adelante probaremos un resultado
mads general: un espacio de Banach no puede tener dimensién infinita y numerable.

Por contener un subespacio denso de dimension numerable, todo espacio de Banach con
base de Schauder tendra una propiedad topoldgica, que ahora vamos a comentar. Recordemos
que un espacio topoldgico es separable cuando contiene un subconjunto denso, numerable.
Para espacios métricos, esta propiedad tiene una util caracterizacion:

= Un espacio métrico X es separable si, y solo si, su topologia tiene una base numerable.
En tal caso, todo conjunto no vacio Y C X es separable con la topologia inducida.
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Naturalmente, nos interesa sobre todo el caso particular de un espacio normado, en el que
la separabilidad se caracteriza como sigue.

= Un espacio normado es separable si, y sélo si, tiene un subespacio denso, de dimension
numerable.

Una implicacidn es casi evidente: si X es un espacio normado separable y E es un conjunto
numerable, denso en X, basta tomar ¥ = Lin E para tener un subespacio Y, que obviamente
tiene dimension numerable y es denso en X. Lo interesante es el reciproco, cuya demostracién
es un poco mas laboriosa.

Supongamos que X es un espacio normado, sea Y un subespacio denso en X, de dimension
numerable, que puede ser finita, y sea U un conjunto numerable tal que Y = Lin U. Para
probar que X es separable, usaremos también un conjunto numerable A, denso en K. Por
ejemplo, si K =R puede ser A = (Q, mientras que para K = C, podemos tomar A = Q + i Q.
Fijado n € N, consideramos el conjunto E, de todas las combinaciones lineales de n vectores
cualesquiera de U, con coeficientes en A, es decir:

n
E, = { ZSkuk :neN, §,...,0, €A, ul,...,uneU}
k=1

Vemos que E, es numerable, pues existe claramente una aplicacién sobreyectiva del conjunto
numerable A" x U" sobre E,,. Ademads, usando que A es denso en K, comprobamos facilmente
que E, contiene a todas las combinaciones lineales de n elementos cualesquiera de U .

Lo anterior es valido para todo n € N, luego el conjunto E = |J E, es numerable, por ser
n=1

una unién numerable de conjuntos numerables. Pero ademés, como E,, C E paratodo n € N,

deducimos que E contiene a todas las combinaciones lineales de elementos de U, es decir, se

tiene ¥ = Lin U C E. Finalmente, como Y es denso en X, vemos que X = E, luego E es un

conjunto numerable denso en X. Por tanto, X es separable, como queriamos demostrar. |

Asi pues, todo espacio de Banach con base de Schauder es separable y, en particular, los
espacios de Banach [, con 1 < p <oy ¢( son separables. Durante algtn tiempo, en todos los
espacios de Banach separables conocidos, se disponia de una base de Schauder, lo que llevo al
propio Stefan Banach a preguntar si en todo espacio de Banach separable se puede encontrar una
base de Schauder. El problema, abierto durante mas de cuarenta afios, fue resuelto en 1973 por el
matematico sueco Per Enflo, construyendo una amplia gama de espacios de Banach separables
sin base de Schauder. Volviendo a cuestiones mds sencillas, vemos a continuaciéon un ejemplo
de espacio de Banach que no es separable.

= FEl espacio de Banach .., de las sucesiones acotadas de escalares, no es separable.

Usaremos un hecho bien conocido: el conjunto P(N), de todos los subconjuntos de N, no
es numerable. Para cada J € P(N), denotemos por Y ; € l. a la funcién caracteristica de J, es
decir, la sucesion definida por

xs(n) =1 VnelJ y xs(n) =0 VxeN\J
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Sea ahora B; la bola abierta en I de centro y; y radio 1/2.Para J,K € P(N) con J#K,
existe n € N tal que |y;(n) —xx(n)| = 1,1luego ||xs— %k |~ =1, de donde ByNBx =0. Asi
pues, {B; : J € P(N)} es una familia no numerable de subconjuntos abiertos de ., que son
dos a dos disjuntos. Esto impide que /. pueda ser separable, como vamos a ver.

Si E es un conjunto denso en I, para cada J € P(N) se tiene ENBy # 0, lo que nos permite
elegir y; € ENBy. Claramente la aplicacion J — y, de P(N) en E, es inyectiva, luego E no
es numerable. Hemos probado que ningin subconjunto denso de l. puede ser numerable, es
decir, que /. no es separable. |

2.5. Espacios de funciones continuas

Es facil generalizar la definicion del espacio L. considerando, en vez de sucesiones acotadas,
funciones acotadas en un conjunto arbitrario. Mds concretamente, si I" es un conjunto no vacio,
consideramos el espacio vectorial producto K'', formado por todas las funciones de I" en K,
con operaciones definidas puntualmente, es decir, para x,y € KI' y A €K se tiene:

(x+y)M =x+y® vy ()W) =Ax(y)  Vyel

Denotaremos por l.(I") al conjunto de todas las funciones acotadas de I" en K, que es
evidentemente un subespacio de KT :

lo(I) = {x € KT : sup{|x(y)| : yET} <o}
Es claro que, definiendo

[x]l. =sup {|x(1)| : yET}  Vxela(D)

se obtiene una norma en [ (I") . Exactamente igual que hicimos en el caso I' = N, se comprueba
que dicha norma es completa, obteniendo el siguiente resultado.

= Si T esun conjunto no vacio arbitrario, el espacio l.(I"), de todas las funciones acotadas
de I" en K, es un espacio de Banach, cuya norma viene dada por

x|l =sup {|x(v)| : YeT}  Vxels(I)
Como casos particulares que ya conociamos, tenemos l.(N) = L. y, si para N € N fijo,

tomamos I' = {k € N : k <N}, es claro que I.(I) = 1&.

Volviendo al caso general, conviene observar la convergencia en (). Si x, € l(I") para
todo n € N,y x € (I), fijados n € N y € > 0, la desigualdad ||x,, — x|| < € equivale a que
se tenga |x,(y) —x(y)| < € para todo y € T". Por tanto, la convergencia de {x,} a x se expresa
de la siguiente forma

Ve>0dmeN :n>2m = |x(y)—x(y)| <e Vyel

y esto significa que la sucesion de funciones {x,} converge uniformemente a x en I". Asi pues,
la convergencia en el espacio de Banach I.(I") equivale a la convergencia uniforme en I".
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Nos interesa sobre todo un subespacio de l.(I") que aparece de forma natural cuando I'
estd provisto de una topologia adecuada. Cambiamos la notacion, para usar la mds habitual.

Si K es un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff, es bien sabido que toda funcion
continua f : K — K estd acotada, y la funcién | f| tiene médximo en K. Por tanto, podemos
considerar el subespacio de /.(K) formado por todas las funciones continuas en K con valores
escalares, al que denotamos por C(K). Como la convergencia en /.(K) es la uniforme, que
preserva la continuidad, C(K) es subespacio cerrado de I..(K), luego espacio de Banach con la
norma inducida. Resaltamos la nueva gama de espacios de Banach que acaba de aparecer.

= Si K es un espacio topologico compacto y de Hausdorff, entonces el espacio C(K), de
todas las funciones continuas en K y con valores escalares, es un espacio de Banach con
la norma dada por:

1 fll-e = méx { | f(£)] : 1 €K} vfeC(K)

Cabe destacar por ejemplo el caso en que K = [0, 1] con su topologia usual, la inducida
por R. Por un conocido teorema de Weierstrass, para cada f € C[0,1] existe una sucesién de
funciones polinémicas que converge a f uniformemente en [0, 1]. Por tanto, C[0, 1] tiene un
subespacio denso de dimension numerable, es decir, es un espacio de Banach separable.

2.6. Los espacios de Lebesgue

Para presentar una nueva gama de espacios de Banach, usaremos la medida y la integral
de Lebesgue en el intervalo [0, 1], que suponemos conocidas. Las propiedades fundamentales
de la integral de Lebesgue, recogidas en los teoremas de convergencia, son las que permiten
obtener la complitud de los espacios que vamos a presentar. De hecho, se podria trabajar con la
medida de Lebesgue en cualquier subconjunto medible de RY, con N € N arbitrario, o incluso
con cualquier otra medida, obteniendo resultados similares en algunos aspectos, aunque no en
todos. Sin embargo, preferimos discutir un ejemplo concreto.

Trabajaremos con funciones medibles de [0, 1] en K, identificando funciones que coincidan
casi por doquier (abreviado c.p.d.), esto es, que coincidan salvo en un conjunto de medida nula.
Denotamos por L al espacio vectorial formado por tales funciones. En rigor, los elementos
de este espacio son clases de equivalencia, pero casi siempre las manejaremos como si fuesen
funciones, con las debidas precauciones.

2.6.1. Los espacios L, para 1 < p <eoo

Si e Ly @) € R} para casi todo (abreviado p.c.t.) € [0,1], siempre tiene sentido la
integral de @ sobre [0, 1], o sobre subconjuntos medibles de dicho intervalo, que puede ser .
Fijado p con 1 < p < oo, para f € L se tiene | f|? € L, luego podemos definir,

Lp:{feL:/O]]f(t)|Pdt<oo} (14)

y comprobaremos enseguida que L, es un subespacio de L.
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Para f,g € L, podemos escribir [0,1] = AUB donde A y B son conjuntos medibles y
disjuntos, tales que |g| < |f| c.p.d. en A, mientras que | f| < |g| c.p.d. en B, con lo que
también tenemos | f+g|? < 27 |f|P cpd.enAy |f+g|P? < 2P|g|? c.p.d.en B.Usando
propiedades elementales de la integral, obtenemos

[ 15 vera = [ 150 +0)7a+ [ 170+ 50 7ar
0 A B
<2 [fo1rdi+27 [ g0 dr < o

y esto prueba que f+ g € L,. Por otra parte, es evidente que A f € L, para todo A € K. Por
tanto, L, es un espacio vectorial, subespacio de L.

Con el fin de convertir a L, en un espacio normado, definimos:

1/p
71, = () 1ora) " vrer, 15

y se trata de probar que |- ||, es una norma en L,. Para cualesquiera A€ K y feL,,se
tiene evidentemente |Af ||, = |A| || f||,. Ademads, si f € L, verifica que || ||, =0, se hade
tener f = 0 c.p.d., pero esto significa que f es el vector cero en L, . Por supuesto, esta era la
razon para identificar funciones que coinciden c.p.d. y trabajar con clases de equivalencia. Por
tanto, s6lo queda comprobar que || - ||, verifica la desigualdad triangular. Ello requiere nuevas
versiones de las desigualdades de Holder y Minkowski.

Desigualdad integral de Holder. Si 1 <p <o, f€L, y g €Ly, se tiene:

feeli  con | fef; <|£],

Demostracién. Si || ||, =0, tenemos f =0 c.p.d., luego fg = 0 c.p.d. y no hay nada que
demostrar. Por tanto, suponemos que || f||, = a € RT, y andlogamente, que ||g|,» =B € RT.

La desigualdad de Young nos permite entonces escribir

FO17 | 18]
25 F0s0)] < L 0T

de donde deducimos claramente la desigualdad buscada:

1
f) dt\—/ f(t)|Pdr + /g pdl -+—=1 N
aﬁ/r Wl dr < o [ 10 *B,, 15(0)| s

El siguiente razonamiento también nos recordard al usado para obtener la desigualdad de
Minkowski en su primera version.

p.c.t. 1 €[0,1]

Desigualdad integral de Minkowski. Para cualesquiera f,g € L,, se tiene:

Lr+ell, <71, + el
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Demostracion. Suponemos que p > 1 pues en otro caso el resultado es evidente. Usaremos
la desigualdad obvia

f+el? <|flIf+gl” " + gl |f+gl”!

y aplicaremos la desigualdad integral de Holder a los dos sumandos del segundo miembro.
Observamos que | f+g|?~! € L+, ya que

[0 +s01 ) ar= [0+ s01ra = (17 +8l,)" < =

con lo que al aplicar la mencionada desigualdad obtenemos:

(1F+glp)" = 7 +el”lh < (I F 1+ lelly) (I f+gllp)?”

Si ||f+ g/, =0 no hay nada que demostrar y, en otro caso, dividimos ambos miembros de la

dltima desigualdad por (|| f+g|| p)p/ P~ 0.Como p— (p/p*) = 1, obtenemos exactamente
el resultado deseado. [

Comprobado que || - ||, es una norma en L, la siguiente cuestion clave es su complitud. Se
trata de un resultado bésico en la teoria de la integraciéon que no vamos a demostrar.

Teorema de Riesz-Fischer. Para 1 < p < oo, el espacio L, definido en (14), dotado de la
norma || - ||, dada por (15), es un espacio de Banach.

Los espacios recién presentados, para la medida de Lebesgue en [0,1] o para cualquier
otra medida, se conocen como espacios de Lebesgue. Su complitud tiene utiles consecuencias,
que convirtieron la integral de Lebesgue en herramienta indispensable del Andlisis Matematico,
pero también mostraron la utilidad del estudio abstracto de los espacios de funciones. Es por
ello que la integral de Lebesgue y el teorema de Riesz-Fischer se consideran como dos de las
claves que dieron lugar al nacimiento del Andlisis Funcional.

Para entender mejor la estructura de los espacios de Lebesgue, conviene conocer, igual que
con los espacios de sucesiones, un subespacio comun, denso en todos ellos. Dada una funcién
continua f € C[0,1],y 1 < p < oo, es claro que la clase de equivalencia de f pertenecea L,,.
Ademds, el conjunto {r € [0,1] : f(z) # 0} es abierto, luego si tiene medida nula, ha de ser
vacio. Dicho de otra forma, si f = 0 c.p.d., entonces f es idénticamente nula. Por tanto, si a
cada funcién continua asociamos su clase de equivalencia, obtenemos una aplicacion lineal e
inyectiva de C[0,1] en L,. Como espacio vectorial, podemos por tanto identificar C[0, 1] con
el subespacio de L, formado por las clases de equivalencia que contienen una (y s6lo una)
funcién continua, y escribir C[0,1] C L,,.

Obviamente, la norma inducida por L, en C[0,1] no coincide con la natural de C[0,1], la
norma del maximo, que lo convierte en espacio de Banach. De hecho, ambas normas no son
equivalentes, como consecuencia del siguiente resultado bdsico, que tampoco demostraremos.

» Para 1 < p < oo se tiene que C[0,1] es densoen L,
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2.6.2. Funciones esencialmente acotadas

Veamos ahora el espacio de Lebesgue que corresponde al caso p = o. Es facil modificar la
nocién de funcién acotada, de forma que tenga sentido para clases de equivalencia de funciones
medibles en [0,1]. Para f € L, no tiene sentido decir que f estd acotada, pues ello depende
claramente de la funcién que elijamos como representante de la clase de equivalencia f. Pero
podemos preguntarnos si f estd acotada c.p.d., que es la propiedad con la que vamos a trabajar.

Si €Ly () €Rf pct. t €[0,1], no es dificil comprobar que existe una minima
constante M € R U {0}, verificando que @(r) < M p.c.t. t € [0,1]. Dicha constante recibe el
nombre de supremo esencial de ¢ y se denota por: esssup ¢. Asi pues,

esssup @ = min { M € Rj U{eo} : (t) <M p.ct. 1 €[0,1] }

Decimos que f € L es una funcién esencialmente acotada, cuando esssup |f| < oo, 0 si
se quiere, cuando existe M € Ry tal que | ()| <M p.c.t. ¢ € [0,1]. Denotamos por L., al
conjunto de todas las funciones esencialmente acotadas,

Lo = {f€L:esssup|f| < oo}

que es claramente un subespacio de L. De nuevo se trata de clases de equivalencia, pero las
manejamos como funciones. Para convertir a L., en un espacio normado, definimos

[flle = esssup|f|  Vf€Ls

y se comprueba sin ninguna dificultad que | - ||« €s una norma en L... La complitud es una vez
mas nuestro objetivo, para obtener:

» L., esun espacio de Banach con la norma || - ||e.

Para razonar con claridad, distinguimos entre funciones y clases de equivalencia. Si {F;}
es una sucesion de Cauchy en L.., para cada n € N podemos claramente elegir una funcion f,
en la clase de equivalencia F;, de forma que se verifiquen todas las desigualdades siguientes:

O <Blleey 1 fa() = fu)| < [[Fo=Fnlle  V2€[0,1], Yr,meN

Entonces {f,} es una sucesion de funciones acotadas en [0, 1], pero de hecho vemos que { f,}
es una sucesion de Cauchy en el espacio de Banach 1..[0, 1]. Por tanto {f,} converge en /[0, 1],
es decir, uniformemente en [0, 1], a una funcién acotada f. Como f es medible, da lugar a una
clase de equivalencia F € L., . Finalmente, para todo n € N se tiene evidentemente

| Fy—F |l = esssup|F, — F| < sup {|fu(t) — f(t)| : 1 €Q}
luego de {f,} — f en l.[0,1], deducimos que {F,} = F en L. |

Como subespacio de L., encontramos de nuevo al espacio de funciones continuas C[0, 1],
pero la situacién es muy diferente a la que teniamos para p < co.
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Si f€C[0,1] y M € R, el conjunto { € [0,1] : | f(t)| > M} es abierto, luego si tiene
medida nula, ha de ser vacio. Dicho de otra forma, de |f(¢)| < M p.c.t. t € [0, 1], se deduce
que | f(¢)| < M paratodo t € [0,1]. Tenemos por tanto que

esssup| f| = max {|f(t)| : 1 €[0,1]} vV feClo,1]
Esto significa que, considerando a C|0, 1] como espacio de Banach con la norma del maximo,
al asociar a cada funcién continua la clase de equivalencia a la que pertenece, se obtiene una
aplicacion lineal e isométrica de C[0,1] en L. Por tanto, el espacio de Banach C[0,1] es
isométricamente isomorfo a un subespacio de L.., que obligadamente ha de ser cerrado.

2.6.3. Relaciones entre los espacios de Lebesgue

La dependencia del espacio L, con respecto al pardmetro p es exactamente la opuesta de
la que teniamos para los espacios de sucesiones.

m Para 1l < p < g < o, setiene:

feLy, = feLly, |flly <|flq (16)

Suponiendo primero que g < oo, usaremos la desigualdad integral de Holder, pero con el
exponente r = g/ p > 1. Observamos claramente que

1 - 1 q
| Grry an= [ 15019 = (171)" < =

tuego | £|7 € Ly con || 1717, = (||[l,)*"= (/l7],)"-
Por otra parte, tomamos g(f) =1 p.c.t. € [0, 1], con lo que evidentemente tenemos
1 *
/o g()|"dt =1,  luego  g€Ly, [Igll =1
La desigualdad integral de Holder nos dice que | f|” g € Ly, es decir, f € L,, con

A" = [11A17 gl < AP gl = (1] £1lg)”
y tenemos (16). El caso g = oo es ain mas sencillo, pues para f € L., se tiene
1
[ 1s01rd < (1 7]1)" <

luego f € Ly con || £, < || £ .

De nuevo para 1 < p < g < oo, vamos a comprobar ahora que la inclusiéon L, C L), es
estricta. Con un poco mds de esfuerzo, vamos a obtener un resultado bastante mejor.

m Sil<p<oo,existe feL, talque f ¢ L, para p < g < o
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Empezamos considerando la funcién medible g : [0, 1] — ]Ra' definida por

sf)= —— Vielo.12]  y  g()=0 Vie]l/2,1]U{0}
t (log t)

Fijado n € N con n > 3, el cambio de variable r = 1 /s nos permite escribir

1 1/2 dt n d —I rk+1 d
/g(t)dIZ/ ANV —Sz:Z/ ——
1/n 1/n 1 (logt) 2 s(logs)” k=27t s(logs)

Para k€ Ncon 2<k<n—1ys¢€ [k, k+1] setiene s(logs)2 > k(logk)z,dedonde

/1 (1) nil/kﬂ ds nil 1
t)dt = 2 <y
yn® & s(logs)® T S k(logk)?

El teorema de la convergencia monétona nos permite ahora concluir que

IRC 8() I —
g(t)dt = lim g(t)dt < lim — = —— < ®
0 n=ee i jn noe= k(logk)® i k(logk)®
1
pues sabemos que la serie de Riemann Z ———— es convergente.

k>2 k (log k)
Por otra parte, fijemos r € R con 1 <r <2 y seade nuevo n € N con n > 3. El mismo
cambio de variable usado antes nos permite ahora escribir

1 1/2 dt n ds n=1 k41 ds
/ g(t)’dtZ/ YAy ﬁzz/ 27 (log s\ 2
1/n 1/n tr(logt) 2 527 (log s) i=Jk 5277 (log s)

Para s € [k, k+1] con k=2,...,n—1,usamos que s>~ (log s) o (k+1)2_r(log(k+1))2r
con lo cual obtenemos ahora

1 n— l n 1
/1/n ; (k+1)2" (log(k+1))” k; k27 (log k) >

1
Esta vez la serie de Riemann Z ————, diverge, yaque 2—r <1,y el teorema de la

>3 k2T ( log k)
COHVergenCla mondtona nos da

1
g(t) dt = lim )'dt > = oo
En resumen viendo ya a g como clase de equivalen01a, hemos probado que g € Ly pero g ¢ L,
para 1 <r<2.Usando (17) tenemos que g ¢ L, para 1 < r < oo. Ahora, para 1 < p < o basta
tomar f = gl/p. En efecto, como g € L setiene f€L,,ysi p<g <o, tomando r=¢q/p>1
tenemos g ¢ L,, luego f ¢ L, y, con mds razon, f ¢ Le. [ |

—_

Asi pues, para 1 < p < g < oo, la relacion entre los espacios L, y L, es la misma que
habia entre los espacios de sucesiones [, y [;, pero con la inclusién en sentido opuesto.
Concretamente, L, es un subespacio denso de L,, porque contiene a C[0,1], pero L, # L,,.
Por tanto L, con la norma inducida por L, es un espacio normado no completo, cuya topologia
estd contenida estrictamente en la de la norma || - ||,.
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2.6.4. Relacion con los espacios de sucesiones

El siguiente resultado nos da una clara relacion entre dos de las gamas de espacios de Banach
que hemos presentado.

= Para 1 < p < o se tiene que [, es isométricamente isomorfo a un subespacio de L, .

Sea {J,} una sucesién de intervalos abiertos no vacios, contenidos en [0, 1] y dos a dos
disjuntos. Para cada n € N, sea Y, : [0,1] — R la funcién caracteristica de J, y p, € R la
longitud de J, . Por ejemplo, para todo n € N podemos tomar

S ] o
" n+1n Y pn_n(n—f—l)

En el caso p < 0, fijado x € [,,, consideramos la funcién f : [0,1] — ]RE)L dada por

=L 1)

La serie converge puntualmente porque, fijado ¢ € [0, 1], al estar usando intervalos dos a dos
disjuntos, vemos que el conjunto {n € N : x,(¢) # 0} tiene a lo sumo un elemento. Por la
misma razén se tiene también que

> |x(n)|P
|fx’p: Z MXn
n=1 Pn

Entonces f es medible, por ser el limite puntual de una sucesién de funciones medibles, y el
teorema de la convergencia mondétona nos permite escribir

JECIE Wy RTCES WEDLEE

Viendo a f, como clase de equivalencia, tenemos por tanto fy € Lp, lo cual es valido para toda
sucesion x € [,. Pero de hecho vemos que || f;||, = ||x||, para todo x € [,, donde no hay
problema en denotar por || ||, alanormade L, y también alade [,. La aplicacién x — f es
evidentemente lineal, luego es un isomorfismo isométrico de [, sobre un subespacio de L.

En el caso p =0, para cada x € L., en vez de (17) definimos

De nuevo la serie anterior converge puntualmente en [0, 1], luego f; es medible. También
es claro que | f;(t)| < sup {|x(n)| : n €N} = | /x| paratodo ¢ € [0,1]. Por tanto, viendo f;
como clase de equivalencia, tenemos fy € Lo, con || fy |l = esssup| fi| < ||x|lw. Ademads,
dado n € N, tenemos por una parte fy(r) = x(n) p.c.t. t € J,, y por otra | fi(t)| < || fx|le
también p.c.t. € J,. Como J, tiene medida positiva, se deberd tener |x(n)| < || fx ||, lo cual
es vdlido para todo n € N. Concluimos que || fi || = || X ||« para toda sucesién x € ., luego
la aplicacion x — fy es un isomorfismo isométrico de /. sobre un subespacio de L. [



