4

Tema

Supremo e infimo. Numeros irracionales

Completamos en este tema la presentacion de los nimeros reales, estudiando las propiedades
mads importantes de R, las que se deducen del axioma del continuo. Para aplicar comodamente
dicho axioma usaremos las nociones de supremo e infimo, imprescindibles en Andlisis.

La existencia de nimeros irracionales, es decir, de nimeros reales que no son racionales,
serd nuestro primer objetivo. Encontraremos de forma explicita una amplia gama de nimeros
irracionales.

Después intentaremos entender la distribucion de los nimeros racionales e irracionales sobre
la recta real. Probaremos que todo nimero real se puede aproximar por nimeros racionales.

Finalmente haremos un breve estudio de los subconjuntos de R que mds utilidad tendran
en lo que sigue, los intervalos, y concluiremos probando que R no es numerable, con lo que
quedard claro que los nimeros irracionales abundan mucho mds que los racionales.

4.1. Las nociones de supremo e infimo

El axioma del continuo tiene un significado intuitivo muy claro, pero casi nunca se usa tal
como lo hemos enunciado. Para aplicarlo con mas comodidad sirven las nociones que ahora
vamos a presentar.

Dado un conjunto no vacio A C R, se dice que A estd mayorado cuando existe y € R tal
que y > a paratodo a € A. En tal caso decimos también que y es un mayorante de A, asi que
A estd mayorado cuando admite un mayorante. Andlogamente decimos que A estd minorado
cuando admite un minorante, esto es, un x € R tal que x < a paratodo a € A. Cuando A estd
mayorado y también minorado, decimos que A esta acotado.

Resaltamos la relacién entre las nociones de mayorante y maximo, o de minorante y minimo.
La diferencia esencial estriba en que un mayorante o minorante de un conjunto no tiene por qué
pertenecer al conjunto. De hecho, si un conjunto A de nimeros reales tiene maximo, entonces
max A es el dnico elemento de A que es mayorante de A. Andlogamente, el minimo de un
conjunto, si existe, es el inico minorante de dicho conjunto que pertenece al mismo.
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Veamos algunos ejemplos sencillos de las nociones recién introducidas. El conjunto R no
estd mayorado ni minorado. El conjunto R~ estd mayorado pero no minorado, el conjunto de
sus mayorantes es Rg y ninguno de ellos pertenece a R™, de ahi que R~ no tenga maximo.
El conjunto Rar no estd mayorado, el conjunto de sus minorantes es R, , 0 = min ]R(J)r y todos
los elementos de R™ son minorantes de Rg que no le pertenecen. Finalmente, el conjunto
A={a€eR:0<a< 1} estdacotado, Ra es el conjunto de los minorantesde A y 0 =minA;
el conjunto de los mayorantes de A es {y € R:y > 1} y A no tiene méaximo.

Es obvio que si y es un mayorante de un conjunto A y tomamos z € R con z > y, también
z es mayorante de A, pero al sustituir y por z hemos perdido informacién. Podriamos decir
que un mayorante es tanto mds util cuanto mas pequefio sea, lo que nos lleva a preguntarnos
si el conjunto de los mayorantes tiene minimo. Andlogamente, para un conjunto minorado,
podemos preguntarnos si el conjunto de sus minorantes tiene maximo. El axioma del continuo
nos permitird contestar afirmativamente ambas preguntas:

Teorema (Existencia de supremo e infimo). Si A es un conjunto de niimeros reales no vacio
y mayorado, entonces el conjunto de los mayorantes de A tiene minimo, que recibe el nombre
de supremo del conjunto A y se representa por sup A.

Andlogamente, si A es un conjunto de niimeros reales no vacio y minorado, entonces el
conjunto de los minorantes de A tiene mdximo, que recibe el nombre de infimo del conjunto A
y se representa por inf A.

Demostracion. En efecto, sea A un conjunto no vacio y mayorado de niimeros reales, y sea
B el conjunto de todos los mayorantes de A. Por definicién de mayorante tenemos a < b para
cualesquiera a € A y b € B. El axioma del continuo nos proporciona un x € R verificando que
a < x < b, también paratodo a € A y todo b € B. Pero entonces estd claro que x es mayorante
de A y es menor o igual que cualquier otro mayorante de A, luego es el minimo del conjunto
de los mayorantes de A, como queriamos. Para la existencia del infimo se razona de manera
andloga, usando un conjunto minorado y el conjunto de sus minorantes. |

Naturalmente, si A es un conjunto de nimeros reales no vacio y acotado, entonces A tiene
supremo e infimo, siendo evidente que: infA < supA.

La siguiente observaciéon ayuda a comprender rdpidamente la utilidad de las nociones de
supremo e infimo. Si 0 # A C R, estd claro que un y € R es mayorante de A si, y sélo si,
y = sup A, luego el conjunto de los mayorantes de A es {y € R : y > sup A}. Por definicién de
mayorante, tenemos la siguiente equivalencia: a <y Va€A <= supA < y.Obsérvese que
a la izquierda de esta equivalencia tenemos tantas desigualdades como elementos de A, pero
mirando a la derecha, la nocién de supremo nos ha permitido reducir todas esas desigualdades
a una sola. Para el infimo tenemos por supuesto la equivalencia andloga: dados un conjunto no
vacio ACR yunx€R,setieneque x < a YVacA <= x < infA.

Aprovechando esta observacion, veremos que el teorema anterior es equivalente al axioma
del continuo, pero permite comprenderlo mejor. Sean pues A y B subconjuntos no vacios de R
tales que a < b paratodo a € A y todo b € B. Claramente, todo elemento de B es mayorante de
A y todo elemento de A es minorante de B. En particular, A estd mayorado y B estd minorado,
luego el teorema anterior nos permite considerar el supremo de A y el infimo deB.
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Mas atn, dado b € B, sabemos que b es mayorante de A, luego sup A < b. Pero entonces
vemos que sup A es minorante de B, luego sup A < inf B. Reciprocamente, si sup A < inf B, se
tendrd a < sup A < inf B < b para cualesquiera a € A y b € B. De entrada, el teorema anterior
nos ha permitido resumir la hipétesis sobre A y B en una sola desigualdad: supA < infB.

La tesis del axioma del continuo, que ahora queremos obtener, nos dirfa simplemente que
existe x € R que es ala vez mayorante de A y minorante de B, pero sin darnos mds informacion,
sin permitirnos decidir por ejemplo si x es Unico. Sin embargo, que x sea mayorante de A
equivale a que se tenga sup A < x, y que sea minorante de B equivale a x < inf B. Asi pues la
condicion que debe cumplir x es, ni mds ni menos, que sup A < x < inf B. Por supuesto, al ser
sup A < inf B, podemos asegurar que tal x existe y hemos deducido el axioma del continuo del
teorema anterior. Pero ahora tenemos una informacién mds precisa: si sup A = inf B, esta claro
que x es Unico, pero si sup A < inf B, conocemos todas las posibles elecciones de x.

4.2. Relacion con las nociones de maximo y minimo

Vamos ahora a explicar con detalle la relacién entre las nociones de supremo y maximo, o
de infimo y minimo.

Si un conjunto no vacio A C R no estd mayorado, no podrd tener maximo ni supremo,
asi que supongamos que A estd mayorado, con lo que sabemos que tiene supremo y podra
tener maximo o no. Si A tiene maximo, entonces max A es un mayorante de A, pero como
max A € A, todo mayorante de A serd mayor o igual que max A, asi que supA = maxA yen
particular, sup A € A. Reciprocamente, si supA € A, entonces sup A es un mayorante de A
que pertenece al conjunto A, luego A tiene maximo, y de nuevo max A = sup A.

En resumen, para un conjunto A C R, no vacio y mayorado, hemos comprobado que A tiene
mdximo si, y solo si, supA € A, en cuyo caso max A = sup A. Andlogamente, un conjunto no
vacio y minorado A C R tiene minimo si, y sélo si, inf A € A, en cuyo caso, min A = inf A.

La relacion recién comentada explica que usemos el supremo o el infimo de un conjunto
como suceddneo de un maximo o minimo que no existe, o al menos no sabemos si existe.
A este respecto puede ser ttil un paralelismo que vamos a establecer entre la definicién del
maximo de un conjunto y una caracterizacion del supremo que se comprueba sin dificultad. Si
0#ACRYyaeR,setiene

i a<oaVacA a<aVacA
0 =mixA & o =SsupA & n
acA VecR"dacA:au—e<a
Mientras el médximo de un conjunto pertenece al conjunto, el supremo sélo ha de tener elementos
del conjunto “tan cerca como se quiera”. La comparacion entre minimo e infimo es andloga:
azoVaecA a>0oVacA

o0 =minA & o =infA &
acEA VecRtJacA :a<a+¢

Un ejemplo que ya hemos usado anteriormente sirve para ilustrar las nociones de supremo
e infimo y su relacién con las de méximo y minimo. Para el conjunto A={a € R: 0<a < 1}
se tiene que minA =infA =0, supA=1¢ A y A no tiene maximo.
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4.3. Raiz n-ésima

Como primera aplicacién de la existencia de supremo, vamos a probar una importante
propiedad de los nimeros reales positivos:

Teorema (Existencia de raiz n-ésima). Dado n € N, para cada x € R existe un tinico
y € RT tal que y" = x. Se dice que y es la raiz n-ésima de x, simbdlicamente: y = J/x.

Demostracion. Empezamos con dos observaciones sencillas. La primera es la siguiente:
SeR,0<8<1 = (148 < 143518 VkeN (1)

Esta desigualdad se comprueba facilmente por induccién. Para k = 1 es evidente, de hecho
tenemos la igualdad. Suponiendo que la desigualdad es cierta para un k € N, tenemos

(18! = (148 (1+8) <(1+35"8)(1+9)
— 143518 1 843K 182 <1+ 3k 1§ £ 3K 1§ 4 3k 15 = 1 4 3%§

donde hemos usado que 31> y que 82 <8, por ser 0 < 0 < 1. Tenemos asi la desigualdad
buscada para el nimero natural k+ 1.

Fijado ya n € N, vamos con la segunda observacion:
PER, p>1 = ISR : (1+8)"<p (2)

En efecto, si p > 1+ 3""!, basta tomar & = 1 y aplicar la desigualdad (1). Si p < 1+3""!
tomamos 8= (p—1)/3""!, conloque 0 <3< 1y (1)nosdiceque (1+8)" < 1+3" 1§ =p.

Entramos en la demostracién propiamente dicha. Dado x € R, supongamos de momento
que x > 1, lo que hace que el conjunto A = {z € R : 7 < x} no sea vacio, pues 1 € A.
Ademds, para z € R con z > x, se tiene z" > x">xy z¢ A, luego x es mayorante de A.
Podemos pues definir y =sup A > 1,y veremos que y" = x, comprobando que, tanto si y" < x
como si y" > x, se llega a contradiccion.

Suponiendo y" < x podemos aplicar (2) con p =x/y" > 1, obteniendo un 8 € R™ tal que
(1+8)" <x/y", es decir, ((1+38)y) " < x. Pero entonces la definicién del conjunto A nos dice
que (1+3)y € A, de donde (1+8)y < supA =y, lo cual es una contradiccién, porque & € R,

Suponiendo y” > x aplicamos también (2) pero con p =y"/x > 1, obteniendo un 8 € R
que ahora verifica (1+406)" < y"/x. Escribiendo para abreviar w =y/(1+9), tenemos x < w”.
Para z € A se tendrd 7" < x < w", luego z < w. Pero entonces w es un mayorante del conjunto
A y por tanto w > sup A =y, es decir, otra vez y > (1 + )y, la misma contradiccion.

Queda pues comprobado que y" = x, como queriamos.

Si 0<x<1,tenemos 1/x> 1 luego, por lo ya demostrado, existe u € R* tal que u" = 1/x,
y basta tomar y = 1/u € R™ para tener y" = x.

Finalmente, la unicidad de y esté clara: para z € RT con z # y, o bien z < y, con lo que
7" <y"=x,obien z>y, conlo que z" > y" = x; en cualquier caso z" # x. m
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SixeRT y n =1, la afirmacidn del teorema anterior es obvia: \‘/)_c —x.Para n =2 tenemos
la raiz cuadrada y escribimos /x en lugar de /x. Para n = 3 tenemos la raiz ciibica +/x, para
n =4 la raiz cuarta /x, etc. Aunque el teorema anterior s6lo nos da estas raices para x € R,
podemos buscar ahora, para cualesquiera x € R y n € N, las soluciones reales de la ecuacion
y" = x. En ciertos casos, esto nos permitird extender la definicién de raiz n-ésima.

Para x = 0, dicha ecuacion tiene solucién Unica, y = 0, luego es coherente definir V0o=0
para todo n € N. Para x € R* hemos de distinguir dos casos:

Si n es par, tenemos (—y)"” = y” > 0 para todo y € R. Por tanto, para x € R™, la ecuacién
y" = x no tiene soluciones reales, mientras que para x € R, tiene exactamente dos: y = £ /x.

Si n es impar, es claro que y" € R™ paratodo y € R™, asi como que (—y)" = —y" para todo
y € R. Por tanto, para x € R™, la ecuacién y" = x no tiene soluciones negativas, luego y = {/x

es su tnica solucion real. Para x € R™, vemos que la ecuacion y"” = x equivale a (—y)”" = —x,
cuya unica solucién real es, segin hemos visto, y = —+/—x. Por tanto, es coherente definir

/x = —/—x, de forma que /x siga siendo la tnica solucién real de la ecuacién y" = x.

Resumiendo toda la discusion anterior, para n € N, la raiz n-ésima de un nimero real x,
denotada siempre por /x, ha quedado definida en los siguientes casos:

» Cuando n es impar. Entonces, para todo x € R, {/x es el inico y € R que verifica y" = x.
Equivalentemente, para x,y € R se tiene que y” = x si, y s6lo si, y = {/x.

» Cuando n es pary x € R{, en cuyo caso /x es el tnico y € R(J{ que verifica y" = x, asi
n

que la igualdad y = {/x equivale a dos condiciones: y >0y x = y".

4.4. Numeros irracionales

Recordemos que los niimeros reales que no son racionales se denominan irracionales, asi
que el conjunto de los nimeros irracionales es R\ Q. Para tener ejemplos, empezamos viendo
que V2 €R \ Q. El siguiente razonamiento se atribuye a Hipaso de Metaponto, miembro de la
escuela pitagoérica (siglo V a.C.).

Supongamos que /2 € Q para llegar a contradiccién. Podemos entonces escribir v/2 = p/q
donde p,q € N son primos entre si, de forma que la fracciéon p/q sea irreducible. Puesto que
p? =24%, vemos que p* es par, luego p también es par. Escribiendo entonces p = 2k con
h € N, tendremos 2¢*> = p? = 4h?> de donde ¢*> = 2h*. Entonces ¢> es par, luego ¢ es par y
hemos llegado a una contradicciéon: p y g son pares, luego no son primos entre si.

Usando esencialmente el mismo razonamiento, podemos llegar mas lejos:
» Dados n,m € N, W es un niumero natural o un nimero irracional.
Bastard probar que si \/m € Q, entonces {/m € N. Siguiendo la pista del razonamiento anterior,

es natural expresar y/m como una fraccién irreducible, lo cual es bastante fécil, basta pensar
que una fraccion es irreducible cuando su denominador es el mds pequefio posible.
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Por hipétesis, el conjunto {k € N : k/m € N} no es vacio, lo que nos permite definir
g = min{k €N : ky/m € N}

Tomando entonces p = g/m, tenemos que p € N y obviamente /m = p/q. La demostracion
se concluird probando que ¢ =1, con lo que /m = p € N.

Supongamos por el contrario que g > 1, en cuyo caso ha de existir un nimero primo s > 1
que divide a ¢ (si el propio ¢ fuese primo tomariamos s = ¢g). Puesto que p" = mqg" vemos
que s divide a p", pero al ser s un ndmero primo, esto implica que s divide a p. Escribiendo
p=shy q=sk con hk € N tenemos evidentemente /m = h/k, luego ky/m =h € N, es
decir, k pertenece al conjunto cuyo minimo es ¢, una contradiccién: k > g = sk > k. [ |

Podemos ya poner en marcha toda una “fabrica” de nimeros irracionales. Fijados n,k € N,
para cualquier m € N que verifique k" < m < (k+ 1)" tendremos k < /m < k+ 1 luego
Wm ¢ N, asi que /m € R\ Q. Por ejemplo, tomando n =2 y k = 1 obtenemos que 2 y
v/3 son niimeros irracionales, con k = 2 obtenemos que /m € R\ Q para m=5,6,7,8,y asi
sucesivamente. Pero también podemos usar raices cibicas: /m € R\ Q para todo m € N que
verifique 1 <m < 8§, obien 8 <m < 27, etc.

Aun podemos incrementar nuestra coleccion de nimeros irracionales si pensamos que,
tomando o € R\ Q y r,s € Q con s # 0, se tiene que r+so € R\ Q. En efecto, si fuese
r+sa=t € Q tendriamos o = (t —r) /s € QQ, una contradiccion.

Tomando s =1 en la afirmacién anterior, vemos que la suma de un nimero racional con un
irracional es irracional, mientras que tomando r = 0 obtenemos que el producto de un nimero
irracional por un racional no nulo es irracional. Conviene aclarar que la suma de dos nimeros
irracionales puede ser racional o irracional. Por ejemplo, 1++/2 y 1 —+/2 son irracionales,
pero su suma es 2. Por otra parte, v/2+ /2 = 2+/2 € R\ Q. También es claro que el producto
de dos nimeros irracionales puede ser racional o irracional.

4.5. Propiedad arquimediana

Es natural preguntarse como situar los nimeros irracionales en la recta real, algo que ya
hicimos con los racionales, mediante una facil construccién geométrica. Obtendremos suficiente
informacion como para seguir aceptando la interpretacion geométrica de los nimeros reales
como puntos de una recta. Sin embargo, conviene comentar que el problema no es nada fécil:
para la inmensa mayoria de los nimeros irracionales no es posible construir geométricamente
los correspondientes puntos de la recta. Por citar un ejemplo famoso, uno de los problemas
clasicos de la geometria, que los matemadticos griegos dejaron sin resolver, el problema de la
duplicacién del cubo, consiste en construir geométricamente un segmento de longitud v/2 y
hoy sabemos que eso no es posible.

Empezamos probando la propiedad arquimediana de R: el conjunto N no estd mayorado,
es decir, para cada x € R existe n € N tal que n > x. Su interpretacion geométrica es facil
de admitir: al subdividir un segmento en partes iguales, conseguimos segmentos tan pequefios
como queramos. El sabio griego Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) obtuvo gran provecho
de esta propiedad.
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Para r € Q es fécil encontrar un niimero natural mayor que r: o bien r < 0 < 1, o bien
r=p/q con p,q € N, en cuyo caso r < p+ 1. Para los irracionales esto no parece tan evidente,
pero probaremos facilmente algo mds general:

Teorema. Sea A un conjunto no vacio de niimeros enteros.

(i) Si A estd mayorado, entonces A tiene mdximo. En particular, N no estd mayorado.
(ii) Si A estd minorado, entonces A tiene minimo.
(iii) Si A estd acotado, entonces A es finito.

Demostracion. Para probar (i) usamos la existencia de supremo: sea z = sup A. Como
z—1 no es mayorante de A, existe k € A tal que z—1 < k. Para a € A, se tiene entonces
a < z7<k+1 de donde, por ser a y k nimeros enteros, deducimos que a < k. Hemos visto asi
que k = max A. Estd claro ahora que N no puede estar mayorado, puesto que no tiene maximo.
La demostracion de (ii) es andloga, usando la existencia de infimo. Alternativamente, basta
aplicar (i) al conjunto mayorado B={—a : a € A}, y observar que min A = —méx B.

Finalmente, si A estd acotado, podemos tomar p = min A y definir f(a) =a— p+ 1 para
todo a € A, obteniendo una aplicacién f: A — N que claramente es inyectiva, asi que A es
equipotente a f(A) y bastard ver que f(A) es finito. Ahora bien, tomando ¢ = mdx A tenemos
claramente f(a) < ¢— p+1 paratodo a € A, luego f(A) es finito por estar contenido en el
conjunto finito {n e N: n<g—p+1}. |

Veamos una consecuencia facil del teorema anterior que serd muy util. Fijado x € R, el
conjunto {k € Z : k < x} no es vacio, pues tomando n € N tal que —x < n, es claro que —n
pertenece a dicho conjunto. Tenemos asi un conjunto de niimeros enteros no vacio y mayorado,
luego tiene maximo, que recibe el nombre de parte entera de x,y se denota por E(x). Asi pues:

E(x) =max{k€Z :k<x} VxeR
Tenemos claramente que E(x) € Z y E(x) < x < E(x)+ 1. De hecho, es facil ver que E(x) se
caracteriza por esas dos condiciones: es el tnico k € Z que verifica k <x <k—+1.

Para x € R\ Q, ya sabemos algo sobre la situacion de x en la recta real: debe ser un punto del
segmento de extremos E(x) y E(x)+ 1. Enseguida afinaremos mucho mejor esta informacién.

4.6. Densidad de Q en R

Como principal consecuencia de la propiedad arquimediana, vamos a probar que entre cada
dos nimeros reales distintos, siempre existe un nimero racional. Es costumbre referirse a esta
propiedad diciendo que QQ es denso en R.

Mis concretamente, dado un conjunto D C R, se dice que D es denso en R cuando, para
cualesquiera x,y € R con x < y, existe d € D tal que x < d < y. Pues bien, vamos a probar que
Q es denso en R y, con poco esfuerzo adicional, veremos que también R\ Q es denso en R.

Teorema (Densidad de Q y de R\ @ en R). Para cualesquiera x,y € R con x <y, existen
reQy B eR\Q verificando que x <r <p <y.
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Demostracion. Para encontrar r, sea n =E (1 /(y —x)) + 1, que claramente verifica n € N

y n>1/(y—x), luego 1/n < y—x. Tomando ahora p = E(nx)+ 1 € Z, comprobaremos
enseguida que x < p/n <y, luego para r = p/n tendremos r € Q y x < r < y. En efecto:

nx _p_ nx—+1

x:_<_\
n n n

1
=xt o <xt(y-x) =y

Para encontrar 3, aplicamos otra vez lo ya demostrado, para obtener s € QQ tal que r < s <y.
Fijado o0 € R\ Q con 0 < o < 1 (por ejemplo &= +/2— 1), basta tomar B = r+ (s — r)a, para
tener claramente BER\Q y r< P <s<y. [

La interpretacién geométrica de la densidad de Q en R es bien clara: en cualquier segmento
cuyos extremos no coincidan, podemos encontrar puntos que se corresponden con nimeros
racionales. La siguiente consecuencia inmediata del teorema anterior es importante, pues pone
de manifiesto como podemos obtener todos los nimeros reales a partir de los racionales:

» Para todo x € R se tiene: sup{reQ :r<x} =x=imf{scQ:s>x}.

Veamos una igualdad, la otra se prueba de forma andloga. El conjunto A = {r € Q : r < x} no
es vacio y x es mayorante de A. Poniendo z = sup A, tenemos z < x, pero si fuese z < x, la
densidad de Q en R nos darfa un r € QQ tal que z < r < x, pero entonces r € A y z no seria
mayorante de A, una contradiccion. Luego z = x como queriamos. |

Volvamos a la interpretacion geométrica de los nimeros reales. Situados sobre la recta los
numeros racionales, queremos convencernos de que cada nimero real se corresponde con un
unico punto de la recta, y viceversa. Para que se entienda la explicacién que sigue, conviene
recordar que el axioma del continuo se interpreta con una propiedad muy intuitiva de la recta,
que debemos admitir: la recta no tiene “huecos”. Ldégicamente, debemos admitir también la
interpretacion geométrica de la densidad de Q en R, ya comentada.

Pues bien, dado x € R, los conjuntos Ay ={reQ : r<x} y By={s€Q : s> x} estdn
situados sobre la recta, de forma que A, estd enteramente a la izquierda de B,. Como la recta no
tiene huecos, entre A, y B, ha de haber un punto P de la recta. Pero si Q fuese otro punto en la
misma situacion, en el segmento de extremos P y Q no habriamos situado nimeros racionales,
contra lo que habiamos admitido. Por tanto P es tnico y es claramente el punto de la recta donde
debemos situar el nimero real x. Es ahora facil convencerse de que, de esta forma tenemos una
correspondencia biunivoca entre nimeros reales y puntos de la recta.

Admitido que todos los puntos de una recta se corresponden con niimeros reales, vemos que
la longitud de cualquier segmento puede expresarse como un nimero real (positivo). De manera
mads general, en vez de la longitud, podemos considerar otras magnitudes fisicas: tiempo, masa,
energia, temperatura, carga eléctrica, etc. Los numeros reales permiten medir cualquier cantidad
de una magnitud fisica, es decir, cuantificar la relacion entre dicha cantidad y una fija que se
toma como unidad. Tenemos asi una interpretacion fisica de los nimeros reales. Obsérvese
que para magnitudes con signo, como la carga eléctrica, necesitamos usar también los nimeros
reales negativos.
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4.7. Intervalos

Vamos a presentar una coleccion de subconjuntos de R, que usaremos con frecuencia.
Reciben el nombre genérico de intervalos y tienen una interpretacion geométrica bien clara.
Ademads de R y el conjunto vacio, que ambos son intervalos, tenemos:

= [os segmentos, o intervalos acotados, cuyos extremos pueden ser dos puntos cualesquiera
a,b € R, con a < b. Pueden ser de cuatro tipos:

Cerrado: [a,b] ={xeR :a<x<b}
Abierto: la,b|={x€R :a<x<b}
Semiabierto por la izquierda: |a,b] = {x € R : a <x < b}

e Semiabierto por la derecha: [a,b[={x € R : a <x < b}
= Las semirrectas, cuyo origen es un punto cualquiera a € R. También hay cuatro tipos:

e Hacia la derecha, cerrada: [a,+oo[={x€R :a<x}
e Hacia la derecha, abierta: |a,+oo[={x €R : a < x}
e Hacia la izquierda, cerrada: | —o,a]l ={x € R : x < a}

e Hacia la izquierda, abierta: | —e,a]={x€R : x < a}

Como es la primera vez que aparecen, debe quedar claro que los simbolos, —co y +co son
exactamente eso, simbolos, sin mas significado que el que les demos en cada momento.

Obsérvese que, para a € R, se tiene [a,a] = {a} mientras que ]a,a[= [a,a[=]a,a] = 0.
Se entiende por intervalo no trivial un intervalo que no es vacio ni se reduce a un punto. Asi
pues, los intervalos no triviales son: la recta, todas las semirrectas y todos los segmentos cuyos
extremos sean distintos.

Vamos a obtener ahora una util caracterizacion de los intervalos, es decir, un criterio que nos
permite decidir si un subconjunto de R es o no un intervalo, independientemente del tipo de
intervalo de que se trate. Dicho de forma intuitiva, un subconjunto de R es un intervalo cuando,
siempre que contenga dos puntos distintos, ha de contener todos los intermedios:

» Dado un conjunto I C R, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) I es un intervalo
(ii) Para cualesquiera x,y € I con x <y, si z € R verifica x <z <y, entonces 7 € 1.

La afirmacién (i) = (ii) es casi evidente. Si / =0 o I =R, es obvio que [ verifica (if). En
otro caso I viene definido por una o dos desigualdades (segtn se trate de una semirrecta o de un
segmento) que pueden ser estrictas o no. Ahora bien, para x,y € I con x <y, si z € R verifica
x < z <Yy, puesto que tanto x como y cumplen las desigualdades que definen a /, es claro que
también z ha de verificarlas, luego z € I. Por ejemplo, en el caso I = [a,b[ con a,b € R, a < b,
tendriamos a < x <z <y < b, luego z € I. Los demds casos son andlogos.
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(if) = (i). Supongamos que I C R verifica la condicién (ii) para ver que I es un intervalo,
cosa que obviamente ocurre cuando / = Q. Para I # 0 pueden darse cuatro casos, segin [ esté
0 no mayorado y minorado:

(a) I no estd mayorado ni minorado. Dado z € R, puesto que z no puede ser minorante
ni mayorante de I, existird un x € [ tal que x < z, asi como un y € [ tal que z < y.
Deducimos de (ii) que z € I, pero z € R era arbitrario, luego I =R es un intervalo.

(b) I estd minorado pero no mayorado. Tomamos a = inf/ siendo claro que I C [a,+oo][.
Por otra parte, para z €]a,+oo| se tiene que z no puede ser minorante de I, luego existe
x €1 tal que x < z. Pero z tampoco puede ser mayorante de / luego existe y € I tal que
z <y.La condicién (ii) nos dice que z € I, con lo que tenemos |a,+oo[C I C [a,+oo[.
Ahora s6lo pueden darse dos casos: o bien a € I, con lo que I = [a,+oo[, 0 bien a ¢ I,
en cuyo caso I =|a,+oo[. Por tanto, I es una semirrecta hacia la derecha.

(c) I estd mayorado pero no minorado. Un razonamiento andlogo al caso anterior, tomando
a = sup I prueba que I es una semirrecta hacia la izquierda: I =] —oo,a[ 0 [ =] —o0,q].

(d) I estd acotado. Tomamos a = inf [, b = sup I, para probar que / es un intervalo acotado
con extremos a y b. Si z €]a,b[, z no podrd ser mayorante ni minorante de I, luego
existirdn x,y € I tales que x < z < y; pero entonces z € I, luego |a,b[C I C [a,b]. Esto
deja sélo cuatro posibilidades: I =|a,b[, I = [a,b[, I =]a,b] o I =[a,b]. |

Como ejemplo que ilustra bien la utilidad de la caracterizacion recién obtenida, podemos
probar facilmente lo siguiente:

» La interseccion de cualquier familia de intervalos es un intervalo. Mds concretamente, si
A es un conjunto no vacio y, para cada A € A tenemos un intervalo I C R, entonces el
conjunto I = ﬂ I, es un intervalo.

AEA

En efecto, dados x,y € I, z€ R, con x < z <y, debemos ver que z € I. Pero esto es evidente:
paratodo A € A, tenemos que x,y € I, luego z € I), por ser I) un intervalo. ]

4.8. Intervalos encajados

El insigne matematico alemédn Georg Cantor (1845-1918) descubri6 una util propiedad de
la recta real que enseguida vamos a demostrar, y la us6 para probar que R no es numerable.

Principio de los intervalos encajados. Supongamos que, para cada n € N, tenemos un
intervalo cerrado y acotado J, = [a,, by, con a, < by, y cada uno de estos intervalos contiene
al siguiente: J,+1 C J, para todo n € N. Entonces la interseccion ﬂ Jy no es vacia, es decir,

neN
existe x € R tal que x € J, para todo n € N.

Demostracion. Empezamos observando mediante una obvia induccién, que para cualesquiera
n,k € N, se tiene J,,; C J, es decir:

an < apyk < by <by  VnkeN
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Deducimos claramente que a; < b; también para cualesquiera i, j € N. En efecto, si i < j,
tomamos n=1iy k= j—i, obteniendo a; = a, < b, = b;. Sifuese i > j tomariamos n = j
y k =i— j para obtener a; = a,, < b, = b;. Enel caso i = j tenemos por hipotesis a; < b;.

Equivalentemente, si consideramos los conjuntos A = {a, : n € N} y B={b, : n € N},
tenemos que a < b para cualesquiera a € A y b € B. El axioma del continuo nos asegura que
existe un x € R verificando que a < x < b para cualesquiera a € A 'y b € B. Paratodo n € N
se tiene entonces a, < x < b,, es decir, x € J,,. [ |

Veamos ahora cémo usé Cantor el principio anterior para probar que R no es numerable:

Teorema. Todo intervalo no trivial es un conjunto no numerable.

Demostracion. Se basard en construir por induccion intervalos encajados, iterando un
proceso sencillo: dados un intervalo I = [a,b] con a < b y un z € R, existe otro intervalo
J=1lc,d] CI con ¢ <d,tal que z ¢ J. Esto es evidente: si z ¢ I se puede tomar J =1, si
Z=asetomaa<c<byd=>b,mientras que si a < z< b bastatomar c=ay a<d<z.
En cualquier caso es ¢ < d y tomando J = [c,d], se tiene z ¢ J C 1.

Pues bien, fijados a,b € R con a < b, para probar que [a,b]| no es numerable, veremos que
una aplicacién f: N — [a,b] nunca puede ser sobreyectiva, es decir, f(N) # [a,b].

Empezamos usando el proceso descrito para obtener un intervalo J; como sigue:
J1 = [a1,b1] C [a,b], a1 <by, f(1)&J

Suponiendo que, para un n € N, disponemos ya de un intervalo J,, = [a,,b,|, con a, < b,, tal
que f(n) ¢ J,, construimos el intervalo J,,+ de la siguiente forma:

Jnr1 = [an—i-labn—l—l] CJn, any1 <bpir, f(l’l—{— 1) ¢ Jn+1

Por induccién, hemos definido una familia {J, : n € N} de intervalos cerrados y acotados,
verificando que J,11 C J, y que f(n) ¢ J, para todo n € N. El principio de los intervalos
encajados nos proporciona un x € R tal que x € J,, paratodo n € N. Entonces x € J| C [a,b] y
paratodo n € N se tiene x # f(n), yaque x € J, mientras f(n) ¢ J,. Asi pues, x € [a,b]\ f(N)
y f no es sobreyectiva.

Finalmente, si H es un intervalo no trivial, existen a,b € H tales que a < b. Puesto que
[a,b] C H y sabemos ya que [a,b] no es numerable, H tampoco puede serlo. [

4.9. Numeros algebraicos y trascendentes

Resaltamos que el conjunto R\ Q de los nimeros irracionales no es numerable, pues si lo
fuese, también lo seria R = QU (R \ Q). De hecho, es facil ver que R\ Q es equipotente a R.
Intuitivamente, podriamos decir que la inmensa mayoria de los nimeros reales son irracionales.

Conviene resaltar que en realidad, para probar que R\ Q no es numerable, no hemos usado
que R\ Q # 0. Tenemos asi una demostracion alternativa, no sélo de la existencia, sino de la
abundancia de nimeros irracionales.
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Aunque parezca sorprendente, a veces podemos probar que un conjunto no es numerable,
luego intuitivamente muy grande, sin saber “a priori” que dicho conjunto no es vacio. En lo
que sigue, vamos a ilustrar este procedimiento viendo que la inmensa mayoria de los nimeros
irracionales no se parecen en nada a los que ya conocemos.

Se dice que un numero real es algebraico cuando se puede obtener como solucién de una
ecuacion algebraica con coeficientes enteros. Expliquemos con més detalle lo que esto significa:

Por polinomio con coeficientes enteros entenderemos una funcién P : R — R de la forma

n
P(Z):Zakzk:ao+alz+-..+anz” VzeR (3)

k=0
donde n € Ny ag,ai,...,a, € Z. Cuando a, # 0 decimos que el polinomio P tiene grado n.

Para cada n € N, denotaremos por P, al conjunto de los polinomios con coeficientes enteros
de grado n y P sera el conjunto de todos los polinomios con coeficientes enteros que no sean
constantes, es decir, P = U Pu.
neN

Pues bien, se dice que x € R es un niimero algebraico, cuando existe un polinomio P € P
tal que P(x) = 0. Denotaremos por A al conjunto de los niimeros algebraicos. Por ejemplo, es
evidente que todo nimero racional es algebraico: Q C A. Dados n,m € N, también es claro
que x = {/m es un nimero algebraico, pues se verifica evidentemente que m —x" = 0. A partir
de aqui, no es dificil adivinar que todos los niimeros irracionales que hasta ahora conocemos
son algebraicos. Se dice que un nimero real es trascendente cuando no es algebraico.

Aunque por el momento no podamos asegurar que existan nimeros trascendentes, vamos a
probar que la inmensa mayoria de los niimeros reales son trascendentes:

» El conjunto de los niimeros algebraicos es numerable. Por tanto, el conjunto de los
niimeros trascendentes no es numerable.

Empezamos viendo que, para todo n € N, el conjunto P,, es numerable. Para mayor comodidad,
conviene considerar el conjunto Q,, de los polinomios de la forma (3), sin exigir que sea a, # 0.
Asi pues Q, estd formado por todos los polinomios con coeficientes enteros de grado menor o
igual que n, incluyendo los polinomios constantes. Puesto que evidentemente P, C Q,,, bastara
ver que Q, es numerable para todo n € N, cosa que haremos por induccion.

Para n =1 basta pensar que Z X Z es numerable y que, si acada (a,b) € Z x Z asociamos el
polinomio definido por P(z) = a + bz paratodo z € R, obtenemos una aplicacion sobreyectiva
de Z x Z en Q; . Suponiendo que Q,, es numerable, se tendra también que Q, X Z es numerable.
Entonces, si a cada (Q,c) € Q, x Z asociamos el polinomio definido por P(z) = Q(z) + cz"*!
para todo z € R, obtenemos evidentemente una aplicacién sobreyectiva de Q, X Z en Q,1,
luego Q,+ es numerable.

Sabiendo que P, es numerable para todo n € N, deducimos que P es numerable, por ser
una unién numerable de conjuntos numerables. Finalmente, basta tener en cuenta un hecho
bien conocido: para cada P € P, el conjunto C(P) = {x € R : P(x) =0} es finito. Por tanto,
escribiendo A = U C(P), observamos que A es una unién numerable de conjuntos finitos,

Pe?
luego es numerable. |
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La segunda parte del resultado anterior estd muy clara: si el conjunto R\ A de los nimeros
trascendentes fuese numerable, entonces R = AU (R \ A) también lo serfa. Asi pues, hemos
probado que abundan los nimeros trascendentes, sin dar un sélo ejemplo. De hecho, dar un
ejemplo concreto de un nimero trascendente no es del todo fécil.

4.10. Ejercicios

1. Sea A un conjunto no vacio de nimeros reales. En cada uno de los siguientes casos,
decidir si el conjunto dado puede coincidir con el conjunto de todos los mayorantes de A:

a) R b0 )Rt d) {xeR:0<x<1} o) {xeR:2<x}

2. Sean A y B conjuntos de nimeros reales tales que ANB # 0.
(1) Mostrar con un ejemplo que AN B puede estar acotado, aunque A y B no estén
mayorados ni minorados.
(i1) Suponiendo que A y B estdn mayorados, probar que
sup(ANB) < min{sup A, sup B}
(iii) Probar que, si A y B estdn minorados, entonces
inf(ANB) > max {infA, inf B}
(iv) Probar que, estando A y B acotados, las dos desigualdades obtenidas en (ii) y (iii)

pueden ser estrictas.

3. Sean A y B conjuntos no vacios de nimeros reales y consideremos el conjunto
C={a—-b:acA beB}
Probar que C estd mayorado si, y s6lo si, A estd mayorado y B estd minorado, en cuyo
caso se tiene: sup(C) = sup A — inf B.

4. Sean A y B conjuntos no vacios de nimeros reales positivos, y consideremos el conjunto:
C={ab:acA,beB}

(i) Probar que C estd mayorado si, y s6lo si, A y B estdn mayorados, en cuyo caso:
sup(C) = supA - sup B
(ii) Probar también que inf(C) = infA - inf B

5. Probar que el conjunto A = {x € R : |x* —2x— 1| < 2|x — 2|} estd acotado y calcular su
supremo y su infimo.

6. Probar que:

V<Y,

k=1

<2vn VneN

Sl -
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7.

10.
11.

12.

13.
14.

15.

Probar por induccién que para yi,ys,...,y, € R se tiene

n n
[[n=1 = Ywu=n
k=1 k=1
dandose la igualdad si, y sélo si, yy =y» = ... =y, = 1. Deducir la llamada “desigualdad
de las medias™: para x1,x2,...,Xx, € R™, se tiene
n

1 n
(L < —Zxk
1 =1

(Cuando se da la igualdad?

Probar que, para n € N con n > 1, se tiene:

n 1 n
H(Zk—l)<n" y n!<(n—£>

k=1

V5+2 ) o
Probar qu¢. ——=—— es un ndmero irracional.

3vV5+4

Probar que R\ Q es equipotente a R.

En cada uno de los siguientes casos, comprobar que el conjunto que se indica estd acotado,
calcular su supremo e infimo, y dilucidar si tiene madximo y minimo:

A={xeR: x> +x<2}; B={xcQ:x*<3}; C={xcR"\Q:x*<2}

Comprobar las siguientes igualdades:

sup{l—%:neN}zl; fnf{%—k%:m,nEN}:O
Probar que si /,J son intervalos verificando que /NJ # 0, entonces /UJ es un intervalo.
Sean A, B intervalos no vacios y acotados, tales que AN B # 0. Probar que
inf(ANB) = max{infA,inf B} y sup(ANB) = min{supA,supB}
Comparar este resultado con el ejercicio 2.

Para cada n € N se consideran los intervalos I, =]0,1/n] y J, = [n,+oo[. Obsérvese que
Iny1 Cl, y Joy1 CJ, paratodo n € N. Probar que, sin embargo,

b= ()/)m=0
neN neN

(Qué relacion guardan estos ejemplos con el principio de los intervalos encajados?



