Analisis Matematico 11

Soluciones a los ejercicios del tema 14

1. En cada uno de los siguientes casos, probar que la funcién f es integrable en el
conjunto A y calcular su integral:

a) A={(z,y)eR* 22 +y*>1, y>0}

T +y
T,y = ——— Vz,y) € A aeR, a>3/2
b) A={(z,y,2)eR® : 0<az?+y><1, z2>1}

f(a:,y,z):za(a:Q—l—yQ)B V(r,y,2) €A (o,BER, a<-1<f)

c) A={(ry2)e®) :2®+y>+2%>1}

rTyz
f(l',y,Z) = (I‘2+yy2—|—22)4 V(:l:,y,z)EA

Solucion

a) El conjunto A es abierto, luego medible, y la funcion f también es medible, por

ser continua. Para estudiar su integrabilidad usamos el cambio de variable a coordenadas
polares. Para

r=pcosh, y=psenf con peRT, fe]l—7, 7|

se tiene x2 4+ y2 = p? luego la condicion z? + y2 > 1 equivale a p > 1 mientras
que y > 0 si, y s6lo si, senf > 0 lo que equivale a 0 < # < 7. Por tanto, el conjunto
de las coordenadas polares de puntos de A viene dado por £ =]1, 4o0[x]0, [,y
debemos considerar la funciéon g : E — R definida por

p?(cos 6 + sen 6)
p2a

g(p.0) =pf(pcost,psent) = V(p,0)€eE

Usando el teorema de Tonelli, comprobamos que g € £4(FE), ya que

[E\g(p,9)|d(p,9) < 2 [Epmad(p,@) =2 /07r (/1+O;2‘2ad,o) do

3—2a 71T 2
3—2a], 2a —3




El teorema de cambio de variable nos dice que f € £1(A) y que la integral de f
sobre A coincide con la de g sobre E, que calculamos usando el teorema de Fubini:

Af(mﬁ d(z,y) = [Eg(p, 0)d(p,0) = /p ~""(cos 0 + sen 0) d(p, 0)

E

™ +o0o
= / (/ pz_zo‘dp> (cos @ + sen 0)d 6
0 1

1 2

:2a_3/0(cosﬁ+sen9)d9:2a_3 -

b) El conjunto A es abierto, luego medible, y la funcion f es continua y no toma
valores negativos, luego es una funcién medible positiva. Para calcular su integral se
usaré el cambio de variable a coordenadas cilindricas.

De nuevo, la condicion 0 < 22 + y? < 1 equivale a p < 1 y, teniendo en cuenta la
condicién z > 1, vemos que el conjunto de las coordenadas cilindricas de puntos de A
viene dado por

E=]0,1[x]—7m,n[x]1, +00]

en el que debemos considerar la funcién ¢ : £ — R definida por
g(p.0,2) =pf(pcost,psend,z) = 2% p>H V(p,0,z)€E

El teorema de cambio de variable para funciones medibles positivas, junto con el de
Tonelli, nos dicen que

/ f,y,2)d(x,y, 2) = / 9(p.0,2)d(p.0,2) = / 2028 d(p, 0, 2)
A E E

S ()

yatl oo 28+2 71 T
:2”{(”1]1 {264—2}0:_(@—1—1)(54—1)

y esto prueba en particular que f € £(A). |

¢) De nuevo el conjunto A es abierto, luego medible, y la funcion f es continua
y no toma valores negativos, luego es una funciéon medible positiva. Para calcular su
integral usamos el cambio de variable a coordenadas esféricas. Para

x =rcosfcosp, y=rsenfcosp, 2z =rsenp

conreRT, e|-m, 7|y pe€]l-7/2, 7/2][,lacondicion x%+y2+22 > 1 equivale
a r > 1, mientras que z > 0 si, y solo si, 0 < ¢ < 7/2. Finalmente, las otras dos
condiciones = > 0 e y > 0 se traducen en cosf >0 y senf > 0, luego se cumplen si,
y solo si 0 < 6 < m/2. En resumen, vemos que el conjunto de las coordenadas esféricas
de puntos de A viene dado por

E =]1,4+o0[x]|0, 7/2[x]0, /2]



Ademas, debemos considerar la funciéon g : F — R definida por

g(r,@,gp) = r? cosgpf(r cos 6 cos p, 1 sen 0 cos , r sen p)

:cosesené cos? ¢ sen @ V(T,é’,ap)EE

r3

Usando el teorema de Tonelli y la regla de Barrow, obtenemos:

/g _ /W/2 /77/2 (/*00 cos B sen C;)SSQO sen%f?dr) do | dy
E 0 0 1 r
+o0 dT’ TI'/2 77/2
_ (/ _3> / cos O sen 0 df / cos® ¢ sen p dy
1 r 0 0
_ {_er {serﬂ@r/? {_008490]W/2 _ 1
272 1 2 0 4 0 16

Asi pues, usando el teorema de cambio de variable, obtenemos

/Af(x»yaz)d(%,y,Z) = /;g(r,@,@)d(r,@,gp) = 1_16

y en particular hemos probado que f € L£1(A). |

2. En cada uno de los siguientes casos, estudiar la integrabilidad de la funciéon f en
el conjunto A:

a) A=R\{(0,0}, [flzy) =

senx seny

(IQ + y2)3/2

b) A= {(z,y,2)eR®: z>z?4+y?}
flx,y,2) = (2° + y?) cos(zy)e® V(z,y,2) € A

V(z,y) € A

1

A:RS’ Y Y - e
C) f(l‘yz) (1+x2+y2—|—22)

V(r,y,2) €A (e €R")

Solucién
a) Descomponemos el conjunto A en la forma E = A; 4 Ay donde
Al = {(x,y) cR? : 2?2 +y?> 1} y A= {(x,y) cR?*: 0<a?+y?< 1}
ambos conjuntos medibles, pues de hecho A; es cerradoy A, es abierto. Estudiaremos
por separado la integrabilidad de f en A; y A,. Para el primero se tiene claramente
1

‘f(%y)‘gw V(z,y) € Ay



Usamos un cambio de variable a coordenadas polares, considerando el conjunto
E, =1, +o0[x]—m, 7]

que es el conjunto de las coordenadas polares de los puntos de A;
El teorema de cambio de variable para funciones medibles positivas, junto con el
teorema de Tonelli nos dicen que

[re] " [ e
A1 A1 aj’ +y 3/2 Eq 102
+00 +oo
:/</ dp)d@-%r{—l} =27 < o0
= \J1 P Pl

Para trabajar en el conjunto A, usamos una acotacién diferente. Del teorema del
valor medio se deduce que | sen t| < |t| para todo t € R, y obtenemos que

‘f(m7y)|§|$—y|3/2 V(z,y) € A
(22 +y?)

Usamos de nuevo el cambio de variable a coordenadas polares, considerando el conjunto
Ey :}071[X] -7, 7.‘-[

que es el conjunto de las coordenadas polares de puntos de A,.
El teorema de cambio de variable para funciones medibles positivas, junto con una
obvia desigualdad nos dicen ahora que

|2y |d(z,y) plpcos@f|psend]|
INEY) e : a(p,0)
A2 A2 :C —|—y FEo p

= / | cos@ senf |d(p,0) < / d(p,0) = Xo(F2) = 271 < o0
E> Es

Hemos probado que f es integrable en A; y en Ay, luego f € L4(A). |

b) El conjunto A es abierto, luego medible y la funcion f también es medible, por
ser continua. Para (z,y,z) € A usando las desigualdades

2| < Vz2+y?, |yl < Va24y?, |cos(zy)| <1

obtenemos que, para todo (z,y,2) € A se tiene
a2 < (le]? + |ylP) e < 2(a?+y?) e
es decir, | f(z,y,2)| < h(x,y,z), donde h: A — R es la funcion dada por

hz,y,z) = 2(x2+y2)3/2e_2 V(z,y,z) € A



Vemos que h es continua y no toma valores negativos, luego es una funciéon medible
positiva. Probaremos que su integral sobre A es finita, de donde f € £;(A).

Para la integral de h, usaremos el cambio de variable a coordenadas cilindricas.
La condicion z > 22 + y? equivale obviamente a z > p2, luego el conjunto de las
coordenadas cilindricas de puntos de A viene dado por

E={(pb2)eRt x]—m,n[xR:z>p>}
y debemos considerar la funcién ¢ : E — R definida por
4 —z

9(p,0,) = ph(pcosd, psentl, 2) = 2p*e V(p,0,z) € £

Para usar el teorema de Tonelli, observamos las secciones verticales del conjunto FE'.
Concretamente, escribiendo F' = RT x| — 7, 7 [ se tiene

Ep =1p*, 400 VY(p,0) € F y Epe =0 V(p,0) e R*\ F

Asi pues usando el teorema de cambio de variable y el de Tonelli, obtenenemos

/Ah(w,y,Z) d(z,y,2) = [Eg(p,G,Z)d(M,Z) = /F</p:m2ﬁezd2> d(p.,0)

—+00
= /2p4 [— 6‘2} d(p,0) = /2046"’2d(p,9)
F 2 F

Para estudiar esta tltima integral doble, volvemos a usar el teorema de Tonelli,
obteniendo que:

s “+oco +o0
/ 2p4 e d(p,0) = / (/ 2pt e’ dp) do = 4w / ple dp
F -7 0 0

Solo queda comprobar que esta tltima integral simple es finita, como haremos ahora.

Escribiendo ¢(p) = p*e ™’ para todo p € RS tenemos que ¢ es localmente
integrable en Ry y verifica:

4
tm 20— 2

p—too e=P p—too eP? =P

donde hemos usado la escala de infinitos. Como la funcién p +— e " es integrable
en R{, el criterio de comparacion por paso al limite nos dice que ¢ también lo es.
Resumiendo todo lo anterior, tenemos

+oo

[y aldeys) < an [ pteap < o
A 0

y hemos probado que f € £(A). |



¢) Usamos el cambio de variable a coordenadas esféricas, considerando el conjunto
E=R'x|—nm,m[x]|—7/2,7/2]

de todas las coordenadas esféricas de puntos de R?. Debemos también considerar la
funciéon ¢g : £ — R dada por

g(r,0,¢) = r? cosp f(r cosf cosg, r send cos @)

2
7 Cos
= — V(r,0,p) e B
(1 4 r2) (r.6,)
El teorema de cambio de variable para funciones medibles positivas, junto con el
teorema de Tonelli, nos dicen que

/f_/r cosgpdr@gp)
R3 1+T
/2 400 .2
:/ / / r cosnpd;“ do | do
-7 —7/2 0 (1—‘-7’2)
T w/2 400 2
= (/ d@) / cos p d / Lra
— —/2 0 (1+r2)
+0c0 2
:M/ Coridr
0 (1+T2)

Por tanto, f € £1(R%) si, y solosi, h € £;(R"), donde h(r) = r*(1+ r%)™" para
todo r € R™.

Definiendo h(0) = 0 convertimos h en una funcién continua, luego localmente
integrable, en Rj. En particular h es integrable en el intervalo [0, 1], luego seré
integrable en R si, ysolosi,loesen J = [1, +00[. En esta nueva semirrecta podemos
usar el criterio de comparacion con la funcion ¢ : J — R dada por o(r) = r2-2¢
para todo r € J, que es localmente integrable y no se anula en J. Se tiene claramente
que

2a
o POy
r—-+o00 |w(’r‘>| r—-+00 (]_ + 7”2)

y el criterio de comparacion nos dice que h es integrable en J si, y sélo si, lo es v,
pero sabemos que esto equivale a que se tenga 2 — 2a < —1, es decir, a > 3/2.

Concluimos de esta forma que f € £1(R?) si, y solo si, a > 3/2. |



3. Calcular el volumen de la llamada bdveda de Viviani:

B={(ry2)eR®: -1 +4y*> <1, 2> +y*+2> <1, 2>0}

Solucion

El conjunto B es cerrado, luego medible, y tiene el mismo volumen que la subgrafica
de la funcion f: A — R, donde

A= {(z,y) eR* :
fle,y) =

ya que la diferencia entre ambos conjuntos tiene medida nula. Por tanto, se tiene

A3(B) = /A\/l—xQ—y2 d(z,y)

Para calcular esta integral doble, usaremos el cambio de variable a coordenadas
polares, por lo que deberemos encontrar el conjunto de las coordenadas polares de los
puntos de A.Si p € R" y 6 €] — 7,7, se tiene que (pcosf,psenf) € A si,y
solo si,

(2x—1)2+4y2 < 1}

1—22—-y2 V(r,y €A

1> (2p cos 6 — 1)2 + 4p?sen?6
= 4p%cos? —4pcosh + 1+ 4p?sen?d

4p2—4pC059+1:4p(p—c089)+1

lo que equivale a que se tenga p < cos 6. Ademés, esta desigualdad solo es posible
cuando cos # > 0, es decir, cuando —7/2 < 6 < 7/2. Por tanto, el conjunto de las
coordenadas polares de los puntos de A viene dado por

E = {(p,0)

Usando ya el teorema de cambio de variable, junto con el de Tonelli, obtenemos

A3(B) = /Avl—xQ—de(l’,y) = /Epvl—de(pﬁ)

[ 1=

/2 <0 < 7/2, 0<p§c089}

cos 0

do

0

w/2 1
p\/l—dep> d@z/ [_5
1

/2
3

™

w/2

Wl w

2
3

w/2
/ (1—|send|?)

3
3 Jo

1 ™2 ‘
a0 =" —/ | sen 0]3d0
3 —7/2
/

3
2 /2
_3rm—4

w/2

sen®6 dfh =

il (1—00520) sen 6 d6
3 3
w/2

0 9

cos> 6
3
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