Analisis Matematico 11

Soluciones a los ejercicios del tema 11

1. En cada uno de los siguientes casos, probar que la funcién f es integrable en el
intervalo J y calcular su integral:

a) J=]0,1[, flx) = z%logx VweJ

b) J =R", flx) = e ®cos(2z) VeelJ

) J =12, 400, f(:c):x41_1 Vied

Q) J =R f@:):ﬁ VreJ

) J=10,1], f@):ﬁ VoeJ

f) J =11, +oof, f(x):ﬁ Veel

1

g) J:]O’W/Q[’ f(x): 1+ cosz + sen x veeld
h) J=]1,+o00], f(x):; Veeld

x3vx? — 1

Solucién

a) Definiendo f(0) = f(1) = 0 convertimos f en una funcién continua en el
intervalo compacto [0,1], luego integrable en dicho intervalo, asi que f € Ly(J).
Usaremos la formula de integracion por partes, tomando F(z) = log z y G(z) = z3/3
para todo x € J, que son funciones derivables en J. La funcion F G’ = f esintegrable
en J, e igual ocurre con F' G, ya que F'(z)G(z) = 2?/3 para todo x € J. Se tiene
entonces que

1

/01x2 logz dr = /OIF(x)G’(x) de = [F(x)G(x)} - /OIF/(I)G(:E) dr

x3 ! L2 1
S | _ Y de = — =
{ 3 4 . /0 3T ) n
b) Para todo x € RT se tiene que |e™ cos(2z)| < e y |e™® sen(2x)| < e,

Como la funcién = — e~ es integrable en R™ | igual le ocurre a f, y también a la
funcion = — e sen(2x). Para abreviar la notacion, escribiremos

+oo +oo
a = / e~ cos(2x) dx y g = / e " sen(2z) dx
0 0



Tomamos ahora F(x) = e™* y G(z) = (1/2) sen(2z) para todo x € R, que son
funciones derivables, tales que FFG’ y F’G son integrables en RT. Ello permite usar
la formula de integracion por partes, obteniendo que

o = /0%}3(3;)@'(3:) dz = {F(@ G(a:)} " /O+O}'(x)a(x) dz

0

1 oo e 1
= {569” sen(Qx)} ) + 5/0 e " sen(2zr)dr = iﬁ

El mismo razonamiento, pero tomando G(x) = —(1/2) cos(2z) para todo = € R™,
nos dice que

1 LR B i 1—
g = |—=e " cos(2x) - —/ e ¥ cos(2x)dr = a
2 .2, 2

De las dos igualdades anteriores deducimos que o = 1/5 y 8 = 2/5. n

¢) Para todo = € J se tiene

1 (Q+2)—(a*=1) 1 1
wt—1 22 —1)@2+1) 22 -1) 2(z®+1)
1 1 1

d(x —1) 4@ +1) 22+1)

con lo que claramente observamos que f = F', donde

1 -1 1
F(x)—zllog(z+1)—§arctgx VoeeJ

Ademaés, tenemos claramente que

i 1 1 ) 7

il_%F(:C) ——leogS—garcth y J;ETOOF(x) =3
Como f no toma valores negativos, el criterio de integrabilidad nos dice que f es
integrable en J con

—+00

1 1
i f(x)dxzzlog3+§arctg2—g |

d) Usamos el teorema de cambio de variable, con ¢(t) = log ¢t para todo t € RT,
una funcion de clase C' en R*, cuya derivada no se anula, y tal que p(R*) = R. Se
tiene entonces que

1/t 1

t+(1/t)  t2+1 Te

flet))e'(t)

Esta funcion es claramente integrable en R, luego el teorema nos dice que [ es

integrable en R con
o oo dt
[Tt .
o €T F e o t2+1 2




e) Usamos el teorema de cambio de variable, con ¢(t) = t? para todo t €]0,1][,
una funcion de clase C'! cuya derivada no se anula y que aplica el intervalo J sobre si
mismo. Tenemos entonces que

2t 2

FeW) ') = s = g Ve

una funcién que tiene limite tanto en 0 como en 1, luego se puede ver como una
funcion continua, y por tanto integrable, en [0,1]. El teorema de cambio de variable
nos dice que f también es integrable en J. Para calcular su integral usaremos la version
elemental de la regla de Barrow, pues sélo trabajamos con funciones continuas en el
intervalo compacto [0, 1].

Empezamos observando que, para todo ¢ € [0, 1], se tiene

2 2 2 2t —4

341 (E+0)(2—t+1) 3(+1) 3(t2—t+1)

y vemos, por una parte, que

1

= {bg@4—n]o = log 2

Lode
o t+1

mientras que, para el otro sumando, escribimos

2t—4 2t —1 3
t2—t+1  t2—t+1 t2—t+1
o2t —1 12
T t2—t4+1 (2t—12+ 3
2t — 1 4

2_t+1 ((2,5_1)/\/5)2

de donde deducimos que
/1(2t—4)dt_/1(2t—1)dt_/1 4
o t?P—t+1 o P—t+1 0 ((2t—1)/\/§)2

- [log(t2—t+1)}; - lQﬁarCtg (ﬂ—\/_gl)}; - _27%

Usando las dos integrales antes calculadas, concluimos finalmente que

/ / 2dt los 2 + 2m n
_0 —
0 x—i-\/_ TR & 33




f) Usamos de nuevo el teorema de cambio de variable, tomando ahora ¢(t) = tg ¢
para todo ¢ €]7/4, 7/2[, una funcion de clase C'! cuya derivada no se anula, y que
transforma el intervalo I =|7/4, n/2] en J. Paratodo t € I se tiene claramente que

o) ¢'(t) = 1+ tg2t V1 +tg?t
tg2 t/1 + tg2t tg? ¢
~ 1/cost  cost

sen?t/ cos?2t  sen?t

donde hemos usado que cost > 0 para todo t € I. La funciéon obtenida tiene limite
en /4 y m/2, luego se puede extender para obtener una funciéon continua, y por tanto
integrable, en el intervalo compacto I . Deducimos que f es integrable en J, y usando
la version elemental de la regla de Barrow obtenemos que

=Vv2-1 ]

/ / 2 cos tdt [ 1 }W/Q
1 1‘2\/1—|—x2 /4 sen? t

sen t /4

g) La funcién f se puede extender tomando f(0) = f(7/2) = 1/2, para obtener
una funcion continua, luego integrable, en el intervalo compacto [0, 7/2]. Esto permite
también usar la version elemental del teorema de cambio de variable, para hacer la
sustitucion x = 2 arctg t, teniendo en cuenta que * = 0 para t =0 y =z = 7/2
para t = 1. Ademaés se tiene

1 —t2 2t 2(t+1)

1+cosx+senx:1+1+t2+1+t2: T2

de donde deducimos que

/2 dx bodt '
= [ —— = |log(t+1)| = log2 u
/0 1 +cosx + senx o t+1 [og(+)]o ©8

h) Usamos el teorema de cambio de variable, tomando ahora ¢(t) = 1/cos t para
todo t € I =]0, /2], funcion de clase C'! cuya derivada no se anula, con ¢(I) = J.

Para t € I se tiene tgt > 0 conlo que /()2 — 1 = /tg?t = tgt,y tenemos

cos® t sen t

Esta funcion es integrable en [ por estar acotada, luego f es integrable en J.
Finalmente, tenemos

w/2 7r/21 2¢
/ / cos? tdt = / &()
x3\/x2 0 0 2

K N sen (2¢) 1™/
2 4

|
n

0



2. En cada uno de los siguientes casos, estudiar la integrabilidad de la funciéon f en
el intervalo J:

a

a) J =Rt f(x):egcx_1 VeeJ (aeR)
b) J =R flx) = z"e*  cosz YzeJ (neN)
7P
J =]0 = — v J R
) 10,7l f@) = ;0 VoeJ (pER)
2%(1—2)" log (1 + 2?)
d) J=]0,1 = v J beR
) ] ) [ ) f(l’) (lOg ZL‘)2 YIS ((l, S )
Solucién
a) La funcion f es localmente integrable en R, por ser continua. En la semirrecta
cerrada J; = [1, +oo[ usamos el criterio de comparacion, con g¢y(z) = e %2 > 0
para todo = € Jy, que es una funcion integrable en J; . Puesto que
[ f(@)] , x*
l —_— Y = 1 —_—
soboo |gi(z)| | @b /2 — g=a/2 0

el criterio nos dice que, para todo a € R, se tiene f € £1(J;)

En el intervalo J, =]0, 1] usamos el mismo criterio, pero ahora comparamos con
la funcion go(z) = %' > 0 para todo = € Jy, que es localmente integrable en Jy,
por ser continua. Puesto que

T G S P

z—0 ‘92(,]7)‘ 250 e — 1

deducimos que f € L1(J) si, y solo si, go € L1(J2), pero sabemos que esto equivale a
que se tenga a —1 > —1, es decir, a > 0.
Asi pues, se tiene f € Lq(J) si, y solo si, a € RT. |

b) La funcion f es localmente integrable en R, por ser continua. Usamos ahora
el criterio de comparacion, tanto en R{ como en R, , con la funcion g : R — R
dada por g(z) = e!*! para todo x € R, que como sabemos, es integrable en ambas
semirrectas. Puesto que
| f(z) ] 2

lim = lim |z|"|cosz|el®l=*" =0
xr— +oo |g(:1j)’ T — + oo

concluimos que, para todo n € N, la funciéon f es integrable en ambas semirrectas,
luego f € L1(R). |

¢) Definiendo f(7) = w”/2, extendemos f para que sea continua, luego localmente
integrable, en el intervalo |0,7]. Usamos ahora el criterio de comparacion, con la
funcion ¢ definida por g(x) = x°72 > 0 para todo = €]0, w], que también es
continua, y es integrable en |0, 7] si, y sélo si, p > 1. Como

2
T G A
z—0 |g(:v)] z—0 1 — cos x

obtenemos que f € L£4(J), si, y sélosi, p > 1 |



d) La funcion f es localmente integrable en J por ser continua.

En primer lugar, para el intervalo J; = [1/2, 1] usamos el criterio de comparacion,
tomando gi(z) = (1 —x)*2 > 0 para todo z € J;, una funcién continua en .J; .

Puesto que
1 2
@O og 9y tim (185) 1o 9
z—1 |gl(aj)| z—1 1—2

el criterio nos dice que f € L£1(J1) si, y solo si, g1 € £4(J1), pero sabemos que esto
equivale a que se tenga b —2 > —1, es decir, b > 1.

En el intervalo Jo =]0, 1/2] consideramos tres casos, segun el valor de a.

(i). Si @ > —3 usamos el criterio de comparacion, tomando g¢s(z) = 2% > 0
para todo = € Jy, funcion que es integrable en J,, por ser a +2 > —1. Puesto que
1—2)% log(1 2
L@ (=) leg(1+ 37
20 |go(z)]  ==0 (log x)? xz?

deducimos que f € £4(J2).

(i1). Si @ < =3, fijamos ¢ € con a < ¢ < —3 y tomamos go(z) = 2 > 0 para
todo x € J,, con lo que g, es continua, pero no integrable en J5, ya que c+2 < —1.
Puesto que h’moxcfa(log r)? = 0, se tiene que

x—

1—2)"  log(l 2
LTI U BN
[g2(2) [ weme (log x) x
y deducimos que f tampoco es integrable en J,.
(i17). Finalmente, en el caso a = —3 tomamos go(z) = 27! (log )2 > 0 para

todo x € Jy. Del criterio de integrabilidad deducimos que g» es integrable en J; con

/1/2 de 11
o = (logz)?2 logz |,  log2

Teniendo en cuenta que

tm O _ g, (=2)"log (1 + 27)

=1
z—0 ‘92(.%)‘ z—0 T2

el criterio de comparacion nos asegura que f € Ly(Js).

En resumen, f € £,(J) si, y solo si, se tiene que a > =3 y b > 1. |



