Tema

Funciones medibles

Iniciamos en este tema el camino hacia la teoria de la integracidn, tal y como la desarroll6
Lebesgue a principios del siglo XX, mejorando de forma decisiva las nociones de integral que se
habian usado durante el siglo anterior. Por tanto, nuestro objetivo es construir la que se conoce
como integral de Lebesgue, para funciones reales de una o varias variables reales.

Empezamos definiendo las funciones a las que en principio va dirigido el proceso de la
integracion, que son las funciones medibles. Partimos de una nocién muy general de funcion
medible, con valores en un espacio topoldgico, para descender enseguida a los casos que mas
nos interesan, las funciones reales medibles, y mas concretamente, las funciones medibles con
valores en [0, o], que se conocen como funciones medibles positivas. Aqui es donde aparece
la idea clave que distingue a la integral de Lebesgue de cualquiera de las nociones de integral
estudiadas previamente. Se trata de una idea muy elemental, consistente en expresar cualquier
funcién con valores positivos como limite puntual de una sucesién creciente de funciones con
imagen finita. El resultado se conoce como feorema de aproximacion de Lebesgue y abre el
camino para definir la integral de Lebesgue.

5.1. Nocion general de funcion medible

En todo lo que sigue, fijamos un conjunto medible Q C RY, para estudiar la integracién
de funciones definidas en Q y con valores en R. Tal estudio podrd hacerse para un tipo de
funciones que conviene definir en un contexto mas general.

Dado un espacio topoldgico Y, diremos que f: Q — Y es una funcién medible, cuando la
imagen inversa por f de todo subconjunto abierto de Y, sea un conjunto medible, es decir:

G=G°cY = [f G eM

Por ejemplo, toda funcién continua / : Q — Y es medible, pues dado un abierto G C Y, se
tiene que 2! (G) es abierto en Q, es decir, 2~!(G) = AN Q donde A es un abierto de RY,
luego 4~ '(G) es medible, por serlo A y Q.
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Debe quedar claro desde el principio que la medibilidad es una propiedad muy débil. Para
convencerse basta recordar el comentario que hicimos en su momento sobre los conjuntos no
medibles. Sin usar el axioma de eleccidn, no es posible probar la existencia de conjuntos no
medibles, luego cualquiera que sea el espacio topoldgico Y, tampoco se puede probar que exista
una funciéon de Q en Y que no sea medible. En la practica, cualquier funcién que tenga una
definicion explicita, que no involucre de alguna forma el axioma de eleccion, va a ser medible,
aunque en cada caso concreto debamos comprobarlo.

En el contexto general, antes de descender a los casos que realmente nos interesan, conviene
hacer la siguiente observacion, que serd muy util.

» Sean Y, Z espacios topoldgicos. Si f: € — Y es una funcion medibley g:Y — Z es
continua, entonces go f es medible.

Para cualquier conjunto H C Z, observamos que (go f) ' (H) = f~'(g7'(H)).Si H es
abierto en Z, la continuidad de g nos dice que g~! (H) es abierto en Y. Como f es medible,
concluimos que f ! (g*1 (H )) € M, y esto prueba que go f es medible. |

También seri ttil la siguiente observacién sobre funciones medibles con valores en R?. Ni
que decir tiene, en R? consideramos siempre la topologfa usual, igual que hacemos en R.

» Dadas dos funciones f,g: Q — R, consideremos la funcién ® : Q — R? dada por

®(x) = (f(x),8()  VxeQ

Entonces ® es medible si, y solo si, loson f y g.

Esclaroque f=mod y g=m 0P, donde my, y mp son las proyecciones coordenadas.
Si @ es medible, el resultado anterior nos dice que f y g también lo son, ya que 7| y Ty son
continuas.

Reciprocamente, supongamos que f y g son medibles, para probar que ® también lo es.
Para a,b € R con a < b, el intervalo semiabierto I = [a, b| es una interseccién numerable de
intervalos abiertos, luego f~1(I), g ! (I) € M, por ser intersecciones numerables de conjuntos
medibles. Para un intervalo diddico J C R? se tiene J = I} x I, donde I; ,I> son intervalos
semiabiertos del tipo anterior, de donde deducimos que ®~'(J) = f~'(I)) Ng (kL) € M.
Finalmente, todo abierto G C R? se expresa como unién numerable de intervalos diddicos, de
donde deducimos que ® ~!(G) es medible, como se querfa. n

Con andloga demostracion se probaria que, para todo n € N, una funcién de Q en R” es
medible si, y s6lo si, lo son todas sus componentes, pero s6lo usaremos el caso n = 2.

5.2. Funciones reales medibles

Denotaremos por £(Q) al conjunto de todas las funciones medibles de Q en R, a las
que llamaremos funciones reales medibles. Vamos a comprobar que £(Q) es estable por una
amplia gama de operaciones.
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Empecemos recordando que el conjunto F(Q), de todas las funciones de Q en R, es un
anillo conmutativo, y también un espacio vectorial sobre R, con las operaciones definidas de la
manera natural. Concretamente, para cualesquiera f,g € F(Q), a € Ry x € Q, se tiene

(f+8)x) =flx)+gx), (fg)lx) =/f(¥)glx), (af)(x)=af(x)

Noétese que o f coincide con el producto de f por la funcidén constantemente igual a o, con lo
que de alguna forma, la estructura de espacio vectorial queda englobada en la de anillo. Pues
bien, vamos a comprobar que £(€) es un subanillo, y un subespacio vectorial, de F(Q).

» La suma y el producto de funciones reales medibles también son funciones medibles.

Si f,g € £(Q), sabemos que la funcién ®: Q — R? definida por ®(x) = (f(x), g(x))
para todo x € Q, es medible. Ademds, las funciones 6,7 : R? — R definidas, para (u,v) € R?,
por o6(u,v) = u+v y m(u,v) = uv, son continuas. Deducimos que Go® y mod son
funciones medibles, pero es claro que co®P = f+g y Tod = fg. |

Veamos ahora la estabilidad por operaciones que tienen que ver con la relacion de orden
natural entre funciones. Concretamente, para f,g € F(Q) se define

f<g < flx)<gl) VxeQ

y es obvio que asi se obtiene una relacién de orden en F(Q). A cada funcién f € F(Q) podemos
asociar la funcién | f|, valor absoluto de f, dada por

| f1G0) = [f(x) | = max { f(x), —f(x) } Vx€Q

y es claro que, en el conjunto ordenado F(Q), se tiene |f| = sup { f,—f } Noétese que el
conjunto {f,—f} puede no tener méximo. Definimos ahora dos funciones f*,f~ :Q — R(J{
escribiendo, para todo x € Q,

f7(x) = mix { f(x),0} y  f () =mix{-f(x),0}

de forma que f* =sup {f,0} y f~ =sup{ —f,0}.Sedice que f es la parte positiva
de f, mientras que f~ es la parte negativa de f. Se relacionan directamente con f y | f]|
mediante dos igualdades inmediatas:

fr-f=f y fr+rm =111

Pues bien, veamos que el conjunto £(Q) es estable por las tres operaciones recién definidas.

» El valor absoluto, la parte positiva y la parte negativa de una funcion real medible, son
también funciones medibles.

Para f € £L(Q) se tiene que | f| = @o f donde @(u) = |u| para todo u € R. Como f
es medible y ¢ es continua, deducimos que | f| es medible. Para la parte positiva y la parte
negativa, basta tener en cuenta que f+ = (1/2)(|f|+ f) y f~ = 1/2)(|f] - f)- u
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En sentido opuesto, si f: Q — R, verificaque f* y f~ son medibles, entonces f también
lo es, yaque f = fT — f~. En gran medida, esto reduce el estudio de las funciones reales
medibles al caso de funciones con valores no negativos, lo que serd muy util para la integracion.
Por otra parte, puede ocurrir que | f'| sea medible sin que f lo sea, como veremos mds adelante.

Enseguida veremos la estabilidad de £(Q) por otro tipo de operaciones, relativas a las
sucesiones de funciones, pero para ello conviene trabajar en un contexto diferente.

5.3. Funciones medibles positivas

En lo que sigue prestamos atencién sobre todo a las funciones medibles con valores reales
no negativos. Sin embargo, las propiedades fundamentales de la integral adoptan una forma
mucho maés sencilla y elegante, si permitimos que dichas funciones tomen el valor . Por
ello, considerando en [0, o] la topologia usual estudiada en su momento, vamos a trabajar
con funciones medibles de Q en [0, o], a las que llamaremos funciones medibles positivas.
Denotaremos por £1(€Q) al conjunto de tales funciones.

Es claro que no hay ninguna inclusion entre los conjuntos £() y £(Q), pero conviene
hacer una aclaracién sobre su interseccion. En general, si tenemos un espacio topoldgico Z y
un subconjunto Y C Z, en el que consideramos la topologia inducida, una funcién f: Q —Y
es medible si, y sélo si, es medible como funciéon de Q en Z. Para convencerse, basta observar
que f~1(G) = f~1(GNY) para todo abierto G C Z. En el caso particular que nos interesa,
como R y [0, o] inducen la misma topologia en R/ , se tiene que f:Q — Rar es una funcién
real medible si, y s6lo si, es una funcién medible positiva.

Veamos una util caracterizacion de las funciones medibles positivas:

= Para una funcion f: Q — [0, e|, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es medible
(ii) Paratodo oo € R, el conjunto {x € Q : f(x) < o} es medible
(iii) Paratodo o€ R™, el conjunto {x € Q : f(x) > o} es medible
(iv) Paratodo oo € R™, el conjunto {x € Q : f(x) > o} es medible
v) Para todo o € R, el conjunto {x € Q : f(x) < a} es medible

La demostracion es sencilla, usando que M es una o-algebra. Para oo € R, se tiene
{xeQ:f(x)>a} =Q\{x€Q: f(x) <a}

de donde se deduce claramente que (ii) < (iii) . Andlogo razonamiento prueba que (iv) < (v).
También es claro que

{xeQ: f(x >a}_U{er fx) = a+(1/n)}

{xeQ: f(x <(x}—U{er f(x) <na/(n+1)}
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La primera de las igualdades anteriores nos hace ver que (iii) = (iv), y de la segunda
deducimos que (v) = (ii). Con esto hemos probado que las cuatro ultimas afirmaciones del
enunciado son equivalentes. Por otra parte, es claro que (z) = (i), pues para todo o € R, el
conjunto [0, o[ es abierto en [0, 0], luego {x € Q: f(x) <a} = f~'([0,a[) es medible.
Sélo queda probar que (ii) = (i).

Usando (ii) vemos que los conjuntos f~1({0}) y f~!({e}) son medibles, ya que
“1({0}) = ﬂ{XGQ f@) <1/n} oy £ ({eo}) =ﬂ (@\{xeQ: f(x) <n})

Considerando los cuatro casos que pueden darse, deducimos que f~!(E) es medible, para todo
conjunto E C {0,00}.

De (ii) deducimos también que, para o,3 € R™ con o < B, el conjunto

(e, Bl) ={xeQ: ) <P (Q\ {xeQ: flx) <a})

es medible, como interseccién de un conjunto medible con la diferencia entre otros dos. En
particular, f~!(J) es medible para todo intervalo diddico J C R*. Si G es un abierto de RT,
luego también de R, basta expresar G como unién numerable de intervalos diddicos, para
obtener que f~!(G) es medible, como unién numerable de conjuntos medibles.

Finalmente, si H es abierto en [0, c0| tomamos G = H NRT, que es un abierto de RT,
y tenemos H = GUE con E C {0,00}. Concluimos que f~'(H) = f~1(G)uU f~1(E)
medible, como unién de dos conjuntos medibles. |

Conviene observar que las funciones reales medibles admiten una caracterizacién analoga,
salvo que las afirmaciones (ii) a (v) se enuncian para o € R arbitrario, y no s6lo para o € R .
La demostracién es la misma, e incluso la dltima parte se puede abreviar bastante.

La utilidad del resultado anterior se pone de manifiesto al comprobar que el conjunto de
las funciones medibles positivas es estable por determinadas operaciones: supremo e infimo,
limites superior e inferior, y limite puntual, de una sucesién de funciones.

» Si {fn} esuna sucesion de funciones medibles positivas, también son medibles las cuatro
funciones definidas como sigue:

g=sup{fu:neN}, g(x) =sup{fulx) :neN} VxeQ
h=if{f, :neN},  hx)=if{f(x):neN} VxeQ

¢ = limsup f,, ¢(x) = limsup f,(x) VxeQ
n—oo n— oo

y = liminf f;,, y(x) = liminf f,(x) VxeQ
n—y oo n— oo

En particular, cuando {f,} converge puntualmente en Q a una funcion f:Q — [0, o],
se tiene que f es medible.
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Dado o € R, se tiene claramente que
g '([0,a]) = M i '([0,a]) y A ([a,00]) = () fu ' ([et, 2])
n=1 n=1

Usando la caracterizacién anterior, vemos que g~ '([0,a]) y h~!([a,]) son medibles,
como intersecciones numerables de conjuntos medibles. La misma caracterizacién nos dice
entonces que g y h son funciones medibles. Para ¢ y W basta usar lo anterior, ya que

¢ =inf{sup{fi :k>n} : neN} y wy=sup{inf{fy:k>n}:neN}
Cuando {f,(x)} — f(x) paratodo x € Q, se tiene obviamente f =@ = . |

Resaltamos la dltima afirmacion del enunciado anterior, que es la mds importante: el limite
puntual de una sucesion de funciones medibles positivas es una funcion medible positiva.

Por otra parte, podriamos probar un resultado andlogo al anterior, para funciones reales
medibles, pero imponiendo a la sucesién {f,} la condicién natural que permita definir cada
una de las funciones que aparecen en el enunciado. Preferimos destacar la dltima parte, que no
requiere repetir la demostracion, se puede deducir del caso ya resuelto:

w Si {fu} es una sucesion de funciones reales medibles, que converge puntualmente en €
a una funcion f:Q — R, entonces f es medible.

Para x € Q, de {f,(x)} — f(x) deducimos que {f,"(x)} — fT(x) y {f, ()} = f (x).
Por tanto, { f,* } y {f, } son sucesiones de funciones medibles positivas, que convergen
puntualmente en Q a f+ y f~ respectivamente. El resultado anterior nos dice que f+y f~
son medibles, luego f = f — f~ también lo es. [

La estabilidad de £1(Q) por operaciones algebraicas se podria probar de manera similar
a como lo hicimos para funciones reales, pero serd muy evidente cuando hayamos completado
una construccién de todas las funciones medibles positivas.

5.4. Funciones simples positivas

Para hacer la construccién recién anunciada, partimos de las funciones que s6lo toman los
valores 0 y 1. Concretamente, denotamos por ) : RV — {0,1} ala funcién caracteristica de
un conjunto B C RY, definida por

xg(x) =1 Vx€B y xa(x) =0 VxcRV\B

Dado o€ R™, es claro que xgl(]oc,oo]) =Bsia<l,y Xgl(]oc,oo]) =0sio>1.Por
tanto, Xp es una funcién medible positiva si, y s6lo si, el conjunto B es medible. Tenemos aqui
un ejemplo de funcién no medible: para cada conjunto no medible W C RY, 1a funcién xw no
es medible. Ademds, definiendo f(x) = 2w (x) — 1 paratodo x € R, vemos que f: RY — R
tampoco es medible, pero | f| si lo es, pues de hecho | f(x)| = 1 para todo x € RV,
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Por otra parte, podemos ya mostrar ejemplos de funciones medibles que estdn muy lejos
de ser continuas. Tomando B = QN , la funcién xp es medible, pero no es continua en ningin
punto de RV .

A partir de las funciones caracteristicas de conjuntos medibles, podemos ahora construir
facilmente nuevas funciones medibles positivas.

Llamaremos funcién simple positiva a toda combinacion lineal de funciones caracteristicas
de conjuntos medibles, cuyos coeficientes sean numeros reales no negativos, es decir, a toda
funcién de la forma

m
s=Y pixc donde meN, pi,....pw€R] y Ci,....CheM (1)
i=1

Estd claro que s es una funcién medible positiva, y su imagen es un conjunto finito s(RY) C Rg .
Reciprocamente, sea s : RN — R(J{ una funcién medible positiva con imagen finita. Podemos
entonces escribir s(RY) = {o,0,...,0,} CRj donde pe Ny o) <oy <...<a,. Para
cada k € A,, el conjunto Ay = {x € RV : s5(x) = o} es medible y se tiene claramente

S =

)4
O XAy (2)

k=1
luego s es una funcién simple positiva. Diremos que (2) es la descomposicién canénica de la
funcién simple positiva s. Observemos que las funciones caracteristicas de conjuntos medibles
no son linealmente independientes, luego la descomposicién de una funcién simple positiva

que aparece en (1) no es unica, pero en (2) hemos elegido una descomposicién que si estd
determinada de manera Unica por la funcién s, cuya utilidad se vera mds adelante.

5.5. Aproximacion por funciones simples

Es obvio que si p € Rg y s,t son funciones simples positivas, entonces ps y s+t también
lo son. Ademds, como YaXp = Xanp para cualesquiera A,B € P(RY), el producto st es
también una funcién simple positiva. Por tanto, las operaciones algebraicas no nos permiten
ampliar la familia de funciones medibles positivas que por ahora hemos construido.

Sin embargo, queda el recurso de considerar, por ejemplo, limites puntuales de sucesiones
de funciones simples positivas. Pues bien, vamos a ver que de esta forma, podemos obtener
todas las funciones medibles positivas. Ello es consecuencia del teorema que ahora vamos a
estudiar, en el que aparece la idea clave usada por Lebesgue para definir su integral.

Las nociones de monotonia, que conocemos para sucesiones de elementos de [0, ], se
trasladan de forma natural a las sucesiones de funciones. Concretamente, una sucesién { f,}
de funciones de Q en [0, | es creciente cuando, para cada x € Q, la sucesién {f,(x)} es
creciente, es decir, f,(x) < fu+1(x) para todo n € N. Andlogamente, {f,} es decreciente
cuando f,+1(x) < fu(x) paratodo n € N y todo x € Q. Por ultimo, decimos que {f,} es una
sucesion monoétona, cuando es creciente o decreciente.
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Pues bien, si {f,} es una sucesién monétona de funciones de Q en [0, |, sabemos que la
sucesion {f,(x)} converge en [0, co] para todo x € Q, es decir, {f,} converge puntualmente
en Q. Si denotamos entonces por f: Q — [0, co] a su limite puntual, escribiremos {f,} * f
cuando {f,} sea creciente, y {f,} \( f cuando sea decreciente. Usaremos frecuentemente
esta notacidn, para sucesiones crecientes de funciones simples y, aunque tales funciones estan
definidas en todo RY, puede interesarnos solamente su comportamiento en . Asf pues, dada
una sucesion {s,} de funciones simples, y una funcién f:Q — [0, o], escribimos {s,} * f
para indicar que {s,(x) } * f(x) paratodo x € Q.

Pasamos ya a demostrar el primer resultado fundamental en la teoria de la integracion.

Teorema de aproximacion de Lebesgue. Toda funcién medible positiva es el limite puntual
en Q de una sucesion creciente de funciones simples positivas.

Demostracion. Si f: Q — [0, o] es medible, para n,k € N con 1 <k < n2" definimos

F,={xeQ: f(x) >n} y En7k:{x€Q:k2_nl<f(x)<2—i}

y vemos claramente que, tanto F, como E, ; son conjuntos medibles. Definimos ahora

n2" 1

Sy = nXF, —+ Z n XEn,k VneN (3)
k=1

Evidentemente, {s,} es una sucesion de funciones simples positivas, y la demostracién se
concluird probando que {s,} /* f. Se tiene s,(x) = 0 para cualesquiera x c RV \ Q y n € N,
pero sélo nos interesa lo que ocurre en . Para que se comprenda mejor el razonamiento,
conviene hacer una sencilla observacion acerca de la igualdad (3). Fijado n € N, tenemos

[0,00} = [n,oo] L—ﬂ (@ [kz;nl,z—kn{> , luego Q=F, tl-J (E—Jl En7k>

k=1

Por tanto, dado x € Q, al usar (3) para calcular s,(x), aparece a lo sumo un sumando no nulo.
Asi pues, si x € F, tendremos s,(x) = n, y en otro caso existe un tnico k € {1,2,...,n2"} tal
que x € E, ., conlo que s,(x) = (k—1)27".

Fijados x € Q y n € N, para comprobar que s,(x) < s,+1(x), cabe distinguir tres casos,
dependiendo del valor de f(x). Empezamos por el mas sencillo:

n+1<f(x) = xeF CF = s;(x)=n<n+1=s,41(x)

Si n< f(x) <n+1, existe un dnico k € N, con 1<k < (n+1)2"", tal que x € E; 4 g -
Entonces k > 2"+ f(x) > 2"!n, luego k—1> 2" n, y deducimos que

k—1
sp(x) =n < it = Sp+1(x)

N
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Supongamos por dltimo que f(x) <n ysea k € N, con 1 <k <n2", tal que x € E, .
Entonces 2k —2 < 271 f(x) < 2k, es decir, j—1 < 2" f(x) < j+1, donde j=2k—1
verifica que 1< j <n2"! —1 < (n+1)2"!, con lo que caben dos posibilidades:

. . k—1  j—1
J=1<2 ) <j = su(x) = T omit = Sn+1(x)

k—1 J
o < Sl = Snt1(X)

JL2M ) <j+1 = s(x) =

Comprobado que {s,} es creciente, fijamos x € Q para ver que {s,(x)} — f(x). Esto es
evidente si f(x) = oo, pues entonces s,(x) = n para todo n € N. En otro caso, para n > f(x)
se tiene que x ¢ F;,, luego x € E,  con 1 <k <n2". Por tanto:

neN, n> f(x) = 0< f(x)—sux) <1/2" (4)
lo que claramente implica que {s,(x)} — f(x). |

En un caso particular importante, la demostracion anterior contiene una informacion que
merece ser destacada:

Teorema de aproximacion uniforme. Si f es una funcion medible positiva, verificando
que sup f(Q) < oo, entonces existe una sucesion creciente de funciones simples positivas que
converge uniformemente a f en .

Demostracion. Notese que las funciones simples positivas nunca toman el valor oo, y por
hipétesis se tiene f(x) < oo para todo x € Q, luego tiene sentido decir que {s,} converge
uniformemente a f en Q. Definiendo {s,} como en (3), comprobaremos enseguida dicha
convergencia uniforme. Basta para ello tomar m € N tal que m > sup f(Q), con lo cual, para
todo n € N con n > m, vemos en (4) que

0< fx)—su(x) < 1/2" VxeQ
y esto prueba que {s,} converge uniformemente a f en Q. [

Cabe resaltar que, en las demostraciones anteriores, el hecho de que  sea un subconjunto
medible de RY, y f una funcién medible, s6lo se usa para asegurar que s, es también medible,
para todo n € N. Si Q es cualquier conjunto no vacio, y f:Q — [0, co]| cualquier funcién,
podemos definir la sucesion {s,} como lo hemos hecho antes, con lo que {s,} es creciente y
converge puntualmente a f. Nuevamente, cuando sup f(Q) < oo, la convergencia es uniforme.
Por tanto, tenemos un método general para aproximar puntualmente funciones definidas en un
conjunto arbitrario Q y con valores en [0, o], por funciones de Q en RE)L que tienen imagen
finita, aproximacion que es uniforme en muchos casos.

La construccion usada en el teorema anterior es muy intuitiva en un caso concreto, que
permite entender mejor el caso general. Suponiendo que sup f(Q) < 1, para cada x € Q

disponemos de un desarrollo binario f(x) = Z anz (nx)
n=1

y el conjunto {n € N : g,(x) =0} es infinito, lo que garantiza la unicidad.

,donde, a,(x) €{0,1} paratodo n €N,
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Pues bien, si {s,} es la sucesién definida en (3), en este caso se comprueba facilmente por

5oag(x)

induccién que s,(x) = kZ’l T
sucesion {s,} es creciente y converge a f uniformemente en Q. Estd claro que, en este caso
particular, la aproximacién que hemos hecho no puede ser mds sencilla e intuitiva. También
es claro que, en lugar del desarrollo binario, se podria usar un desarrollo decimal. En el caso
general hemos usado una sencilla adaptacién de esta idea, que renunciando a la convergencia
uniforme, permite trabajar con funciones no acotadas, que incluso pueden tomar el valor oo,

para cualesquiera x € Q y n € N. Ahora es evidente que la

Como ya sabiamos que el limite puntual de una sucesiéon de funciones medibles positivas
es una funcién medible, tenemos una caracterizacién de las funciones medibles positivas que
conviene resaltar:

= Una funcién de Q en [0, o] es medible si, y s6lo si, es el limite puntual en Q de una
sucesion creciente de funciones simples positivas.

La estabilidad de las funciones medibles positivas por operaciones algebraicas es ya casi
evidente. Para dos funciones f,g: Q — [0, |, podemos definir la suma f + g asi como el
producto fg, en la forma natural, usando la suma y el producto de [0, co|. Concretamente,

basta escribir (f+g)(x) = f(x) +g(x) y (fg)(x) = f(x)g(x), para todo x € Q.
= Si f y g son funciones medibles positivas, entonces f+g y fg también lo son.

Existen dos sucesiones crecientes {s,} y {z,} de funciones simples positivas, que convergen
puntualmente en Q a f y g respectivamente.

Entonces, para todo x € Q, tenemos {s,(x) } * f(x) y {t(x)} 7 g(x), de donde

{sa(x) + ta(x)} 7 flx) + g(x) y {sn(®)ta(x) } 7 f(2) &(x)

Vemos que {s,+1,} y {sut,} son sucesiones de funciones simples positivas que convergen
puntualmenteen Q a f+g y fg respectivamente, luego f+ g y fg son medibles. [



