Tema

Construccion de la medida de Lebesgue

Vamos a estudiar una de las nociones mds importantes de toda la Matemdtica. Se trata,
nada més y nada menos, que de definir rigurosamente la longitud de un subconjunto de R, asi
como el drea de un subconjunto de R?, el volumen de un subconjunto de R* y, de manera
mds general, la medida N-dimensional de un subconjunto de RY, con N € N arbitrario. Dicha
definicion se debe al matemaético francés H. Lebesgue (1875-1941), que la estudi6 en su tesis
doctoral, defendida en 1902. No es exagerado afirmar que la publicacién de dicha tesis supuso
una auténtica revolucion en el Andlisis Matematico, y de hecho en toda la Matematica. Fue el
origen de lo que hoy conocemos como Teoria de la Medida, pero también fue el detonante que
dio lugar al nacimiento del Analisis Funcional, e incluso de la Topologia General.

3.1. Orden, topologia y aritmética en [0, oo|

El uso del infinito es imprescindible para estudiar la medida de Lebesgue, pues por ejemplo,
la longitud de un subconjunto de R podré ser un nimero real no negativo, pero hay conjuntos
que deben tener longitud infinita, como el propio R, o cualquier semirrecta. Es por ello que
afiadiremos a ]R(J{ un nuevo elemento, denotado por oo, obteniendo asi el conjunto

[0, 00] = Ry U {eo}

La idea es usar eo como un nimero positivo més, para lo cual, daremos al conjunto anterior una
estructura de orden, topoldgica y algebraica, que extienden a las usuales de R, mejorandolas
en algunos aspectos, como vamos a ver. Convendrd eso si, prestar atencion a los casos contados
€n que, manejar a e como un numero positivo mdas, pueda llevarnos a un error.

En primer lugar, extendemos el orden usual de ]RS’ definiendo:
x < oo Vx € [0, ]

Estd claro que de esta forma, [0, e| se convierte en un conjunto totalmente ordenado, cuyo
maximo es oo y cuyo minimo es 0. De hecho es facil comprobar que el orden de Rar ha
mejorado al pasar a [0, o], en el sentido que sigue.
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= Todo subconjunto no vacio de [0, o] tiene supremo e infimo.

Noétese que cuando, para un conjunto no vacio A C [0, eo|, escribimos sup A < oo, estamos
diciendo que = ¢ A y que A estd mayorado en el sentido usual, como subconjunto de R.

Prestemos ahora atencion a la topologia de [0, o], que podemos llamar usual y se describe
de varias maneras. Por una parte, se trata de la topologia del orden, la que puede definirse en
cualquier conjunto totalmente ordenado. Los abiertos de [0, o] son las uniones arbitrarias de
intervalos abiertos, que pueden ser de los tres tipos siguientes, con o, 3 € [0, oo].

[0,B[= {x€[0,0] : x <B}
Jo, 0] = {x€[0,00] 0 < x}
Jo,B[= {x€[0,00] : . <x < B}

Estos conjuntos forman pues una base de la topologia de [0, ], que da lugar a una base de
entornos de cada punto. Para cada x € R™, la familia {]x —e,x+e[: 0<e< x} es base de
entornos de x, mientras que {[0,€[: € >0} es base de entornos de 0. Vemos asi que [0, oo]
induce en R} la misma topologia que R. Finalmente, la familia {] o, o] : « € R* } es base de
entornos de oo. Por tanto, si x, € [0, oo] para todo n € N, se tiene {x,} — oo si, y s6lo si, para
todo oo € R™ existe m € N tal que x, > o para n > m. Cuando x, < e para todo n € N, esto
equivale a que la sucesion de numeros reales {x,} diverja positivamente, como cabia esperar.

La mejor forma de entender la topologia, y también el orden, de [0, o] se consigue usando
la funcién f:[0,1] — [0, o] dada por

f0) == veelod] y f(1) =
que es biyectiva, con f~!(x) =x/(1+x) paratodo x € Rj y f~!(e0) = 1. Es facil comprobar
que f es continua, con lo que [0, o] es compactoy f es un homeomorfismo. Por tanto, como
espacio topoldgico, [0, ] se identifica con [0, 1], cuyas propiedades topoldgicas son bien
conocidas. Por ejemplo, vemos que [0, o] es un espacio topolégico metrizable, compacto y
conexo. Observemos también que f es una biyeccion creciente, luego preserva el orden, asi
que [0, o] también se identifica con [0, 1] como conjunto ordenado.

La topologia de [0, «o] es compatible con el orden, en el siguiente sentido: si {x,} e {y,}
son sucesiones convergentes en [0, ], tales que x, <y, para todo n € N, se tiene entonces
que lim x, < lim y,. Llamamos ahora la atencién sobre otro hecho evidente:

n—oo n—soo

= Toda sucesién monétona de elementos de [0, o] es convergente. Mds concretamente:

Xp €[0,00], xy < xpy1 VREN — lgnxn:sup{xn:nEN}
n— oo

Xp €[0,00], x4 = xpp1 VREN — lgnxn:inf{xn:nEN}
n— o0

Usaremos a menudo sucesiones monétonas en [0, o], por lo que conviene disponer de
una notacion abreviada para ellas. Si {x,} es una tal sucesién y denotamos por x a su limite,
escribiremos {x,} * x cuando {x,} sea creciente, y {x,} “\, x cuando sea decreciente.
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Para toda sucesién {x,} en [0, o], podemos ahora definir sus limites superior e inferior:

_ k> . e ( k>
l1rrln_>solipxn hm (sup{xk k>n}) 'y l1nnl>1£fxn nh_%)(mf{xk k>n})

Es claro que liminfx, < limsup x, y que, para x € [0, ] se tiene:
n—reo n—soo

{xs} »x <= liminfx, = limsupx, = x
n—poeo n—oo

Pasemos a las operaciones de [0, o|. Extendemos la suma usual de ]R(J{ definiendo
X+ oo =00+ x =00 Vx e [0, o]

Se comprueba rutinariamente que la suma asi definida es asociativa y conmutativa, con 0 como
elemento neutro. Ningin otro elemento de [0, o] tiene opuesto, por lo que debemos evitar las
diferencias entre elementos de [0, e |, y tener cuidado con la ley de cancelacién: de x+z=y-+z
con x,y,z € [0, o] sélo se deduce que x =y cuando z # . Por primera vez si se piensa, la
presencia de oo supone un inconveniente, hasta ahora todo habian sido ventajas.

Es claro que la suma es compatible con el orden:
xy€[0,], x<y = x+z<y+zVze]0,00]

luego podemos sumar desigualdades miembro a miembro. Por otra parte, la suma también es
compatible con la topologia, es decir, es continua. De manera equivalente, si {x,} ¢ {y,} son
sucesiones convergentes en [0, oo, se tiene que {x, +y,} también es convergente, con

lim (x, +y,) = hm Xp + hm 1 Vi

n—soo — o0

n
Observemos que, para toda sucesién {x,} en [0, o], la serie Z Xp = Zxk es una
n>1 k=1
sucesion creciente, luego converge. Por tanto siempre tiene sentido la suma de una serie:

an —nngonk

k=1

oo
Nétese que la desigualdad Z X, < oo significa que x;,, # oo para todo n € N, y que la serie
n=1
de nimeros reales Z x, es convergente en R. Usaremos con frecuencia que la suma de series
n>1
recién definida es asociativa y conmutativa, tipicamente cuando manejamos series dobles:

» Para toda funcion o : N x N — [0, c] y toda aplicacion biyectiva T: N — N x N, se

tiene:
Y ) a(nm) = k;oc(t(k)) =Y Y a@nm) (1)

n=1lm

s

1
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Fijados p,q € N, tomando r = max{t~!(n,m) : n,me N, n< p, m < g} vemos que, para
todo (n,m) e NxNconn<pym<gq,setiene (n,m)=1(k) con k€ Ny k <r,dedonde

Y ¥ alnm) < ¥ a(t®) < ¥ o)
n=1m=1 k=1 k=1

Podemos ahora tomar limites, haciendo primero g — o y después p — oo, para obtener

il iloc(n,m) < kioc(t(k)) (2)

Reciprocamente, fijado r € N, es claro que podemos encontrar p,q € N, de forma que, para
todo k € N con k < r, se tenga t(k) = (n,m) con n < p y m < g, con lo que tenemos

[

l;rloc(t(k)) < il ila(n,m) <Y i o(n,m)

n=1m=1

Al tomar limite, haciendo r — o, obtenemos

kioc(t(k)) < i iloc(n,m) (3)
=1 el m—

En vista de (2) y (3), hemos probado la primera igualdad de (1), de la que por simetria se
obtiene la segunda. ]

La definicién del producto en [0, ] es algo mds problemética. Extendemos el producto
usual de ]Rar definiendo:

X0 =oc0x =00 Vx€]0,00], 0o0o=000=0

Tomar o 0 = 0 puede ser discutible, y desde luego tiene inconvenientes, pero es perfectamente
coherente en nuestro estudio, por razones que mds adelante se pondran de manifiesto. Baste por
ahora pensar que una recta horizontal en el plano, cuya drea debe ser nula, puede verse como
un rectdngulo en el que la base tiene longitud oo y la altura 0, luego su area deberia ser o 0.

Se comprueba rutinariamente sin dificultad que el producto recién definido es asociativo,
conmutativo y distributivo respecto de la suma. También es claro que el producto es compatible
con el orden: si x,y € [0, eo] verifican que x < y, entonces xz < yz paratodo z € [0, e]. El
caso en que z = oo no causa dificultad, pues si y =0 también se tiene x = 0. Podemos por tanto
multiplicar miembro a miembro dos desigualdades:

x,y,z,t €[00, x<y, z<t = xz<yt

El haber definido 0 o = 0 hace obviamente que el producto no sea continuo y esta es la
otra cuestion con la que hay que tener cuidado. Concretamente, si {x,} e {y,} son sucesiones
convergentes en [0, o], con {x,} = x e {y,} — v, s6lo se puede asegurar que {x,y,} — xy
cuando se tenga {x,y} # {0,}, pues entonces el producto si es continuo en el punto (x,y).
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Para tener una situacion en la que podemos olvidar la salvedad anterior, supongamos ademas
que las sucesiones {x,} e {y,} son crecientes. Entonces, si x =0, se ha de tener x, = 0 para
todo n € N, con lo que {x,y,} — xy aunque sea y = oo. Resaltemos esta observacion:

Xn,Yn € [0,00] VReEN, {x,} 7x, {w} "y = Xnyn} /xy

Esto es ttil cuando se trabaja con sucesiones de funciones con valores en [0, |, como haremos
a menudo. Tiene una consecuencia obvia para series en [0, oo|, que son sucesiones crecientes:

xn€[0,0] VneN, ac[0,0] = o) x,=) oux,
n=1 n=1

3.2. Definicion de la medida de Lebesgue

Nuestro préximo objetivo es definir la longitud de un subconjunto de R, el drea de un
subconjunto de R?, el volumen de un subconjunto de R3, y en general, lo que podriamos Ilamar
medida N-dimensional de un subconjunto de R".

En lo que sigue mantenemos fijo N € N y denotamos por P(RY) al conjunto de todos
los subconjuntos de RY. Todo lo que haremos depende de N, pero abreviamos olvidando esta
dependencia, para evitar que N tenga que aparecer constantemente, complicando la notacion.
Para n € N serd util escribir A, = {k € N : k <n}.Dado k € Ay, denotamos por 7 : RY — R
a la k-ésima proyeccién coordenada en RY, es decir, 7 (x) = x(k) para todo x € RY.

Para empezar, estd claro cual deberia ser la longitud de un intervalo acotado en R, el drea
de un rectdngulo, o el volumen de un ortoedro, lo que nos lleva a las definiciones que siguen.

Un intervalo en R serd un producto cartesiano de intervalos en R, y denotaremos por J
al conjunto de todos los intervalos acotados en R”, entendiendo que 0 € J. Para I € 7\ {0}
y cada k € Ay, estd claro que (1) es un intervalo no vacio y acotado en R. Esto nos permite
definir la medida elemental del intervalo I como el nimero M(I) € Rg dado por

N
M(I) = H ( sup (1) — infnk(l)) (4)
k=1

y como es natural, definimos M(0) = 0. Obtenemos asi una funciéon M : J — Rar a la que
llamaremos medida elemental de los intervalos acotados.

La idea clave de Lebesgue consiste en usar la funcién M para estimar por exceso la medida
de cualquier conjunto E C RY. Para ello, consideremos un recubrimiento numerable de E por

o)

intervalos acotados, es decir, una sucesién {I,} en J tal que E C |J I,,. Tales recubrimientos
n=1

existen, pues por ejemplo, E C RN = |J [—n,n]". Intuitivamente, la medida de E deberia ser
n=1

menor o igual que Z M(I,), pero es igualmente plausible que, eligiendo de forma adecuada
n=1

la sucesion {I,}, dicha suma pueda aproximarse a la medida de E, tanto como se quiera. Ello

motiva la definicién que sigue.
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La medida exterior de Lebesgue es la funcién A* : P(RY) — [0, o] definida por

A*(E) = inf { iM(In) c,€d VneN, EC OI} VE € P(RY) (5)
n=1

n=1

Para cada conjunto E € P(RY), se dice también que A*(E) es la medida exterior de E .

La funcidn recién definida no es la respuesta definitiva al problema que estamos tratando, por
la razén que pasamos a explicar. Intuitivamente, si E y F son subconjuntos disjuntos de RY,
la medida de E U F deberia ser la suma de las medidas de £ y F. Sin embargo, aunque no es
facil probarlo, veremos mas adelante que existen conjuntos E, F € T(]RN ),con ENF = 0, tales
que A*(EUF) < A*(E) + A*(F). Este inconveniente se evita restringiendo la medida exterior
de Lebesgue a una familia de subconjuntos de RY en la que dicho inconveniente no pueda
presentarse. L.o haremos de una forma distinta a la usada por Lebesgue, que fue propuesta mas
tarde por el matemético aleman C. Carathéodory (1873-1950), y conduce al mismo resultado,
por un camino mds corto. Para entender su idea, podemos pensar que los conjuntos E y F antes
mencionados “no parten bien” a E U F, pues de algiin modo, la medida exterior A* no detecta
que E y F son disjuntos. Para evitar que esto pueda ocurrir, nos limitaremos a trabajar con los
conjuntos que “parten bien” a cualquier otro, lo que se concreta como sigue.

Diremos que un conjunto E € P(R") es medible cuando verifica la siguiente condicién:
A(W) =AM (WNE) + A (W\E) VW e P(RY) (6)

y denotaremos por M a la familia de todos los subconjuntos medibles de RY. Obsérvese que,
si E€M y F € P(RY) verifican que ENF = 0, tomando W = EUF en (6), obtenemos
que A*(EUF) = A*(E) + A*(F), luego si nos limitamos a trabajar con conjuntos medibles, el
problema antes mencionado no puede presentarse.

La medida de Lebesgue en R" es la restriccién de la medida exterior de Lebesgue a la
familia de los conjuntos medibles, es decir, la funcién A : M — [0, | definida por

ME)=A(E) VEeM (7)

Para cada E € M diremos simplemente que A(E) es la medida de E.

Hemos querido presentar la definicion de la medida de Lebesgue de una forma muy directa,
para que quede claro que tal definicién puede hacerse de forma bastante intuitiva, en cuatro
pasos: mediante la igualdad (4) se define la medida elemental de los intervalos acotados, que
se usa en (5) para definir la medida exterior de Lebesgue. Para que dicha funcién se comporte
como esperamos, definimos los conjuntos medibles mediante la condicién (6), para finalmente
obtener en (7) la medida de Lebesgue como restriccion de la medida exterior.

Paratodo W € P(RY) se tiene WNO = W\RY = 0, mientras que W\0 = WNRY = W
Como A*(0) = 0, deducimos que @,RY € M. Ya hemos dicho que A(0) = 0, pero no estd
claro que se tenga A(R") = oo, como cabe esperar. De hecho, es muy poco lo que se puede
decir sobre la medida de Lebesgue, usando solamente su definicion. Para obtener informacion
mas relevante sobre ella, hay que estudiar con mds detenimiento la medida exterior A*, como
haremos a partir de ahora.
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3.3. La medida exterior de Lebesgue

Resaltamos una propiedad inmediata:

» [a medida exterior de Lebesgue es una funcion creciente, es decir:

ECFCRY = \Y(E) <A(F)

Como todo recubrimiento de F es también un recubrimiento de E, basta usar que el infimo
de un conjunto es menor o igual que el de cualquier subconjunto no vacio. |

Probamos ahora la propiedad mds importante de la medida exterior de Lebesgue:

= Para toda sucesién {E,} de subconjuntos de RV se tiene:

“(Q&)<i”@) ®)

n=1

Podemos suponer que Z A*(E,) < oo, pues en otro caso, la desigualdad buscada es obvia.
n=1

En particular tenemos A*(E,) < oo para todo n € N. Entonces, fijados € € RT y n € N, por
definicién de A*(E,), existe una familia numerable {I/(n,m) : m € N} C g tal que

Escribiendo E = |J E,, la familia {I (n,m) : nym €N } C d es un recubrimiento de E por

intervalos acotados, que por ser numerable, se puede escribir en la forma {I (’c(k)) tkeN } ,
mediante cualquier biyecciéon T : N — N x N. Usando ahora la definicion de A*(E) y una
propiedad conocida de las sumas de series en [0, o], obtenemos que

E)<liM[I(T(k)H:;§1M n,m) i(" 2">:i

En vista de la arbitrariedad de €, deducimos que se verifica (8). [ |

Se alude a la propiedad recién demostrada, diciendo que la medida exterior de Lebesgue es
una funcién c-subaditiva. Fijados n € N y E; € P(R) para todo k € A,;, podemos usar (8),
tomando E; = 0 para todo k € N\ A,. Con ello obtenemos:

x(kQIEk) g (Ex)

y decimos ahora que la medida exterior de Lebesgue es finitamente subaditiva. En particular,
se tiene que A*(EUF) < A*(E) + A*(F) para cualesquiera E,F € P(RV).
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Deducimos una consecuencia importante, a la hora de averiguar si un conjunto E C RV es
medible. Para todo W € P(RV) se tiene que A*(W) < A*(WNE) + A*(W \ E), luego para
tener E € M, bastard que se verifique la otra desigualdad. Asi pues, para E € P(RN) se tiene:

EeM <= MWNE)+VW\E) <AMW) YW eDPRY) 9)

Notese ademas, que la dltima desigualdad es obvia cuando A*(W) = co.

3.4. Primeras propiedades de la medida de Lebesgue

La observacion que acabamos de hacer tiene una consecuencia importante, que muestra ya
cierta abundancia de conjuntos medibles:

= Todo conjunto con medida exterior nula es medible, es decir:

EcP®RY), V(E)=0 = EcM, ME)=0

Como A* es creciente, para todo W € P(RY) se tiene que A*(WNE) < A*(E) = 0, asf
como A" (W\E) < A*(W), de donde deducimos que A*(WNE) + A" (W\E) < A*(W), yen
vista de (9), esto implica que E € M. Estd claro ahora que M(E) = A*(E) = 0. [

Cuando E € P(RN) verifica A*(E) = 0, se dice que E es un conjunto de medida nula,
pues automdticamente E es medible con A(E) = 0. Es fécil ver que esto le ocurre a todo
conjunto numerable E C RY. En efecto, si ¢ : N — E es una aplicacién sobreyectiva, para
cada n € N, el conjunto unitario [, = {¢( )} es un intervalo acotado con M(I,) = 0,y dela

definicién de A* deducimos que A*( Z M(1,

Antes de probar la primera propiedad fundamental de la medida de Lebesgue, conviene fijar
una notacion, util para trabajar con uniones de conjuntos dos a dos disjuntos, como haremos a
menudo a partir de ahora. La presentamos en general, para un conjunto no vacio Q arbitrario,
denotando también por P(Q) al conjunto de todos los subconjuntos de €. Por supuesto, todo
lo que se diga sobre Q serd vilido cuando Q = RV,

Si A,B,C € P(Q), escribiremos C = A |¢ B para indicar, no sé6lo que C = A U B, sino
también que A N B = (Z) Del mismo modo, si n € N y Ak € P(Q) para todo k € A,,, cuando

escribimos que A = U Ay, no sélo afirmamos que A = U Ay, sino también que Ay NA; =0
k=1 k=1

para k,j € A, con k # j. Finalmente, si A, € P(Q) para todo n € N, la igualdad A = L+J A,

n=1
indicaque A = [JA, yque A,NA,, = 0 para n# m.
n=1
El siguiente puede considerarse como el primer resultado fundamental acerca de la medida
de Lebesgue. Por una parte, describe las propiedades de estabilidad que tiene la familia de los
conjuntos medibles, y por otra, nos da la propiedad clave que tiene la medida de Lebesgue.
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Teorema. La familia M de los conjuntos medibles tiene las siguientes tres propiedades:

(a) RNeM
b)) EecM = RV\EeM

(¢) E,eM VneN, E=|JE, = EeM

n=1
A su vez, la medida de Lebesgue A :M — [0, oo tiene la siguiente propiedad:

E,eMVneN, E=WHE = ME i (10)

n=1 n=1

Demostracién. Ya sabiamos que RY es medible. Para abreviar, denotaremos por E€ al
complemento de un conjunto £ C RV, es decir, E€ = RN \E.Si E € M, se tiene

M (WNES) + X (W\E) = M (W\E) + M (WNE) = A (W)

luego E€ € M y se verifica (b). Probar (c), y de paso la igualdad (10), serd mas laborioso.
Dados E,F € M, para todo W € P(RV) tenemos

A (W) =AM (WNE) + A (WNE®)
=ANWNENF)+AMWNENF)+AM(WNE‘NF)+ A (WNE‘NF°)

(11)

La igualdad anterior se sigue verificando si sustituimos W por W N (E UF). Al hacerlo,
los tres primeros sumandos del dltimo miembro no se alteran, mientras el otro se anula, y
obtenemos

M (WN(EUF)) =AM (WNENF)+ M (WNENFC) + M (WNENF) (12)
Sustituyendo (12) en (11), obtenemos
M (W) =AM (WN(EUF)) + M (WNE°NF¢) = A (WN(EUF)) + A (W\ (EUF))

Esta igualdad, valida para todo W € P(R"), nos dice que EUF € M. Usando (b) deducimos
que también ENF €M y E\F € M,yaque ENF = (ECUF¢)* y E\F = ENF°. Mediante
una obvia induccién, vemos que toda unidn finita de conjuntos medibles es un conjunto medible,
que es la version de (c) para una familia finita de conjuntos.

Ademds, para E,F € M con ENF = 0 laigualdad (12) nos dice que
M(WN(EWF)) = M (WNE) + A" (WNF) YW ePRY)
Razonando de nuevo por induccién, obtenemos que, para todo n € N se tiene:

n
E e M VkeA,, E—UEk = A (WNE) Z (WNE) YW ePRY) (13)
k=1 k=1

Tomando W = R, obtenemos la versién de (10) para una familia finita de conjuntos.
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Supongamos ahora que E = i E, con E, € M paratodo n € N. Para usar lo demostrado,
n=1

n
tomamos F, = |4 E; para todo n € N. Fijados W € P(R"Y) y n € N, usamos que A* es
k=1
creciente, junto con (13), y como ya sabemos que F, € M, obtenemos:
n n
Z (WNEy) + A (W\E) < Z (WNEy) + M (W\F,)
k=1 =1
M(WNE) + M (W\F,) =L (W)

Esta desigualdad es vdlida para todo n € N, luego tenemos

i (WNE,) + A (W\E) < A*(W)

Como WNE = |J(WNE,) usando que A" es o-subaditiva, de la ultima desigualdad
=1

deducimos que
A(W) <A (WNE)+ A (W\E) < Z (WNE,) + A*(W\E) < A (W)

Esto prueba que E € M pero ademds, tomando W = E obtenemos claramente (10).
Finalmente, sea {E,} una suceswn de conjuntos medibles, que ya no tienen por que ser dos

a dos disjuntos, y sea de nuevo E = U E,. Tomando Hy = E; y Hy41 = Epq1 )\ U E para
k=1

n=1

todo n € N, sabemos ya que H,, € M para todo n € N, y se tiene claramente que £ = 4 H,,
n=1
luego usando lo ya demostrado, obtenemos que E € M. Esto prueba que se verifica (c¢), lo que

concluye la demostracion. |

La familia de los conjuntos medibles tiene otras propiedades de estabilidad, obtenidas en
la demostracién anterior, que en realidad son consecuencias de (b) y (¢). Sine Ny E, e M
n

para todo k € A,, tomando E; = @ para todo k € N\ A,, de (¢) deducimos que |J E; es
k=1

n n ¢
medible. Usando (b) obtenemos que () E; = < UE kc) también es medible. Més en general,
k=1 k=1

n=1

tltimo, para E,F € M, se tiene que E\F = ENF“ e M. En resumen, la familia M es estable
por todo tipo de operaciones numerables.

oo c
si E, € M para todo n € N, vemos que () E, = ( UES ) es un conjunto medible. Por

Las propiedades (a),(b) y (¢) se resumen diciendo que la familia de los conjuntos medibles
es una c-dlgebra en RY. Concretamente, una c-algebra en un conjunto no vacio Q es una
familia de conjuntos A C P(Q), estable por uniones numerables y complementos, con Q € A.
Razonando exactamente igual que hemos hecho con M, se comprueba que toda G-dlgebra es
estable por todo tipo de operaciones numerables.
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Se alude a la igualdad (10) diciendo que la medida de Lebesgue es una funcién c-aditiva.
En particular, para todo n € N se tiene que

n
EreM VkeA, E=HE =
k=1

lo que se expresa diciendo que A es finitamente aditiva.

Destacamos dos propiedades de la medida de Lebesgue, que se pueden deducir de (10),
pero en realidad son casos particulares de propiedades de la medida exterior, ya conocidas.
Concretamente, es claro que A es creciente, es decir,

E.FeEM, ECF = ME)<MAF)

Ademds, A es o-subaditiva en M, es decir

E,eMVneN — K(UEn) < ikEn
n=1

n=1

En particular A es finitamente subaditiva: verifica la desigualdad anédloga a la anterior, para una
union finita de conjuntos medibles.

Vamos a probar enseguida otras dos propiedades de la medida de Lebesgue, que son las dos
consecuencias mas importantes de la c-aditividad. Para interpretarlas en clave de continuidad,
conviene introducir una notacioén adecuada.

Dado un conjunto no vacio Q, supongamos que una sucesién {A,} de subconjuntos de Q
[e]

es creciente, es decir, A, C A,4+1 para todo n € N. Entonces el conjunto A = (J A,, puede

entenderse como una especie de limite de la sucesion {A,}, por lo que escribimos {A,} " A.
Por andlogas razones, escribimos {A,} \ A cuando {A,} es decreciente, es decir, A, C A,
para todo n € N, y hemos tomado A = () A,. Veamos ya los dos tipos de continuidad que

n=1
tiene la medida de Lebesgue.

» La medida de Lebesgue A: M — [0, ] es crecientemente continua, es decir:
A, eM VneN, {A,} A = {MA))} /MA) (14)
También es decrecientemente continua, en el siguiente sentido:

A eM VneN, {A}NA, MA)) <o = {MAy)} \AA) (15)

Con vistas a (14), como A es creciente, sabemos que la sucesion {A(A,)} es creciente, y
también sabemos que A es medible, como unién numerable de conjuntos medibles. Se trata por
tanto de probar que el limite de {A(A,)} es 7»( ). Tomando Ag =0 y B, =A\Ap-1 €M

para todo n € N, tenemos claramente A = U B, , y también A, = U By para todo n € N.
n=1
Usando ahora que A es c-aditiva, y también que es finitamente ad1t1va obtenemos

= Y ABy) = Tim Y A(BY) = lim MA,)
n=1

n—yoo = n—oo
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Para probar (15), sabemos que {A(A,)} es decreciente, y que A € M. Para todo n € N
tenemos A; \A, e My A; = (A1 \A,)WA,. Como también A;\A My A = (A \A) WA,
la aditividad finita de A nos dice que

MAI\A) + MA) = MA]) = MAL\A,) + MA,)  VneN

Por ser {A;\A,} /" A1\ A, usando (14) obtenemos que {A(A;\A,)} " A(A;\A). Pero por
otra parte, como {A(A,)} es decreciente, tenemos {A(A,)} \ & € [0, co]. De las igualdades
anteriores se deduce entonces que

MAI\A) +MA) = AMA\A) + o

Como A(A1\A) < A(A]) < oo, concluimos que A(A) = a, luego {A(An)} \(A(A). |

La diferencia entre la continuidad creciente y la decreciente no puede pasar desapercibida.
Estriba en la condicién A(A;) < eo, que no aparece en (14), pero ha sido crucial para (15). De
hecho, bastaria suponer que existe m € N tal que A(A,) < oo, pues si m > 1, podemos usar
la sucesion {A,+,—1}, cuyo primer término es A,,, y que también verifica {A,+m—1} N\ A.
Entonces (15) nos dice que {A(Antm—1)} \MA), de donde {A(A,)} \ A(A). Aunque sea
adelantando acontecimientos, veamos que este tipo de hipdtesis no puede suprimirse. Si para
cada n € N tomamos A, = [n, 4 [C R, veremos mds adelante que A(A,) = co. Sin embargo,
es claro que {A,} \,0, asi que {A(A,)} no converge a A(0) = 0. Andlogo ejemplo se puede
mostrar en RY, para cualquier N € N.

Como ya se ha dicho, todas las propiedades que por ahora conocemos de la medida de
Lebesgue, son consecuencias de la o-aditividad. Es natural por tanto que tal propiedad sea la
que se usa para definir el concepto general de medida.

Concretamente, una medida en un conjunto no vacio Q, es una funcién u: A — [0, o],
definida en una c-dlgebra A C P(Q), que verifica u(0) = 0 y es c-aditiva, es decir;

E,cAVneN, E=E, = uE)=Y uE)

Como ya se ha sugerido, cualquier medida tiene todas las propiedades que por ahora conocemos
de la medida de Lebesgue. Es finitamente aditiva y también o-subaditiva, luego finitamente
subaditiva. Ademas, es crecientemente y decrecientemente continua.

Aunque sélo nos interesa la medida de Lebesgue, veamos otro ejemplo mds sencillo de
medida, que tiene sentido en cualquier conjunto no vacio Q. Para cada E € P(Q), sea u(E) el
nimero de elementos de E, entendiendo que u(E) = oo cuando el conjunto E es infinito. Se
comprueba sin dificultad que de esta forma se obtiene una medida u : P(Q) — [0, |, que por
razones obvias, se conoce como el nimero de elementos en Q.

Notemos que el primer teorema que hemos probado, acerca de la medida de Lebesgue, se
resume diciendo que la familia M de los conjuntos medibles es una c-dlgebra en RY, y que
la funcién A : M — [0, o], aparte de verificar que A(0) = 0, es c-aditiva. Por tanto, con la
nomenclatura recién introducida, el teorema queda como una especie de redundancia: la medida
de Lebesgue en RY es, efectivamente, una medida en RY.
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3.5. Los intervalos acotados y su medida elemental

Para definir la medida de Lebesgue, se tomé como punto de partida la familia J de los
intervalos acotados en RY, y su medida elemental, la funcién M : J — Rg definida en (4). Es
natural preguntar si los intervalos acotados son conjuntos medibles y si su medida coincide con
su medida elemental, es decir, si se tiene J C M y A(I) = M(I) para todo I € J. Para que la
medida de Lebesgue esté de acuerdo con nuestra intuicion, y también para poder avanzar en
su estudio, es obligado contestar afirmativamente esta pregunta. Ello requiere estudiar algunas
propiedades basicas de J y M, que intuitivamente se pueden considerar evidentes, pero haremos
demostraciones detalladas, que no son del todo inmediatas.

En primer lugar, la interseccién de dos intervalos 1,J C RV es un intervalo, lo que es bien

N N
sabido cuando N = 1. En general, tenemos I = Hlk yJ = HJk donde I, J; son intervalos
k=1 k=1
N
en R para todo k € Ay, y vemos que INJ = H (Ikﬂjk) es un intervalo en RY, producto
k=1

cartesiano de intervalos en R.

Cuando I,J € {, es obvio que el intervalo I/ NJ estd acotado. Hemos comprobado asi la
primera propiedad de J que conviene resaltar:

» Para cualesquiera 1,J € J, se tiene que INJ € J.

Esta claro que no se verifica la propiedad andloga para uniones, y tampoco para diferencias,
pero si hay una relacion entre diferencias y uniones que nos serd util.

= Para cualesquiera 1,J € J, el conjunto I\ J es una union finita de intervalos acotados
dos a dos disjuntos, es decir, existe n € N tal que

n
INJ = | H donde Hyed VkeA, (16)
k=1

Razonamos por induccién sobre N, suponiendo que J # 0 pues en otro caso no hay nada
que demostrar. Para N = 1 consideramos los conjuntos

J_={yeR:y<x VxelJ} y Jp ={zeR:z>x VxelJ}

que claramente son semirrectas y verifican que R = J_ [ J ¢ J;. Entonces, los intervalos
acotados Hy = INJ_ y H, = INJ, verifican que I\J = H| ¥ H,, luego tomando n = 2,
hemos probado (16) enel caso N =1.

Fijado N € N, suponemos cierto el resultado en RY, para probarlo en RN*!. Si I,J son
intervalos acotados en RV*!, escribimos I = AxC y J = B x D, donde A y B son intervalos
acotados en RY, mientras que C y D lo son en R. Se tiene entonces claramente que

INJ = [(A\B) xC|H [(ANB) x (C\D)] (17)
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Por la hipétesis de induccion, y lo ya demostrado en el caso N =1, existe m € N tal que
m
A\B = |H A y C\D=CHC (18)
j=1

donde A; es un intervalo acotado en RV para todo k € A,,, mientras que Cy,C; son intervalos
acotados en R. Tomando entonces

H, =A; xC YkeA,, Hm_H:(AﬁB)XC] y Hm+2:(AﬂB)XC2

vemos claramente que Hy es un intervalo acotado en R¥*! para todo k € A,,;», mientras que
de (17) y (18) deducimos que

H[ANB)xCi]lH[(ANB)x ] = mng
k=1

& =

I\J: [+(Ak><C)
k=1

Tomando n = m+ 2, tenemos la igualdad (16) en R¥*!, lo que concluye la demostracién. W

El resultado anterior permite obtener ficilmente, partiendo de los intervalos acotados, una
familia de conjuntos que ya es estable por operaciones finitas. Concretamente, diremos que un
conjunto A € P(RY) es una figura elemental, cuando se pueda expresar como unién finita de

n
intervalos acotados dos a dos disjuntos, es decir, cuando setenga A = | [y conneNe [ €
k=1
para todo k € A,,. Denotaremos por & a la familia de todas las figuras elementales en RY. Del
resultado anterior deducimos la propiedad de € que nos interesa.

» Lafamilia € es estable por intersecciones finitas, diferencias y uniones finitas.

En primer lugar, es evidente que toda union finita de figuras elementales, dos a dos disjuntas,
es una figura elemental, es decir

m
meN, Aje€ VjeA,, A=A, = Acé&
j=1

n m
Sean ahora A,B € € arbitrarios, y pongamos A = [t/ Iy y B = [t H;, donde Ii,H; € ]
k=1 j=1
para cualesquiera k € A, y J € A,,. Vemos entonces que

n m
AnB =W (knH)
k=1j=1
es una union finita de intervalos acotados dos a dos disjuntos, luego A N B € €. Mediante una
obvia induccién, deducimos que € es estable por intersecciones finitas.

Fijando ahora k € A,, para cada j € A,, el resultado anterior nos dice que [ \H; € €,y

m
deducimos que Iy \B € €, yaque I \B = () (It \ H;). Como esto es cierto para todo k € A,,
j=1

obtenemos que A\B € €,yaque A\B = | (It \B).
k=1
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Finalmente, como A UB = (A\B) (AN B) Y(B\A), vemos también que AUB € €. Otra
vez por induccién, concluimos que & es estable por uniones finitas. [

Probamos ahora que la funcién M es finitamente aditiva, en el siguiente sentido:

n
» Siunintervalo I € J se subdivide en la forma I = |4 I; donde n € N y también I; €
j=1

n
para todo j € A, entonces se tiene que M(I) = Z M(1;).
j=1

Empezamos trabajando en el caso N = 1 y, para que no haya confusién con el caso general,
denotamos por /(H), en vez de M(H), ala medida elemental de cada intervalo acotado H C R.
Se tiene por tanto /(H) = sup H — inf H cuando H # 0,y [(0) = 0.

Pues bien, consideremos dos semirrectas S 'y 7, tales que R = S|¢ 7. Dado un intervalo
acotado H C R, vamos a comprobar que

I(H) = I(HNS) + I(HNT) (19)

Salvo permutacion de S y T, podemos suponer que S estd mayorada y 7 minorada, con lo
que escribimos ¢ = sup S = inf 7. Suponemos también que H NS # 0y HNT # 0, pues en
otro caso no hay nada que demostrar. Entonces, tomando a = inf H y b = sup H, tenemos
claramente a < ¢ < b, de donde obtenemos que

inf(HNS) = a, sup(HNS) = ¢ =inf(HNT), sup(HNT) = b
De estas igualdades se deduce (19), ya que

IHAS) +I(HNT) = (c—a)+ (b—c) = b—a=I(H)

Trabajando ya en RY, razonamos por induccién sobre n, teniendo en cuenta que el resultado
es obvio para n = 1, asi que lo probamos para n > 1, suponiendo que es cierto para n — 1.

n
Sea I € J descompuesto como I = [ I; con I; € J paratodo j€A,. Alser 1 NI, =0,
=1
existe p € Ay tal que w, (/1) N 7®,(1,) = 0. Entonces m,(I1) y w,(I,) son intervalos acotados
disjuntos, luego existen semirrectas S y 7, tales que ®,(I;) C S, n,(I,) CT y R=SWT.
Consideramos entonces los conjuntos A,B C RV definidos por

A= {xel:my(x)eS} y B={xel:my(x)eT}

Se tiene claramente que A y B son intervalos acotados, verificando que 1 (A) = mi(B) = mx (1)
paratodo k € Ay \ {p}, mientras que ®,(A) = w,(I)NS y ®n,(B) = w,(I)NT. Usando (19),
obtenemos que

I(my(I)) = I(my(A)) + I(m,(B))
mientras que [(7x(I)) = [(me(A)) = [(m(B)) paratodo k € A’ = Ay \ {p}.
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Multiplicando miembro a miembro las N igualdades recién comentadas, obtenemos que

M(I) = I(mp(D)) [T1(m()) = (I(mp(A)) + I(m,(B Hl (1
ke ke’
A ) Hl(ﬁk(A) +l TCp Hl 7. (B M(A) + M(B)
keN ke

Para cada j € A,, lo obtenido para el intervalo acotado /, también es vélido para /;, luego se
tiene M(I;) = M(Aj) + M(B;),donde A; = {x€l; :m,(x) €S} y Bj ={xelj:m,(x)eT}.

n n
Por otra parte, de [ = Lﬂ I; se deduce claramente que A = W A; y B = ¢ B, peroes
j=1 j=1 j=1

claro que A, = 0, porque 7,(l,) C T, mientras que By = 0, ya que w,(/;) C S. Por tanto se
n—1 n

tieneque A = WA; y B= Y B;.
j=1 j=2

Tenemos asi sendas expresiones de los intervalos acotados A y B como unién de n — 1
intervalos dos a dos disjuntos, luego podemos usar la hipdtesis de induccién para obtener que

n—1 n n
M) = T M) = Y MA) v MB)= Y MB) = Y M
j= Jj=

j=1 j=2
donde hemos usado que M(A,) = M(B;) = 0. Deducimos claramente la igualdad buscada:

n n

M(I) = M(A) +M(B) = Y M(A;j) + ZIM(BJ) = ilM(Ij) [ ]
J= J=

J=1

El siguiente paso consiste en extender la funcién M, para tenerla definida en la familia €
de las figuras elementales, de forma que siga siendo finitamente aditiva.

= Existe una funcién M : & — Ry , verificando que M(I) = M(I) paratodo I € J, que es
finitamente aditiva, es decir,

n n
neEN, A €€ VkeA,, A=HA = M@A) =) MA) (20)
k=1 k=

A poco que se piense, para A € & debemos definir

n
A) =Y M(l;) donde neN, eJVkeA,, A=l (21)
— k=1

pero hay que comprobar que la suma anterior no depende de la forma de expresar A como unién
finita de intervalos acotados, dos a dos disjuntos.

m
Sea pues A = |4 H; otra descomposicion de ese tipo. Para cada k € A, se tiene entonces

Jj=1
m m

que Iy = & (IkNH;), de donde M(I) = Z (IkNHj), yaque M es finitamente aditiva.
j=1 =
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n m
Andlogamente, paracada j € A, setiene H; = ) ([NH;),luego M(H Z (IkNHj).
Usando las dos igualdades recién obtenidas, concluimos que

ZM L) = i Y M(L.nHj) = f iM(Ikaj) = iM H
k= k=1 j=1 j=lk=1 Jj=1

Esto prueba que la definicién (21) es correcta, y es evidente que M extiende a M.

Para probar (20), razonamos por induccién sobre n. El caso n = 1 es obvio, asi que lo
probamos para n > 1, suponiendo que se verifica para n — 1. Para ello tenemos A = BlHA,

n—1 ~ —

donde B = |4 A,y la hipétesis de induccion nos dice que M(B) = Z M(Ay) . Por otra parte,
k=1 k=1

podemos escribir

P p+q
:ti—JIj y A, = tl-J donde p,geN, ed VjeA,y,
j=1 j=p+1

ptq ~
Se tiene entonces A = |4 /;, y la definicién de M nos dice que

j=1
_ ptq ptq
M) = () = M)+ Y M
j=1 j=1 j=p+l1

n—1 n
= M(B) + M(A,) = Y M(Ay) + M(A,) = Y M(A)
k=1 k=1

que es la igualdad buscada. |

En realidad, la funcién M del resultado anterior s6lo nos interesa para comprobar con mas
comodidad la propiedad clave de M, que es la siguiente:

n
» Dado I € J, supongamos que I C |J I donde n €N e I € J paratodo k € A, . Se tiene
k=1

n
entonces que M(I) < ZM I
k=1

Para poder usar el resultado anterior, expresamos / como unién finita de figuras elementales
dos a dos disjuntas. Concretamente definimos

k—1
A =1InNl y Ak:1ﬂ<1k\U1j> Vke A, \ {1}
j=1

n
De esta forma tenemos I = |4 Ax, donde Ay € € y Ay C I para todo k € A,. Usando dos
k=1
veces el resultado anterior, obtenemos la desigualdad buscada:

n

M(I) = M(I) = iM(Ak f M(Ay) + M(I \ Ap)) Z fM(lk) |
k=1 k=1

k=1 k=1
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A la hora de calcular la medida exterior, necesitamos usar recubrimientos numerables, pero
el resultado anterior sélo se refiere a un recubrimiento finito. Ello sugiere poner en juego la
nocioén de compacidad, para lo cual usaremos la siguiente observacion, que permite aproximar
intervalos acotados por intervalos compactos o abiertos, seglin convenga.

» Paracadal € ycadae>0,existen K,J €J,con K CICJ,tales que K es compacto
con M(I) < M(K) + €, mientras que J es abierto con M(J) < M(I) + €.

Suponemos que I # 0, pues en otro caso basta tomar K = J = 0, y para cada k € Ay,
escribimos a; = inf 7, (I) y by = sup mx(I). Con vistas a encontrar J, para t € R* definimos

N
1) = [Jlax—1, bk +1]
k=1

y estd claro que U(¢) es un intervalo abierto y acotado con I C U (t). Ademads, se tiene

:jz

k—ak = M(I)

t—0

N
hmM( :tlinlil k—ak+2t kil

Por tanto, existe un 8 > 0 tal que, para 0 <t < 8, se tiene que M(U(r)) < M(I) + €. Basta
entonces tomar, por ejemplo, J = U(8/2).

Para K, el razonamiento es similar. Si a; = by, para algiin k € Ay, se tiene que M(I) = 0,
y podemos tomar K = 0. En otro caso tomamos p = min { (b —ay)/2 : k€ Ay } > 0y, para
cada t € RT con t < p, definimos

N
[ax+1, by —t]
k=1
Estd claro que V(¢) es un intervalo compacto, con V(¢) C I, y de nuevo tenemos

lim M(V (1)) = lim ﬁ (b —ap —2t) = ﬁ(bk—ak) = M(I)

t—0
Si 8]0, p[ verificaque M(V(r)) > M(I)—¢€ para 0 <t < §, tomamos K = V(5/2). W

Del resultado anterior, vamos a deducir una propiedad de la medida exterior de Lebesgue,
que tendrd mucha utilidad: para calcular dicha medida exterior, basta usar recubrimientos por
intervalos abiertos. Denotamos por A° al interior de un conjunto A C RY.

= Para todo conjunto E € P(RN) se tiene:

1nf{ZM Sy =T €] vneN,EcUJn}

n=1
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Llamando o(E) al segundo miembro de la igualdad anterior, se tiene A*(E) < o(E), ya
que el infimo de un conjunto es menor o igual que el de cualquier subconjunto no vacio. Para la
otra desigualdad, suponemos que A*(E) < oo, pues en otro caso tal desigualdad es obvia.

Fijado € > 0, existe una sucesién {/,} de intervalos acotados, verificando que

Ec|Jh y i ) <A(E) +

N m

Para cada n € N, el resultado previonos daun J, € J, con I, C J, = J,;, verificando también

que M(J,) < M(I,) +¢/2"!  Entonces E C |J J,, y por definicién de a(E), tenemos

n=1
<21M( Z( 2n+1>:ZIM(In)+§< (E)+e
n— n=1 n—
En vista de la arbitrariedad de €, deducimos que o(E) < A*(E), como se queria. [

Podemos ya probar el resultado que nos habiamos propuesto como objetivo:

» J.a medida de Lebesgue extiende a la medida elemental de los intervalos acotados, es
decir: J CM y MI) = M(I) paratodo I € J.

Empezamos probando que ciertos semiespacios son conjuntos medibles. Concretamente,
fijado k € Ay, consideremos el conjunto E = 7, ' (S) = {x € R : x(k) € S}, donde S es una
semirrecta en R, con lo que R\ S es otra. Para probar que E es medible, fijamos W € P(RV) y
una sucesion {I,} de intervalos acotados verificando que W C |J I,,. Para cada n € N, vemos

n=1
que ,NE = {x€l, :x(k)eS} e I,\E = {x€l, : x(k) € R\ S}, son intervalos acotados
disjuntos, cuya unién es I,, luego M(1,) = M(I,NE) + M(I, \ E).

Ademds, la sucesiones {l,NE} y {I,\E} recubrena WNE y W\ E respectivamente,
luego por definicién de A* se tiene

(o)

LM (WNE) + A (W\E) < Z i I,\E) = i
n=1 n=1

La arbitrariedad de la sucesién {7, } nos permite deducir que A*(WNE) +A*(W\E) < A*(W),
y en vista de (9), esto implica que E € M, como se queria.
Dado I € J, para cada k € Ay, podemos escribir (1) = Sx N T, donde Sy y T son

semirrectas. Por lo ya demostrado, los conjuntos Ex = 7, '(S¢) y Fx = m; ' (Tx) son medibles.
Pero es claro que

I = {XGRN Zx(k)GTCk(I) VkGAN} = H(EkﬂFk)
k=1

luego I es medible, por ser interseccidn finita de conjuntos medibles.
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La desigualdad A*(I) < M(I) es obvia, pues tomando I} = I con I,y =0 paratodo n € N,
se tiene una sucesion de intervalos acotados que recubren a /. Para probar la otra desigualdad,
fijamos € > 0 y una sucesién {J,} de intervalos abiertos acotados, tal que I C |J J,. Por

n=1
un resultado previo, existe un intervalo compacto K C I tal que M(I) < M(K) + €. Vemos
entonces que {J, : n € N} es un recubrimiento de K por abiertos, del que se podrd extraer un
m
subrecubrimiento finito. Por tanto, existe m € N tal que K C |J Ji.
k=1
Usando la propiedad clave de M, probada anteriormente, obtenemos que

MEK) < Y M) < Y M)
k=1 n=1

Como, segin hemos visto, A*(I) puede calcularse usando sélo recubrimientos por intervalos
abiertos, tenemos M(K) < A*(I), de donde M(I) < A*(I) + €. Como € > 0 era arbitrario,
deducimos que M(I) < A*(I), concluyendo asi la demostracion. [ |

Este resultado contribuye a que podamos ver la medida de Lebesgue como la forma correcta
de formalizar, y de generalizar, algunas nociones intuitivas. Concretamente, para un conjunto
medible E C R, podemos decir que A(E) es la longitud de E, generalizando asi la nocién
de longitud de un segmento, pues cuando E = I es un intervalo acotado, A(I) = M(I) es la
longitud de un segmento. Del mismo modo, para un conjunto medible £ C R?, podemos decir
que A(E) esel area de E, pues cuando E = [ es un intervalo acotado, A(I) = M(I) es el drea
de un rectingulo. Andlogamente, para un conjunto medible E C R3, podemos decir que A(E)
es el volumen de E.

Por otra parte, el resultado anterior hace casi evidentes afirmaciones que antes no sabiamos
probar. Por ejemplo, A(RY) > A([0,n]") = n" para todo n € N, luego A(R") = co. Para
un conjunto numerable E C RY, sabfamos que E € M, luego RV \ E € M, y que A(E) = 0.
Como A(RN\E) + A(E) = MRY) = oo, vemos ahora que A(RY \ E) = . Por ejemplo, en el
caso N = 1, sabfamos que A(Q) = 0, pero ahora también sabemos que A(R\ Q) = oo.

Finalmente, ahora podemos completar una observacion anterior, referente a la continuidad
decreciente de la medida de Lebesgue. Para cada n € N, podemos considerar, por ejemplo, el
semiespacio S, = {x € RN : x(1) > n}. Para todo p > 0 se tiene que [n,n+p]~¥ CS,, de
donde deducimos que A(S,) > p". Por tanto A(S,) = o, lo cual es cierto para todo n € N. Es
claro que {S,} \,0, pero {A(S,)} no converge a A(0) = 0.



