Tema

Series de funciones

De forma andloga a como se definen las series de nimeros reales, a partir de las sucesiones,
vamos a considerar ahora las series de funciones. Nuestro principal objetivo consiste en estudiar
una nueva forma de convergencia, la llamada convergencia absoluta, que es muy adecuada
para trabajar con las sucesiones de funciones que vengan definidas en forma de series. Como
principal resultado, probaremos el test de Weierstrass, que es el criterio mds util para estudiar
la convergencia de una serie de funciones.

2.1. Concepto de serie de funciones

Seguimos trabajando en un conjunto no vacio A vy, salvo que se diga lo contrario, todas las
funciones que aparezcan estaran definidas en A, con valores en R. Conviene recordar que el
conjunto F(A) de tales funciones es un grupo abeliano con la suma definida de forma natural:

(f+8)) = fx) +g(x) VxeA, Vf.geF(A)

Dada una sucesién de funciones {f, }, podemos considerar la sucesién {S,} definida por

n n
Sa =Y, fe VneN, es decir, Su(x) = Y fulx) Vx€A, VneN
k=1 k=1

Decimos que {S,} es una serie de funciones, que se denota por Z fn. También se dice que la
n>1
sucesion {f,,} es el término general de la serie Z fn,0bien que Z fn es la serie de término
n=1 n=>1
general {f,}. Para cada n € N, suele también decirse que S, es la n-ésima suma parcial de
la serie Z fn- Incluso se dice a veces que {S,} es la sucesion de sumas parciales de dicha
n>1
serie. Debe quedar claro que una serie de funciones, y su sucesion de sumas parciales, son
exactamente la misma cosa. En éste, como en otros aspectos que iremos repasando, las series

de funciones se comportan igual que las series de nimeros reales.

13
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Ha quedado claro que una serie de funciones no es mas que una sucesion de funciones,
definida a partir de otra, de una forma concreta. Pero reciprocamente, vamos a ver que toda
sucesion de funciones puede expresarse como serie. Concretamente, si {g,} es una sucesion de
funciones, definiendo por comodidad go(x) = 0 para todo x € A, se tiene

{ga} = ) fa donde  fy=gn— g1 VneEN

n=1

n
De hecho, esto significa que g, = Z fx paratodo n € N, lo cual se comprueba por induccion
k=1
sobre n, sin ninguna dificultad.
Asi pues, estudiar las series de funciones equivale a estudiar las sucesiones de funciones,
pero con otra notacién y terminologia. Hablando intuitivamente, el estudio de las series de
funciones responde a la idea de sumar todos los términos de una sucesion de funciones.

2.2. Convergencia puntual y uniforme

Como sucesion de funciones que es, sabemos que una serie de funciones Z fn converge en
n>1

n
un punto x € A cuando la sucesién {S,(x) } = Z fi(x) p converge, lo que equivale a que
k=1

la serie de numeros reales Z fn(x) sea convergente.
n>1

En lo que sigue, fijamos un conjunto no vacio C C A. Vemos que la serie Z fn converge
>1
puntualmente en C, cuando la serie Z fn(x) es convergente, para todo x € C " En tal caso, el
>1
limite puntual recibe el nombre de snuma de la serie Z fn en el conjunto C. Por supuesto,
estamos hablando de la funcién f:C — R definida por@1

n—oo n—oo

f(x) = lim S,(x) = lim kz:fn(x) = ifn(x) VxeC

Vemos ahora que la serie Z Jfn converge uniformemente en C cuando verifica que
n>1

Ve>0dmeN:n>2m = f(x)—zn:fk(x) <e VxeC (1)
k=1

Como se puede adivinar, en la prictica no se suele conocer explicitamente la funcién f, lo que
hace dificil averiguar si se cumple (1). Como alternativa, disponemos del criterio de Cauchy
para la convergencia uniforme.
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Sabemos que la serie Z fn converge uniformemente en C si, y solo si, es uniformemente
n>1
de Cauchy en C, lo que puede expresarse de la siguiente forma

q
Ve>0 dmeN:m<p<q = Z filx)| <e VxeC (2)
k=p+1

Esta afirmacién no involucra la suma de la serie, y nos permitird mas adelante obtener una util
condicidn suficiente para la convergencia uniforme de una serie de funciones.

Igual que ocurre con las series de nimeros reales, conviene a veces numerar los sumandos
que intervienen en una serie de funciones, de forma que el primer sumando se denote por fy
en vez de f. Alternativamente, fijado m € N, nos puede interesar que el primer sumando
sea fp+1. Para tener esta flexibilidad, dada una sucesién de funciones {f,}, y en su caso una
funcién fj, definimos las series siguientes:

def B n—1 def B m+n
Y= Y =Y fi y Y = Y =3 Y fi (3)
n=0 n=>1 k=0 n=m—+1 n>1 k=m+1

Naturalmente, al trabajar con la segunda serie, no es necesario definir f,, para n < m.

Si las series definidas en (3) convergen puntualmente en C, sus sumas vienen dadas, para
todo x € C, por

[e]

iofm) - ilfmx) vy Y Sl = il Forin(3)

n=m+1

Veamos que las tres series consideradas, se comportan de la misma forma a efectos de
convergencia. Escribiendo {S,} = Z fn> {Un} = Z fny {Vu} = Z fu»€s claro que, para

n>1 n=0 n=>m—+1
todo n € N, se tiene
m
Un+1 - fO + Sn y Sm+n - Z fk +Vu (4)
k=1
La convergencia puntual de la serie Z fn enel conjunto C, equivale a la de la sucesion {U,,+; },
n=0
que por la primera igualdad anterior, equivale a la de {S,}, es decir, a la de la serie Z -
n>1
Del mismo modo, por la segunda igualdad, la convergencia puntual de la serie Z fn en C,
n>m—+1
equivale a la de la sucesién {S,+,}, que a su vez equivale a la de la serie Z fn- Suponiendo

n>1
que las tres series convergen puntualmente en C, consideremos sus sumas, que son las funciones

definidas, para todo x € C, por

g(x) = iofnoc), £x) = ilmx), W) = Y ful)
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En vista de (4), la relacién entre las anteriores funciones es la que cabe esperar:
m
g=fo+f y f=) fith (5)
k=1

De (4) y (5) deducimos que, para todo n € N, se tiene
Upt1—8=Sn— f y Sman —f =Va—h (6)

Es claro que la convergencia uniforme en C de las sucesiones {U,+1} ¥ {Sm+n}, equivale
alade {U,} y {S»}, respectivamente. Por tanto, usando las igualdades (6), y razonando como
hicimos antes para la convergencia puntual, comprobamos que la convergencia uniforme de la
serie Z fn en C, equivale a la de Z fn, que a su vez equivale a la de Z fn.

n>=0 n>1 n>m+1

La discusion anterior permite asociar a cada serie que converja puntualmente, otra sucesion

de funciones, mediante la cual se puede caracterizar la convergencia uniforme. Concretamente,

supongamos que la serie Z fx converge puntualmente en C, y sea f : C — R su suma. Hemos
k>1
visto que, para cada n € N, la serie Z fx también converge puntualmente en C, asi como la
k>=n+1
relacion de su suma con f. Ello permite considerar la sucesién de funciones {R,} dada por

Ry(x) = i filx) = flx) — ifk(x) VxeC, VneN
k=1

k=n-+1

Se dice que la sucesion {R,} es el resto de la serie Z Jfn en C. De la igualdad usada para
n>1

definirla, se deduce obviamente que {R,} converge puntualmente a cero en C. Pero ademis, la

condicién (1) para la convergencia uniforme, toma ahora la siguiente forma

Ve>0 dmeN:n>m — |R,,(x)}<€ VxeC

Deducimos que la serie Z fn converge uniformemente en C si, y solo si, su resto converge
n>1
uniformemente a cero en C.
Mencionemos ahora una clara condicion necesaria para la convergencia uniforme de una
serie de funciones. La serie Z Jfn converge en un punto x € A cuando la serie de nimeros
n>1
reales Z fa(x) converge, para lo cual es condicién necesaria que se tenga { f,(x) } — 0. La
n>1
forma en que se demuestra este hecho bien conocido, permite obtener el resultado andlogo para

la convergencia uniforme. Concretamente, supongamos que la serie {S,} = Z fn converge
n>1
uniformemente en C y sea f : C — R su suma. Dado € > 0 tenemos m € N tal que

neN, nzm — ’Sn(x)—f(x)‘<£/2 VxeC
Entonces, para n > m+ 1, y para todo x € C, se tiene que
‘fn(x)‘ = |Sn(x) - Snfl(x” < ‘Sn(x) _f(x>| + ’f(x) - Snfl(x)’ <€

luego la sucesioén { f,} converge uniformemente a cero en C, y hemos probado lo que sigue.
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= Si una serie de funciones converge uniformemente en un conjunto, entonces su término
general converge uniformemente a cero en dicho conjunto.

Para comprobar que el reciproco del resultado anterior es falso, basta pensar que toda serie
de nimeros reales puede verse como una serie de funciones constantes. De hecho, si tomamos
por ejemplo f,(x) = 1/n paratodo x € R ytodo n € N, es obvio que la sucesion { f,,} converge
uniformemente a cero en R, pero la serie Z f» no converge en ningun punto de R.

n=1

Antes de estudiar otro tipo de convergencia, muy adecuado para las series de funciones,
repasamos la relacién que guarda la convergencia uniforme con la continuidad, la derivacién y
la integracidn de funciones. Se trata exactamente de los mismos tres resultados que conocemos
para sucesiones de funciones, s6lo que enunciados equivalentemente, en términos de series.
Empezamos por la continuidad:

= Sea A un espacio topoldgico, xo € A y, para cada n € N, sea f, : A — R una funcion

continua en el punto xg. Supongamos que la serie Z fn converge uniformemente en un
n>=1
entorno U del punto xq, y sea f:U — R su suma, es decir,

flx) = ifn(x) VxeU
n=1

Entonces f es continua en el punto xy.

n

Basta pensar que, para cada n € N, la funcion S, = Z fx es continua en el punto x¢, y que la
k=1

sucesion {S,} converge uniformemente a f en U. |

Para derivar la suma de una serie de funciones derivables, deberemos suponer que la serie
de las derivadas converge uniformemente. Entonces la derivada de la suma de nuestra serie
coincide con la suma de la serie de las derivadas, como si se tratase de una suma finita:

»  Dado un intervalo acotado no trivial J C R, para cada n € N, sea f, :J — R una
funcion derivable en J. Supongamos que la serie Z f,| converge uniformemente en J,
n>1
y que existe a € J, tal que la serie Z fn(a) es convergente. Entonces, la serie Z e
n=1 n=1

converge uniformemente en J y, definiendo f(x) = Z fn(x) para todo x € J, se tiene

que la funcién f :J — R es derivable en J con f'(x) = Z £,/ (x) paratodo x € J.

n n
Para cada n € N, la funcién S,, = Z fx, es derivable en J, con Sn’ = Z fk’. Asi pues, por
k=1 k=1
hipétesis tenemos que {S,'} converge uniformemente en J, mientras que {S,} converge en el
punto a. Basta por tanto usar el resultado que conocemos para sucesiones. |
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Finalmente, veamos que podemos permutar la integral con la suma de una serie de funciones
continuas, que converja uniformemente en un intervalo compacto:

m Sean a,b € R con a<b y, paracada n € N, sea f, : [a,b] — R una funcién continua.

Si la serie Z fn converge uniformemente en [a,b], se tiene que
n>1

/ab ifn(x) dx = n;/abf"(X)dx

Para cada n € N, la funcién S, = Z fr es continua en [a,b], y estamos suponiendo que la
k=1

sucesion {S,} converge uniformemente en [a,b], luego usando el resultado que conocemos

para sucesiones de funciones, concluimos que

b = b b
/ Y fux) | dx = / (1im $u(x)) dx = lim |5, (x)dx
a =1 a n—y oo n—e [,
n b g b
=1lim ) [ fi)dx=Y [ fu(x)dx
k=17 n—174a
donde también hemos usado la linealidad de la integral. |

2.3. Convergencia absoluta

A la hora de estudiar la convergencia puntual de una serie de funciones Z fon,dado x €A,
n=1
deberemos ver si la serie de nimeros reales Z fn(x) es convergente. Para ello, es natural
n>1
empezar averiguando si dicha serie converge absolutamente, es decir, si la serie Z ‘ fn(x) ‘ es
n>1
convergente, usando algun criterio de convergencia para series de términos positivos. Esto nos
lleva claramente a pensar en la serie de funciones Z ‘ fun |, conlo que aparece un nuevo tipo de
n>1

convergencia para series de funciones. Seguimos trabajando con un conjunto no vacio C C A.

Decimos que una serie de funciones Z fn converge absolutamente en C, cuando Z ‘ fa ‘
n>1 n>1

converge puntualmente en C, es decir, cuando la serie de términos positivos Z { Jn (x)| es
n>1
convergente, para todo x € C.
Podemos hablar de convergencia absoluta en un punto de A, sin més que considerar el caso
en que C se reduce a un punto. La relacién entre la convergencia absoluta y la puntual, es
inmediata, pues basta usar lo que de sobra conocemos para series de nimeros reales.
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= Si la serie de funciones Z fn converge absolutamente en C, entonces también converge
n>1
puntualmente en C y se verifica que

Y @)<Y |Lx)]  VxeC
n=1 n=1

Usando una serie de funciones constantes, comprobamos que el reciproco de este resultado
es falso. Mds adn, tomando f,(x) = (—1)"/n para todo x € R y todo n € N, es claro que la

serie Z fn converge uniformemente en R, pero no converge absolutamente en ningtin punto
n>1
de R. Por otra parte, mds adelante veremos ejemplos de series que convergen absolutamente,

pero no uniformemente, en ciertos conjuntos.

Pasamos ahora a presentar el criterio mds ttil para probar la convergencia absoluta, y al
mismo tiempo uniforme, de una serie de funciones.

Test de Weierstrass. Sea {f,} una sucesion de funciones, de un conjunto A en R y C un

subconjunto no vacio de A. Supongamos que existe una serie convergente Z M,, de numeros
n>1
reales, verificando que

| fu(x) | < M, VxeC, VneN (7)

Entonces la serie Z fn converge absoluta y uniformemente en C.
n=>1

Demostracion. La convergencia absoluta se deduce claramente del criterio de comparacién
para series de términos positivos. Fijado x € C, como Z M, converge, la desigualdad (7) nos
n>1
permite usar dicho criterio para obtener que Z ‘ fn(x) ‘ también converge.
n>1
Para obtener la convergencia uniforme, usaremos el criterio de Cauchy, es decir, bastard

comprobar la condicién (2). Fijado € > 0, como por hipétesis la serie Z M,, es una sucesion
n>1
de Cauchy, existe un m € N tal que

q
p,geEN, m<p<qg = Z My < ¢
k=p+1

Entonces, también para m < p < ¢, y para todo x € C, usando (7) tenemos que

q q q
Y A< Y (i< )Y Mi<e
k=p+1 k=p+1 k=p+1

Esto prueba que se verifica (2), concluyendo la demostracion. |
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2.4. Series de potencias

Vamos a estudiar un tipo particular muy util de series de funciones definidas en R, cuyo
término general es una sucesién muy sencilla de funciones polindmicas. Ello hace que sea facil
obtener abundante informacién sobre la convergencia de la serie y las propiedades de su suma.

Llamamos serie de potencias a toda serie de funciones Z fn enlaque, para n € NU{0},
n=0
la funcién f, : R — R venga dada por

fu(x) = cn(x —a)” VxeR

donde {c,} es una sucesién de nimeros reales y cp,a € R. Se dice que tal serie estd centrada
en el punto a € R, y para cada n € NU{0}, el nimero real ¢, es el n-ésimo coeficiente de la
serie. Notese que la funcién fy es constante: fy(x) = ¢ paratodo x € R.

Hasta ahora hemos hecho siempre clara distincién entre una serie de funciones de A en R,

digamos Z fn, y la serie de nimeros reales Z fa(x) que se obtiene para cada punto x € A.
n=1 n=1
Sin embargo, cometiendo un evidente abuso de notacion, la serie de potencias recién definida

suele denotarse por Z cn(x—a)", sin que hayamos fijado ningtin x € R, sino usando x como
n=0
una variable. De esta forma indicamos brevemente la serie de potencias de la que hablamos, sin

que ello deba causar confusién. Por el contexto se sabe siempre si nos referimos a una serie de
potencias, o hemos fijado x € R y estamos hablando de una serie de ndmeros reales.

En el caso mas sencillo, si ¢, € R para todo n € NU{0}, vemos que Z cpx”" es una
n=0
serie de potencias centrada en el origen. Por ejemplo, tomando ¢, = 1 para todo n € NU{0},
tenemos la llamada serie geométrica Z x".
n=0
Para estudiar la convergencia de una serie de potencias, jugard un papel clave la constante
que enseguida vamos a definir. Recordemos que si una sucesion {a,} de nimeros reales estd
acotada, su limite superior viene dado por
limsup o, = lim (sup{oy : k€N, k>n})
n—soo n—re
Cuando {o,} no estd mayorada, se puede entender que el supremo que aparece en el segundo
miembro es +oo paratodo n € N, y escribir limsup o, = +oo.
n—soo
Definimos ahora el radio de convergencia de una serie de potencias Z cp(x—a)" como
n=0
la constante R € Rj U{+e} dada por

R=1/L donde L = limsup v/| ¢, |
n— oo
entendiendo que R = 0 cuando L = 4o, mientras que R = 4o cuando L = 0. Conocido el
radio de convergencia R, llamaremos intervalo de convergencia de la serie al intervalo abierto
dadopor J = {x€R : |[x—a| < R}.Cuando R € R" tenemos J =]a—R, a+R[, mientras
que si R = 0 vemos que J = 0, y cuando R = 4o, se entiende que J = R.
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El siguiente resultado muestra que, conociendo sélo el radio de convergencia de una serie
de potencias, o lo que es lo mismo, su intervalo de convergencia, tenemos mucha informacién
acerca de la convergencia puntual, absoluta y uniforme, de dicha serie.

= Si J es el intervalo de convergencia de una serie de potencias Z cn(x—a)", entonces
n=0
dicha serie converge absoluta y uniformemente en cada subconjunto compacto de J. En

particular, converge absolutamente en J. Por otra parte, la serie no converge en ningun
puntode R\ (J U{a}).

Sea R el radio de convergencia de nuestra serie de potencias. Para la primera afirmacion del
enunciado, podemos suponer que R # 0 pues en otro caso J = 0 y no hay nada que demostrar.
Fijado un conjunto no vacio y compacto K C J, como la funcién continua x — |x —a/| tiene
maximo en K, existe b € K que nos permite escribir

r=méx{|x—a|:x€K} = |b—al

Enelcaso R€RT,como b€ K CJ,setiene que r=|b—a| <R, lo que nos permite entonces
fijar p € R con r < p < R, para obtener que

limsup ¢/Jen] = < < 2

imsup \/|c,| = = < =
En el caso R = +o0, tomamos p € R con r < p y tenemos la misma desigualdad, ya que el
limite superior del primer miembro se anula.

Por definicion de limite superior, existe un m € N tal que, para k € N con k > m, se tiene
que {/|ck| < 1/p,0loqueeslomismo, |c|p* < 1.Estoimplica que la sucesion {|c,|p” }
estd mayorada, es decir,

IMeR" : |cu|p" <M Vn e NU{0}

Deducimos entonces que, para cualesquiera x € K y n € NU{0}, se tiene

r' r\"
enta=a)"] = lenl 13 =al” < len| 7" = el p 2 <1 ( £)

Como r/p < 1,laserie Z (r/p)" converge, y tomando M, = M (r/p)" paratodo n € NU{0},
>0
la serie Z M,, también gs convergente. Por tanto, la desigualdad (9) nos permite usar el test de
>0
Weierstrnass, con lo que obtenemos que la serie de potencias Z cn(x—a)" converge absoluta
y uniformemente en K. En particular, para cada x € J podem’:)iotomar K = {x}, para concluir
que dicha serie converge absolutamente en J .

Para la dltima afirmacién del enunciado, suponemos que R # +oo, pues en otro caso J = R
y no hay nada que demostrar. Fijado xo € R\ {a}, y suponiendo que la sucesién { ¢, (xo—a)" }
estd acotada, probaremos que |xo —a| < R, con lo que xo € J . Esto implica obviamente que
la serie Z ¢n(x —a)" no converge en ningtin punto de R\ (J U{a}).
n=0
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Sean pues xo € R\ {a} y M € R verificando que

Ml/n
len| [x0—al" <M VneN, es decir, \”/\cn]<|xo—_a’ VneN

Vemos entonces que la sucesion { N enl } estd acotada, con

M/n 1
Iim Y < lim =
fmsup Venl < 00 1o =a] = Tro—al
Deducimos claramente que |x0 — a\ < R, como se queria. [ |

Conviene aclarar el contenido del resultado anterior, en los tres casos que pueden darse,

dependiendo del valor del radio de convergencia R de la serie de potencias Z cn(x—a)".
n=0

El caso méds favorable se presenta cuando R = oo, es decir, cuando { {/|c, |} — 0, pues
entonces la serie converge absolutamente en R y uniformemente en cada compacto K C R. En
el extremo opuesto, cuando R = 0, es decir, cuando la sucesion { N enl } no esta acotada,
nuestra serie de potencias carece de interés, pues s6lo converge en el punto a. La situacién
intermedia se presenta cuando R € R, es decir, cuando la sucesion { Ven| } esta acotada
pero no converge a cero. Entonces nuestra serie de potencias converge absolutamente en el
intervalo abierto J =]a — R, a+ R|[, y uniformemente en cada subconjunto compacto de J,
pero no converge en ningdn punto de R\ J .

Veamos algunos ejemplos en los que se usa lo anterior para estudiar la convergencia de
algunas series de potencias. De paso veremos que, conocer el intervalo de convergencia no es
suficiente para contestar ciertas preguntas acerca de la convergencia de una serie.

Empezando por el ejemplo menos interesante, la serie de potencias Z n" x" tiene radio de
n=1
. n n z :
convergencia cero, ya que {\/n } — +oo, luego sélo converge en el origen.
xl’l
En el extremo opuesto, la serie Z —- tiene radio de convergencia +oo, luego converge
n=>1 n

absolutamente en R y uniformemente en cada subconjunto compacto de R.

Para una serie de potencias con radio de convergencia +oo, cabe preguntarse si la serie

converge uniformemente en R, y no sélo en cada subconjunto compacto de R. Tal cosa sélo
ocurre cuando tenemos simplemente una suma finita.

=  Una serie de potencias Z cp(x—a)" converge uniformemente en R si, y sélo si, el
n=0
conjunto E = {n € N : ¢, # 0} es finito.

Si E es finito, tomando m = méx E, definimos f(x) = Y cx(x—a)* paratodo x € R. Vemos

agE

k

1
n

entonces que, para n > m, se tiene también que Z cr(x—a)* = f(x) paratodo x € R, lo que
k=1
obviamente implica que la serie de potencias del enunciado converge uniformemente en R.
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Reciprocamente, suponiendo que E es un conjunto infinito, probaremos que el término
general de nuestra serie no converge uniformemente a cero en R, con lo que la serie no puede
converger uniformemente en R. Para ello, bastara encontrar una sucesién {x,} de nimeros
reales, de forma que la sucesién {y,} = { ¢x(x, —a)" } no converja a cero, pero esto es bien
f4cil. Tomamos por ejemplo x, = a + |c,| /" paratodo n € E y x, = a paratodo n e N\ E.
Se tiene entonces que |y,| = 1 para todo n € E, y como el conjunto E es infinito, {y,} no
converge a cero. |

Para una serie de potencias Z cn(x—a)" conradio de convergencia R € R™, e intervalo de
n=0
convergencia J =]a— R, a+ R[, cabe preguntar si converge en los puntos a —R y a+ R, para
conocer con exactitud el campo de convergencia puntual C, de la serie, pues por ahora sabemos
que J C C, C J . También podemos preguntarnos si la serie converge uniformemente en J, o
incluso en J . Veremos con ejemplos que, conociendo solamente el radio de convergencia de la
serie, estas preguntas no tienen una repuesta general, se pueden dar situaciones muy diversas.

Para ello consideremos la serie geométrica y otras dos series centradas en el origen

n

n
)IEAND YRS

n=0 n=1 n n=1

donde la segunda y la tercera, se entienden como series de potencias con término constante 0.
Teniendo en cuenta que lim «/n = 1, las tres series tienen radio de convergencia R = 1,
n—soo

e intervalo de convergencia J =] — 1,1[. Por tanto, las tres convergen absolutamente en J y
uniformemente en cada subconjunto compacto de J, pero ninguna de ellas converge en punto
alguno de R\ J . Es claro que la serie geométrica no converge en 1 ni en —1, pues de hecho
las sucesiones {1"”} y {(—1)"} no convergen a cero, luego el campo de convergencia puntual
de la serie geométrica es J.

—1)" 1
Por otra parte, la serie Z u converge, pero Z — no lo hace, luego el campo de

n>1 n>1
n

. . X . i
convergencia puntual de la serie Z — es el intervalo semiabierto [—1,1[. En cuanto a la
n>1
tercera serie, es claro que

1 _
< — Vxe J, VneN
n

1 . . : x"
Como Z — es convergente, el test de Weierstrass nos dice que la serie Z — converge
n}ln n=>1
absoluta y uniformemente en J , que es su campo de convergencia puntual.

Veamos finalmente que la serie geométrica no converge uniformemente en J, y de hecho
que su término general no converge uniformemente a cero en J. Basta tomar x, = n/(n+1)
para todo n € N, con lo que tenemos una sucesién {x,} de puntos de J, tal que {x,’l‘} no
converge a cero, pues de hecho {x/'} — 1/e #0.
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2.5. Lasuma de una serie de potencias

Si una serie de potencias Z cn(x—a)" tiene intervalo de convergencia J # 0, pretendemos
n=0
ahora estudiar la suma de la serie, es decir, la funcién f:J — R definida por

flx) = ibcn(x—a)” Vxel (8)

La continuidad de f es facil de comprobar. Dado un punto xo € J, podemos tomar 6 > 0 de
forma que el intervalo K = [xp — 3, xo + 8] esté contenido en J, con lo que la serie converge
uniformemente en K, un entorno de xy. Como todos los términos de la serie son funciones
continuas en xyp, concluimos que f también es continua en x.

Sin embargo, queremos llegar mds lejos, usando que los términos de la serie son funciones
derivables en J para probar que f también lo es. Procede por tanto estudiar la convergencia de
la serie de las derivadas.

Sipara n € NU{0} y x € R escribimos f,(x) = ¢,(x—a)",esclaroque f/ =0y
£ (x) =ne,(x—a)"! VxeR, VneN

Esto nos lleva a estudiar la convergencia de otra serie de potencias, ya que

YA = Enenle—a)y ' = ¥ (0t Denr (x—a)”

n=>1 n>1 n=0

Esta serie tiene el mismo radio de convergencia que la de partida, como vamos a ver.

» Las series de potencias Z cn(x—a)t y Z (n+1)cyr1(x—a)" tienen el mismo radio
n=0 n=0
de convergencia.

Obviamente, el radio de convergencia de una serie de potencias no depende del punto en el
que la serie estd centrada, luego abreviamos suponiendo que a = 0. Si R y R; son los radios
de convergencia de las series Z cpx"y Z (n+1)cyq1x" respectivamente, se trata de probar

n=0 n=0

que R = R;. Fijado x € R\ {0}, es claro que la convergencia de la serie Z (n+1)cp1x"
n=0

equivale a la de Z (n+1) Cpp1 X" = Z ncy,x", de lo que claramente deducimos que R;

n=0 n=1
también es el radio de convergencia de la serie de potencias Z nc,x" . Nuestro objetivo es por

n=0
tanto comprobar que
limsup v/n|c,| = limsup v/| ¢, | 9)
n—oo n—oo

En el caso R = 0, la sucesion {{/|c,|} no estd mayorada, luego { {/n|c,|} tampoco
puede estarlo, asi que Ry = 0 = R.
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Queda comprobar que, cuando la sucesion { {/|c,|} estd mayorada, también se tiene (9).
Fijado € > 0, usamos que { V/n } — 1, para obtener m € N tal que, para k > m se tiene

1< Vk < 1+e, de donde Ner| < Yklex] < (1+€) ) ex
Deducimos que, para n > m se tiene
sup {V/|ex| s k=n} <sup {Vklex| i k=n} < (1+€)sup {V/]ex| 1 k=n}

de donde finalmente obtenemos que

limsup v/| ¢, | < limsup+/n|c,| < (1+4¢€) limsup /| ¢, |

n—oo n—oo n—oo

Como € > 0 era arbitrario, concluimos que se verifica (9), como querfamos. [ |

Todo estd ya preparado para usar la relaciéon entre convergencia uniforme y derivacion.
Se obtiene asi que la suma de una serie de potencias es una funcién derivable en el intervalo
de convergencia, pero como se puede adivinar, su derivada vuelve a ser la suma de otra serie
de potencias, que tiene el mismo intervalo de convergencia, lo que permite iterar el proceso.
Razonando por induccién obtendremos el siguiente resultado.

= Sea Z cn(x—a)" una serie de potencias con radio de convergencia R#0,y J # 0 su
n=0

intervalo de convergencia. Entonces la suma de la serie, es decir, la funcion f:J — R
dada por

flx) = i:ocn(x—a)” VxeJ

(n+k)!

T Cntk (x—a)" tiene
n!

es de clase C* en J. Ademds, para todo k € N, la serie Z
n=0

radio de convergencia R, y su suma coincide con la k-ésima derivada de f, es decir,

= (n+k)! o n! _
W)=Y %cm (x—a)" =Y I (x—a)"* (10.k)
n=0 : n=k ’
(k)
En particular se tiene que ¢ = fk_!(a) para todo k € NU{0}.

Como se ha dicho, la demostracién se hard por induccién sobre k. En el caso k =1, el
resultado anterior nos dice que la serie Z (n+1)cp41(x—a)" tiene radio de convergencia R.
n=0
Se trata ahora de probar que f es derivable en J y se verifica (10.1). Para ello fijamos xo € J,
y tomamos 0 > 0 de forma que el intervalo K = [xo —J, xo + 8] esté contenido en J.

La serie de las derivadas Z ne,(x—a)" ! = Z (n+1)cyt1(x—a)" tiene intervalo de
n=1 n=0
convergencia J, luego converge uniformemente en K. Ademds, K es un intervalo acotado no
trivial, y la serie Z cn(x—a)" converge, por ejemplo, en el punto xp € K .
n=0
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Por tanto, usando la relacion entre convergencia uniforme y derivacion, vemos por una parte,

que la serie Z cn(x—a)" converge uniformemente en K, cosa que ya sabiamos. Pero por otra,
n=0
obtenemos que la restriccion de f a K es derivable en K, y en particular en el punto xo,

con la derivada que enseguida escribiremos. El caracter local de la derivada nos dice que f es
derivable en xo con la misma derivada, que viene dada por
fl(x0) = Z neg(xo—a)' = Z (n+1)cps1 (xo—a)"
n=1 n=0
Como xg € J era arbitrario, concluimos que f es derivable en J y se verifica (10.1). Hemos
completado asi la etapa base de la induccion.

Dado k € N, supongamos ahora que f es k veces derivable en J y que se verifica (10.k),
siendo R el radio de convergencia de la serie que aparece en dicha igualdad. Entonces f *) es
la suma de una serie de potencias cuyo intervalo de convergencia es J, luego podemos volver
a usar lo demostrado en el caso k = 1, para obtener que f (k) es derivable en J, asi como que
la serie Z (n+1) (nt1+h)! Cnil+k (Xx—a)" = Z (ntk+1)! Cnikr1 (x—a)" tiene radio

=0 (n+1)! = n!
de convergencia R, y se verifica que

= (n+k+1)!
(F%) (x) = ;)(n—,> Cnikpl (x—a)"  Vxel
Esto completa la induccion, al haber probado que f es k+ 1 veces derivable en J y que se
verifica (10.k+ 1), pues para todo x € J, se tiene

(k1) _ y (1Hk+T)! v v n! k-1
() ngb—”! Cnit1 (X —a) n_zml—(”—k—l)!cn (x—a)

Finalmente, tomando x = a en la igualdad (10.k) obtenemos que ¢ = f®)(a)/k! para
todo k € N. En el caso k =0 es claro que ¢y = f(a). [

En la dltima igualdad del enunciado anterior, vemos que los coeficientes de una serie de
potencias con radio de convergencia no nulo, quedan determinados por la suma de la serie. Esto
permite identificar coeficientes en una igualdad entre las sumas de dos series de potencias, tal y
como hacemos con una igualdad entre polinomios.

Concretamente, sean Z cn(x—a)" y Z by(x—a)" series de potencias centradas en un
n=0 n=0
mismo punto, con intervalos de convergencia no vacios J. y Jj, respectivamente. Supongamos

que existe un 8 > 0, tal que Ja—9d,a+8[C J.(Jp y se verifica que
ch(x—a)": an(x—a)” Vxela—38,a+9]
n=0 n=0

entonces podemos asegurar que ambas series de potencias son idénticas, es decir, que ¢, = b,
para todo n € NU {0} . Para ello basta considerar las sumas de ambas series:

[

flx) = icn(x—a)" Vxed, y glx) = an(x—a)” Vx ey
n=0 n=0
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Por hipétesis f y g coinciden en un entorno del punto a, luego usando el carécter local de
las sucesivas derivadas, la dltima igualdad del resultado anterior nos dice que
(n) (n)
=L@ 8 e NUT0)

n! n!

Por otra parte, el resultado anterior muestra la utilidad de las series de potencias para definir
funciones de clase C* en intervalos abiertos. Si {a, } es cualquier sucesion acotada de nimeros
reales, y fijamos a € R arbitrario, es claro que la serie de potencias Z a, (x—a)" tiene radio

n=0
de convergencia R # 0, ya que la sucesién {{/|a |} = {|an|} estd acotada. Por tanto, la suma
de dicha serie es una funcién de clase C* en el intervalo Ja—R, a+R]. Si de hecho {a,} — 0,
se tiene R = +o0, y obtenemos una funcién de clase C* en R.

Por otra parte, el teorema anterior también es util para obtener la suma de ciertas series, o
visto en sentido opuesto, para obtener desarrollos en serie de funciones conocidas. Ilustraremos
estas ideas con algunos ejemplos relevantes. Para ello empezamos recordando la suma de la
serie geométrica. Para x € R y n € N se tiene claramente que

n—1 n—1 n—1 n—1 n
(1 —x) Zxk = Zxk— Zka = Zxk— Zxk =1—-x"

k=0 k=0 k=0 k=0 =1

Cuando |x| < I, usando que {x"} — 0, deducimos que
[=S] n—1
1 —x" 1

Y x" = 1im ¥ &k = lim —— = Vxe]—1,1] (11)
= n—ee = n—eo 1 —x I —x

Para k € N, la k-ésima derivada en | —1,1] de la funcién x ~ (1 —x)~! es bien facil de
adivinar, y usando el teorema anterior, deducimos que
k!

o n! .
Y T g oo 1,1, Vk
r;k(n_k)' o (1 __x)kJrl \V/XG] ’ [7 VkeN

Equivalentemente, usando la definicion de los nimeros combinatorios, tenemos

y ()oho L .
E(k)x" T (1= )kt Vxe]-1,1[, VkeN

Pasamos ahora a obtener con bastante facilidad algunos desarrollos en serie de funciones

elementales, empezando por la exponencial.
: . X" . .
Observamos que la serie de potencias Z — tiene radio de convergencia oo, puesto que,
n!
n=0

escribiendo ¢, = 1/n! para todo n € N, se tiene que {c,+1/cn} = {1/(n+1)} — 0, yel
criterio de la raiz para sucesiones nos dice que {\”/ 1/n! } = {«"/Cn} — 0. Esto nos permite
definir una funcién f: R — R escribiendo

o0 n
|

f(x):Zx— VxeR

n=0
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Por el teorema anterior, f es derivable en R con
=L =X

Si ahora definimos g(x) = f(x)e ™™ paratodo x € R, también g es derivable en R con
g(x)=f'(x)e ™™ = f(x)e =0 VxeR

Deducimos que g es constante en R, pero g(0) = f(0) = 1, luego g(x) = 1 paratodo x € R.
Tenemos por tanto que f(x) = g(x)e”* = e* paratodo x € R, y hemos expresado la funcién
exponencial como suma de una serie de potencias:

Lo

Por ultimo, a partir de la suma de la serie geométrica, obtendremos un desarrollo en serie
del logaritmo. Definiendo @(x) = log(1+x) paratodo x €] —1,1[, y usando (11) con —x en
lugar de x, tenemos

iz— f(x) VxeR

VxeR

3|><

1 1 -

T+x 1—(—x) - ngo(—l)”x" Vxe]-1,1]

0'(x) =

Esto sugiere pensar en una serie de potencias tal que la serie de las derivadas sea la que acaba

)" ) .
de aparecer, cosa que es bien ficil. Basta considerar la serie z % X que tiene radio
n
n=0

de convergencia 1, lo que permite definir

o 1\n oo 1\n+l
W(x)zzﬂx”“:ZLx" Vxe]-1,1]

=0 n+1

Por el teorema anterior, Y es derivable en R con
) =) (=1)"x" = 0'(x) Vxe|—1,1]
n=1

Deducimos que @ — \ es constante, pero (p(O) = y(0) = 0, luego @ = w, es decir

oo 1n+1
log (14 x) :Z X" Vxe]—1,1]

Para obtener directamente la funcién logaritmo, fijamos a € R™ y, para todo x €]0,2a] se
tiene que (x —a)/a €] —1,1][, luego usando la igualdad anterior con (x —a)/a en vez de x,
obtenemos facilmente que

( 1>n+1

—a)" v 0,2
o (—a) x€]0,2a]

logx = loga + Z

n=1

Por ejemplo, tomando a = 1 tenemos

0o (_l)n—H

logx = Z

n=1

(x—1)"  Vxe]0,2]

n



