Tema

Diferenciabilidad

Iniciamos el estudio del célculo diferencial para funciones de varias variables en un contexto
muy general, definiendo la diferenciabilidad de funciones entre espacios normados arbitrarios.
La nocién conocida para funciones reales de variable real que se generaliza directamente, no
es la de derivada, sino la de diferencial, equivalente a ella. Veremos que la diferenciabilidad es
una propiedad local, que implica la continuidad. Entre las reglas de diferenciacion de funciones
entre espacios normados, destacaremos la regla de la cadena.

6.1. Motivacion

Recordemos el concepto de derivada para funciones reales de variable real, y su significado
analitico, intentando ver la forma de generalizarlo al caso de una funcién entre dos espacios
normados arbitrarios, digamos X e Y. Si A es un subconjunto no vacio de R, sabemos que una
funcién f:A — R es derivable en un punto a € ANA’, cuando existe A € R tal que

x—a X—a

(1)

en cuyo caso A = f’(a) es la derivada de f en a. De entrada, cuando f esté definida en un
subconjunto del espacio normado X, el cociente de incrementos que aparece en (1) no tiene
sentido, simplemente no podemos dividir por el vector x — a. Para resolver este problema con
el denominador, reescribimos (1) en la forma

o J0— @ M=)

xX—a X—d

=0

lo que a su vez se puede expresar de dos formas equivalentes:

i PO @ As—a)| ) -~ fl@) A —a)

x—a |x—a| x—=a |x_a|

—0 (2

Esto resuelve el problema que teniamos con el denominador de (1): para a,x € X, bastard
escribir || x —al| enlugarde |x—a].

61
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Recordemos que las igualdades (2) son las que nos permiten entender intuitivamente el
significado analitico de la derivada. La funcién P: R — R dada por P(x) = f(a) +A(x—a) para
todo x € R, que viene definida por un polinomio de primer orden, es una buena aproximacion
de f cerca del punto a, puesto que la diferencia f(x) — P(x) tiende a cero en el punto a, y lo
hace “mucho mas rdpidamente” que la diferencia x —a.

Observemos que el numerador de cualquiera de los limites que aparecen en (2) nos plantea
un nuevo problema. En el caso general, tendremos f(x) — f(a) € Y mientras que A(x—a) € X .
La solucidn estd en considerar, en vez de las nociones de derivabilidad y derivada de f en a,
las nociones equivalentes de diferenciabilidad y diferencial, que enseguida recordaremos. Lo
que subyace a esta equivalencia es la identificacion total del espacio normado R con el espacio
normado L(R,R) de todas las aplicaciones lineales continuas de R en R, asi que aclaremos
dicha identificacion.

Para cada o € R consideramos la aplicacion lineal de R en R que consiste en multiplicar
por o, esto es, la aplicacion Ty, € L(R,R) dada por Ty (x) = otx paratodo x € R. Es claro que,
definiendo ®(a) = Ty, para todo a € R, obtenemos una aplicacion lineal ® : R — L(R,R).
Recordando la norma de L(R,R), es evidente que || 7| = || para todo o € R, asi que P
conserva lanorma: ||®(a) || =|a| paratodo a € R. En particular, ® es inyectiva, pero también
es sobreyectiva, pues paratoda T € L(R,R), basta tomar oo = 7'(1) para tener T = Ty, = P(t).
Por tanto, ¢ nos permite identificar totalmente los espacios normados R y L(R,R).

Volviendo a nuestra funcion f derivable en el punto a, cuando la anterior identificacion se
aplica a la derivada A = f”(a), se obtiene una aplicacién Ty, € L(R,R), que ser4 la diferencial
de f en a,y diremos que f es diferenciable en el punto a. Es claro que las igualdades (2) se
expresan equivalentemente en términos de la diferencial, sin mds que escribir 7 (x —a) en lugar
de A(x—a).Mis formalmente, decimos que f: A — R es diferenciable en el punto a € ANA’
cuando existe T € L(R,R) verificando que

i SO =S @ =TG=a)| _ )~ fla) ~T(x—a)

x—a |x—a| x—a |x_a|

—0 (3

en cuyo caso T es Unica, y la llamamos diferencial de f en a, que se denota por Df(a). Estd
claro que si A € R verifica (1), o equivalentemente (2), entonces tomando 7 =T; € L(R,R),
tenemos (3). Reciprocamente, si T € L(R,R) verifica (3), basta tomar A = T(1) € R para
obtener (2), luego también (1). Asi pues, f es diferenciable en a si, y sélo si, es derivable
en a, en cuyo caso se tiene f'(a) = Df(a)(1), o lo que es lo mismo, Df(a)(x) = f'(a)x para
todo x € R. Queda claro que, para funciones reales de variable real, la distincién entre derivada
y diferencial es s6lo una cuestion de matiz, hablamos de la derivada cuando pensamos en el
nimero real f’(a), mientras que hablamos de la diferencial cuando pensamos en la aplicacién
lineal Df(a), pero la identificacion total de R con L(R,R) hace que la derivada y la diferencial
sean conceptos equivalentes.

Sin embargo, en el caso general, la distincién entre derivada y diferencial se vuelve crucial.
Las igualdades (2) no tenfan sentido, pero las de (3) si lo tienen, con sélo sustituir 7 € L(R,R)
por T € L(X,Y). Queda asi motivada la nocién general de funcion diferenciable.
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6.2. Funciones diferenciables

En todo lo que sigue, X e Y serdn espacios normados arbitrarios, si bien se descartan
siempre los casos triviales X = {0} e Y = {0} . Fijamos una funcién f:A — Y, donde A es un
subconjunto no vacio de X, y un punto a € A°.

Pues bien, se dice que f es diferenciable en el punto a cuando existe una aplicacién lineal
y continua 7 € L(X,Y) verificando las siguientes condiciones, que son equivalentes:

i [F@ —F@-TG—a)| _ ) - fla) - T(x—a)

X lx—all X [x—all

=0 @

En ambas igualdades tenemos el limite en el punto a de una funcién definida en A\ {a},
que tiene sentido, puesto que a es punto de acumulacién de A\ {a}. La primera igualdad es
conceptualmente mds sencilla, pues dicha funcién toma valores en R, mientras en la segunda
tenemos el limite de una funcién con valores en Y . Conviene disponer de ambas, para usar una
u otra segiin convenga.

También podemos trasladar el cdlculo al origen, usando el conjunto B={x—a : x € A},
que verifica 0 € B°. Mediante el cambio de variable x =a+h € A con h € B, teniendo en
cuenta que x — a cuando & — 0 y que x # a para h # 0, deducimos de (4) que

i LA@ER) —f@) T | ) — fla) T
h—0 | 7] h—0 || 1]l

=0 (5

Reciprocamente, de (5) se deduce (4) usando el cambio de variable 4 = x — a. Por tanto, f es
diferenciable en a si, y sélo si, existe T € L(X,Y) verificando (5).

Esta claro que, salvo la hipétesis a € A°, mas restrictiva que a € ANA’, hemos generalizado
la nocién conocida para el caso X =Y = R. Poco a poco, iremos analizando si los resultados
que conocemos en dicho caso particular son o no vdlidos a plena generalidad. De momento,
haremos cinco observaciones clave sobre la definicion de diferenciabilidad en un punto.

6.2.1. Unicidad de la diferencial

w Si f esdiferenciable en a, la aplicacion T € L(X,Y) que aparece en (4) es tnica.

Por ser a € A°, existe & > 0 tal que B(a,d) C A.Para ve X\ {0}, usamos en (4) el cambio
de variable x=a+tvE A cont € Ry |t| < 8/||v|, teniendo en cuenta que x — a cuando r — 0
y que x # a para t # 0. Obtenemos que

o fla+)—fl@)—T)]| 1
0 = lim = lim
1—0 [t vl [v] =0

flat1v) - fla)

t

—T(v)

donde hemos usado la linealidad de 7. Asi pues,

o)  tim F@ ) = (@)

t—0 t
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Como esto es vélido para todo v € X \ {0}, queda claro que T es tnica: si dos aplicaciones
lineales 77,7, : X — Y verifican (4), también deberan verificar (6), de donde 71 = T5. [ |

Noétese que, para comprobar la unicidad de 7 se ha usado que 7 es lineal, pero no que
sea continua; la razén para exigir su continuidad se verd enseguida. También conviene resaltar
que en el razonamiento anterior se usa que a € A°. Suponiendo s6lo a € A N A, los limites
que aparecen en (4) tendrian sentido, pero en general no podriamos asegurar la unicidad de la
diferencial. De hecho, la condicién a € A° no es imprescindible para que T sea Unica, pero si
es la hipétesis mas comoda para asegurarse dicha unicidad.

Si f es diferenciable en a, alatnica T € L(X,Y) que verifica (4), lallamamos diferencial
de f en a,y se denota por Df(a). Por tanto, Df(a) € L(X,Y) se caracteriza por

f(x) = f(a) = Df(a)(x—a)

Ii =0 7
o x—al 7
y como consecuencia verifica también que
t —
Df(@)(v) = lim LAEM =Sy (8)

t—0 t

Conviene dejar claro que, en general, de (8) no se deduce (7).

6.2.2. Relacion con la continuidad

» Si f es diferenciable en a, entonces f es continua en a.

Para todo x € A\ {a} podemos claramente escribir

f(x) = f(a) = Df(a)(x —a)

[x—all

flx) = lx—all + Df(a)(x—a) + f(a)

La igualdad (7) nos dice claramente que el primer sumando tiene limite cero en el punto a.
Por otra parte, como Df(a) es continua, también tenemos lim D f(a)(x —a) = 0, y concluimos
X—a

que lim f(x) = f(a). n

Resaltamos que la continuidad de Df(a) ha sido esencial para probar que f es continua.
Esto explica que al definir la diferenciabilidad hayamos exigido 7 € L(X,Y). En los casos que
nos interesan, X tendrd dimension finita, luego toda aplicacién lineal de X en Y serd continua.

6.2.3. Significado analitico
Podemos interpretar la diferenciabilidad exactamente igual que para funciones reales de

variable real: que f sea diferenciable en a significa que, “cerca” del punto a, f admite una
“buena aproximacion” mediante una funcion sencilla, la funcién g : X — Y dada por

g(x) = f(a) + Df(a)(x—a) = f(a) =Df(a)(a) + Df(a)(x) ~ VxeX
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Nétese que g es la composicién de Df(a) € L(X,Y) con una traslacién, luego es afin y
continua. Basta pensar en el caso particular X =Y = R, para darse cuenta de que las funciones
afines y continuas de X en Y son la generalizacion natural de los polinomios de primer orden
en R. Tras las constantes, y las lineales continuas, las afines continuas son las funciones de X
en Y mas sencillas que podemos imaginar. Pues bien, en virtud de (7), tenemos:

o f) sl
=a ||lx—al

Esto significa que, “cerca” del punto a, la funcién g es una “buena aproximacién” de f, pues

la diferencia f(x) — g(x) tiende a cero en el punto a “mds rdpidamente” que ||x —a||. Cabe

esperar que, cerca del punto a, la funcién f se comporte de forma similar a como lo haga g.

En el fondo, todos los resultados del calculo diferencial consistirdn en aprovechar esta idea.

Alternativamente, pensemos que f describe la forma en que la variable y € Y “depende” de
otra variable “independiente” x € A, mediante la “relacién funcional” y = f(x), con lo que cada
variacién Ax = x —a, da lugar a una variacién Ay = f(x) — f(a). Cuando f es diferenciable
en el punto a, la igualdad (7) significa que, si Ax es “pequefia”’, Ay es “aproximadamente”
igual a Df(a) Ax. Esta interpretacion explica el nombre de la diferencial: controla la relacién
entre diferencias de las variables, permitiendo pensar que Ay depende de Ax de manera lineal y
continua. Para variables con valores vectoriales, este es el tipo de dependencia mas sencillo que
podemos imaginar. En casos particulares que iremos considerando, este significado analitico de
la diferencial nos llevara a sus interpretaciones geométrica y fisica.

6.2.4. Caracter local

Esta claro que la diferenciabilidad de una funcién en un punto es una propiedad local: se
expresa mediante un limite, que obviamente sélo involucra los valores de la funcién en un
entorno de dicho punto. Ademads, como sélo trabajamos en puntos interiores del conjunto en el
que nuestra funcién estd definida, este caracter local se expresa de forma muy sencilla:

= SiUCAyaecU®, entonces f es diferenciable en a si, y solo si, f ‘ y es diferenciable
en a, en cuyo caso se tiene Df(a) = D(f’U)(a).

En el resultado anterior siempre podemos tomar U = A°, luego f es diferenciable en a si,
y s6lo si, lo es f ‘ 40> que es una funcion definida en el conjunto abierto A°. Puesto que sélo
estudiamos la diferenciabilidad de f en puntos de A° vy, para dichos puntos, podemos trabajar
con f|,. en lugar de f, esta claro que no perdemos generalidad trabajando solamente con
funciones definidas en conjuntos abiertos, como haremos casi siempre a partir de ahora.

6.2.5. Independencia de las normas

» La diferenciabilidad de f en a, asi como su diferencial Df(a), se conservan al sustituir
las normas de X e Y por otras equivalentes a ellas.
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Denotando por || -||; a las normas de partidaen X e Y,y por || - |2 otras equivalentes a
ellas, existen constantes A,p € R™ tales que A | x||; < | x||2 paratodo x€ X y ||y|l2 < plly|h
paratodo y € Y. Si f es diferenciable en a con las normas || - ||, para x € A\ {a} tenemos

()gHf@ﬂ—f@)—Df@Xx—aHb<:gHf@)—f@)—DfWXx—aHh

[x—all2 A [x—all

y deducimos que Df(a) sigue siendo la diferencial de f en a para las normas || - ||2. |

En el caso que nos interesa, los espacios normados X e Y tendrdn dimension finita, luego
para estudiar la diferenciabilidad de una funcién f podemos considerar cualquier norma en
dichos espacios.

El tipo de invariancia recién obtenido se afiade a otro, que es completamente evidente: la
diferenciabilidad de una funcién no depende de las bases que podamos fijar en los espacios
vectoriales X e Y, simplemente porque la hemos definido sin usar base alguna. Aunque sélo
vamos a trabajar con la diferenciabilidad de funciones definidas en un abierto de R" y con
valores en RM | al haber definido la diferenciabilidad en abstracto, para espacios normados
cualesquiera, tenemos a priori una nocion invariante por cambios de base.

6.2.6. Diferenciabilidad global

Antes de presentar los primeros ejemplos de funciones diferenciables, pensemos en el tipo
de funcién que nos va a interesar, que no serd diferenciable en un solo punto, sino en todos los
puntos del conjunto abierto en el que estd definida.

Sean pues X e Y espacios normados, Q un subconjunto abierto de X y f:Q — Y una
funciéon. Cuando f sea diferenciable en todo punto x € Q, diremos simplemente que f es
diferenciable, y D(Q.Y) serd el conjunto de todas las funciones diferenciables de Q en Y,
contenido en el conjunto C(€2,Y) de todas las funciones continuas de Q en Y.

Para f € D(Q,Y) podemos considerar la funcién Df : Q — L(X,Y) que a cada punto x € Q
hace corresponder la diferencial Df(x) € L(X,Y), y decimos que Df es la funcién diferencial
de f, o simplemente la diferencial de f. Esta nomenclatura no debe causar confusién: por el
contexto se sabe siempre si al hablar de la diferencial de f, nos referimos a la funcién Df o a
la diferencial de f en un punto concreto x € Q, que también es una funcién: Df(x) € L(X,Y).
Ocurre aqui lo mismo que para funciones reales de variable real, no es lo mismo la derivada de
una funcién en un punto que la funcién derivada.

Como L(X,Y) es a su vez un espacio normado, tiene sentido plantearse la continuidad de la
funcién Df . Decimos que f € D(Q,Y) es una funcion de clase C! cuando Df es continua,
y denotamos por C'(Q,Y) al conjunto de todas las funciones de clase C' de Q en Y. También
tendria sentido plantearse la diferenciabilidad de la funcién Df, pero esto es un asunto mds
delicado, que abordaremos en su momento, para el estudio de las diferenciales sucesivas de una
funcidén. Por ahora resaltamos la relacion entre los conjuntos de funciones recién definidos:

Cl(Q,Y)CD(Q,Y) C C(Q,Y)
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6.3. Primeros ejemplos

Comentemos los ejemplos mds obvios de funciones diferenciables entre espacios normados
arbitrarios X e Y. Si f:X — Y es constante, cualquiera que sea a € X, tenemos f(x) = f(a)
para todo x € X, luego se cumple obviamente (4) sin mas que tomar 7 = 0. Por tanto:

w Si f:X — Y es constante, entonces f es diferenciable, con Df(a) = 0 para todo a € X .
Por tanto f € C1(X,Y).

Si f:X — Y eslineal y continua, fijado a € X, tenemos entonces f(x) — f(a) = f(x —a)
para todo x € X, luego se cumple (4) con T = f. Por tanto:

» Si f€L(X,Y), entonces f es diferenciable con Df (a) = f para todo a € X . Vemos por
tanto que Df es constante, luego f € C'(X,Y).

Esté claro que la nocién de diferenciabilidad no estd pensada para trabajar con ejemplos
tan obvios como los anteriores. Tan pronto como descendamos a casos particulares, es decir,
concretemos los espacios normados X e Y, tendremos ejemplos menos obvios de funciones
diferenciables.

Para funciones con valores en un espacio normado, las operaciones disponibles son la suma
y el producto por escalares. Veamos pues una primera regla para el cdlculo de diferenciales, que
muestra la diferenciaciéon como una operacion lineal.

= Si Q es un abierto no vaciode X, f,g:Q —Y son diferenciablesen a € Q y o,p € R,
entonces o.f + Pg es diferenciable en a con:

D(a.f +Bg)(a) = aDf(a) + BDg(a)

Si f,g € D(Q,Y), tendremos a.f +Pg € D(Q,Y) con D(of +PBg) = oD f + BDg. Por
tanto, si f,g € C'(Q,Y), se tiene o.f +Pg € CH(Q,Y). Asi pues, D(Q,Y) y C1(Q,Y)
son subespacios vectoriales de C(Q,Y).

Basta pensar que, para todo x € Q\ {a}, se tiene claramente

(of +Bg) (x) — (f +Bg) (a) — (aDf(a) + BDg(a)) (x —a)
lx—all

_ o WSl =Dfl@)x=a) g

lx—al

g(x) —g(a) — Dg(a)(x—a)
lx—al

Por ser f y g diferenciables en a, los dos sumandos del segundo miembro tienen limite O en
dicho punto, luego lo mismo le ocurre a la funcién que aparece en el primer miembro. Puesto
que auDf(a)+PBDg(a) € L(X,Y), tenemos el resultado deseado. |
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6.4. Regla de la cadena

Comprobamos ahora que la composicion de aplicaciones preserva la diferenciabilidad. Esta
es, sin duda, la regla mas ttil para el calculo de diferenciales.

Teorema. Sean X,Y,Z tres espacios normados, Q y U abiertos no vacios de X e Y
respectivamente, y sean f:Q — U y g:U — Z dos funciones. Si f es diferenciable en un
punto a € Q y g es diferenciable en b = f(a), entonces go f es diferenciable en a, con

D(go f)(a) = Dg(b)oDf(a) = Dg(f(a)) oDf(a)
Por tanto, si f € D(Q,Y) y g€ D(U,Z), entonces go f € D(Q,Z).

Demostracion. Para mayor claridad, la dividimos en tres etapas.

(a) . Primero traducimos la diferenciabilidad de f y g, con una notacién que haga mas faciles
los célculos. Por una parte, definimos una funcién & : Q — Rg de la siguiente forma:

_ /) = fla) = Df(a)(x—a) ||

[x—all

d(x) VxeQ\{a} y ®(a)=0

Por ser f diferenciable en a, tenemos que & es continua en a, y verifica:

1f(x) = f(a) =Df(a)(x—a) || = P(x) [ x—a] vxeQ 9)

Andlogamente, definimos ¥ : U — Rg por

Entonces W es continua en b y verifica:

| g(y) —g(b) —Dg(b)(y—b)|| = ¥(y) [|y—>]l VyeU (10)

Por dltimo, s6lo para abreviar la notacion, definimos también A : Q — R(J{ por
AW = [ () ()~ (g0 £) (@)~ (De(b) o D @) (x—a)| Ve

A
Puesto que Dg(b)oDf(a) € L(X,Z), bastard comprobar que 11’_r>n ” () || =0.
x—a ||lx—a

(b) . En una segunda fase, obtenemos una desigualdad clave, que relaciona A con ® y V.

Para x € Q, escribimos y = f(x) € U, y usamos en Z la desigualdad triangular:

0 < AW) < [[8(v) —g(b) —Dg(b)(y—b) || + || Dg(b) [y—b—Df(@)(x—a) ||| (11)
Trabajamos ahora por separado con los dos sumandos que han aparecido.
El dltimo es el mds sencillo, usamos la definicién de la norma en L(Y,Z) junto con (9):
|Dg(b) [y—b—Df(@)(x—a)] || < | Dg(b)|| |y—b—Df(a)(x—a)

= [[Dg(@) || | f(x) = f(a) = Df(a)(x - a) | (12)
= [|Dg(®) || @(x) [[x —all
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En vista de (10), el otro sumando es:

ls(v) —8(b) —Dg(b)(y—b) | = ¥(y) ly—0bll = ¥(f(x)) [ f(x) = f(a)

La desigualdad triangular en Y, junto con (9) y la definicién de la norma en L(X,Y), nos dan

1F () = fla) | < [ f(x) = f(a) = Df (@) (x = a) || + [ Df(a)(x —a) |
< [®() + [ Df(a) ] lx—al

de donde deducimos que
I8(v) —8(b) = Dg(b)(y—b) | < ¥(f(x)) [@(x) + [ Df(a)[|] | x—all (13)

Usando (12) y (13), deducimos de (11) la desigualdad que buscdbamos:
0 < Alx) <Y(f(r) [@() + [IDf(a)||] | x—all + || Dg(b) || @(x) [|x—al (14)

(c). Usando la desigualdad (14), junto con las propiedades conocidas de ® y ¥, concluimos
facilmente la demostracion. Para x € Q\ {a}, de (14) deducimos que

A< @) [0 + I1D£ (@) ] + 1D (b) | () (15)

S x—al o

luego bastara probar que el tltimo miembro de esta desigualdad tiene limite O en el punto a.

Como f es diferenciable, luego continua, en el punto a, y ¥ es continua en b = f(a),
vemos que Wo f es continua en a. Ademads, ® es continua en a, luego tenemos

lim ¥(f() = (@) =¥B) =0y lim®(x) = Ba) = 0

Asi pues, concluimos claramente que

lim | ®(7(x)) [®(x) + | Df(a) ] + [ Dg(B)]| @) | =0

xX—a

A
y (15) nos dice que lim ”xExL)ZH

= 0, como queriamos demostrar. [ |

Para poder estudiar la composicién de dos funciones de clase C' necesitamos una sencilla
observacion sobre la norma de una composicién de aplicaciones lineales y continuas:

» Si X,Y,Z son espacios normados, T € L(X,Y) y S € L(Y,Z), entonces:
[SoT | < |IS[IT] (16)

La comprobacién de esta desigualdad es inmediata. Para x € X tenemos:
[(SoT)x[| = [STx) | < ISTNITx[ < ISTNT{{lx]

donde hemos usado la definicién de la norma en L(Y,Z) y en L(X,Y). Pero usdndola también
en L(X,Z), la desigualdad obtenida nos dice que || SoT || < || S|||| T ||, como se queria. [

Podemos ya completar la regla de la cadena en la forma que sigue.
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» Sean X,Y,Z espacios normados 'y Q,U subconjuntos abiertos de X,Y respectivamente.
Si f € CYQ,Y) verifica que f(Q) CU y g € C'(U,Z), entonces go f € C1(Q,Z).

Para x,a € Q, escribiendo y = f(x) € U y b= f(a) € U tenemos claramente

D(go f)(x) —D(go f)(a) = Dg(y)oDf(x) —Dg(b) o Df(a)
= Dg(y)o (Df(x) —Df(a)) + (Dg(y) —Dg(b)) o Df (a)

La desigualdad triangular, junto con (16), nos dan:

|D(gof) @) ~Digo N(@)|| < |1DgW)II| Df (x) = Df (@)|| + || Dg(y) ~ Dg(b) ||| Df (@) |
= || Dg (@) [ [| DS (x) = DS (@) | + | Dg () = Dg(f(@)) || [ D (@) |

Por ser f continua en a y Dg continua en f(a), la funcién Dgo f es continua en a. Por
otra parte, Df también es continua en a, luego tenemos

lim Dg(f(x)) = Dg(f(@)) y limDf(x) = Df(a)

xX—a

Usando ahora que, en cualquier espacio normado, la norma es una funcion continua, de la
desigualdad anterior deducimos claramente que

lim || D(g o f)(x) —D(go f)(a)|| = 0

x—a

luego D(go f) es continua en a, y esto es vdlido para todo a € Q, como queriamos. [

6.5. Funciones con valores en un producto

Como ocurri6 con la continuidad, vamos a ver que la diferenciabilidad de una funcién que
tome valores en un producto de espacios normados equivale a la de sus componentes. Esto
permitird reducir el estudio de la diferenciabilidad de campos vectoriales al caso de campos

escalares. En lo que sigue Yi,Y3,...,Y) son espacios normados y consideramos el espacio
M

normado producto ¥ = HYJ . Para cada j € Ay recordemos la j-ésima proyeccion coordenada
Jj=1

en Y, que es la aplicacién sobreyectiva m; : Y — Y, dada por ©;(y) = y(j) paratodo yecY.Es
claro que 7; € L(Y,Y;) con ||7;|| =1, luego mt; € C'(Y,Y;) con Dn;(y) ==, paratodo y €Y.

En sentido contrario, usaremos la inyeccion natural de Y; en Y, es decir, la aplicacion
inyectiva [; : Y; — Y, definida como sigue: para cada u € Y;, I;j(u) es el vector de Y cuyas
componentes son todas nulas, salvo la j-ésima, que es u:

j@](G) =wu y  [Lj@)]@) =0 VieAu\{j}

De nuevo es evidente que I; € L(Y;,Y) con ||[;|| = 1, luego I; € C'(Y;,Y) con DI;(u) = I;
para todo u € Y;. Noétese también que Tjo/; es la aplicacion identidad en Y.
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Si ahora Q es un abierto no vacio de un espacio normado X, dada una funcién f:Q — 7Y,
escribimos f = (f1, f2,...,fm) para indicar sus componentes. Esto significa que, para x € Q
Yy j € Ay, la j-ésima componente del vector f(x) €Y es fj(x). Usando las proyecciones e
inyecciones antes definidas, la relacion de ida y vuelta entre f y sus componentes se expresa
con gran comodidad:

M
fi=mjof Vj€Au y f:ZIjofj (17)
j=1

Fijado j € Ay, la regla de la cadena y la primera igualdad de (17), nos dicen que, si f es
diferenciable en a € Q, entonces f; también lo es, con Dfj(a) = mjoDf(a).

Reciprocamente, supongamos que f; es diferenciable en a para todo j € Ay . Usando la
regla de la cadena, la de diferenciacion de una suma y la segunda igualdad de (17), deducimos

que f es diferenciable en a con Df(a Z IjoDfj(a). En resumen, tal como habiamos

anunciado, la diferenciabilidad de f en cada punto equivale a la de todas sus componentes, y
tenemos la relacion explicita entre las correspondientes diferenciales:

» Sea Q un abierto no vacio de un espacio normado X y sea f = (f1,f2,... fu) : Q=Y.
Entonces f es diferenciable en un punto a € Q si, y solo si, f; es diferenciable en a
para todo j € Ay, en cuyo caso se tiene:

Dfi(a) = mjoDf(a) Vj€Au y Df(a) = leonj(a) (18)
j=1

Por tanto, f € D(Q,Y) si, y solo si, fj € D(Q,Y;) para todo j € Ay . Andlogamente se
tiene f € C1(Q,Y) si, y sélo si, fj € C1(Q,Y;) paratodo j€ Ay.

Sélo queda comprobar la dltima afirmacion. Para a,x € Q y j € Ay tenemos:

IDfj(x) —Dfj(a) || = | m;o (Df(x) = Df(a)) || < ||Df(x)—Df(a)]|

Por tanto Df; es continua siempre que Df lo sea. Reciprocamente, tenemos

M M
IDf(x) - Df ZHIon, ~Dfj(@) | < ZHDfJ ~Dfj(a)| VYxaeQ

y deducimos que Df sera continua siempre que lo sea D f; paratodo j € Ay. |

Resaltamos el significado de las igualdades (18), andlogas a las de (17), con Df(a) en
lugar de f: para cada j € Ay, la j-ésima componente de la diferencial Df(a) coincide la
diferencial Df;(a) dela j-ésima componente de f. Equivalentemente, podemos escribir:

Df(a) = (Dfi(a),Df2(a), ..., Dfu(a))
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6.6. Productos y cocientes de funciones diferenciables

Para dos nuevas reglas de diferenciaciéon manejamos funciones con valores en R. Dado
un abierto no vacio Q de un espacio normado X, como ya hicimos con C(Q) y C(Q,R),
abreviamos escribiendo D(Q) y C'(Q) en lugar de D(Q,R) y C'(Q,R), respectivamente.
Pretendemos probar que D() y C'(Q) son subanillos de €(Q). Para ello nos basamos en el
siguiente resultado:

» Lafuncion P:R?> — R, definida por P(x,y) = xy para todo (x,y) € R?, es de clase C'
en R? y para todo (x,y) € R? se tiene:

DP(x,y)(h,k) = yh + xk vV (h,k) € R?

Fijado (x,y) € R?, definimos T € L(R?,R) por T(h,k) = yh + xk para todo (h,k) € R?.
Usando en R? la norma euclidea, para todo (/,k) € R? tenemos claramente

|POe+hyy+k) = P(x,y) = T (h, k)| = |(x+ ) (v + k) —xy — yh—xk| = | hk | < [|(h,K)[* /2

y deducimos que
im |P(x—|—h,y+k)—P(x,y)—T(h,k)|

i =0
(h,k)—(0,0) | (h,k) ||

es decir, P es diferenciable en el punto (x,y) con DP(x,y) =T, como se queria.

Para ver que DP es continua, dados (x,), (a,b), (h,k) € R?, se tiene
| (DP(x,y) — DP(a,b)) (h,k) | = | (y = b)h+ (x—a)k| < [|(y=b,x—a) ||| (h,K) |

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Por definicién de la norma en L(R?,R)
deducimos que

|DP(x,y) = DP(a,b) || < [|(y=b,x—a)|| = || (x,y) = (a,) || ¥ (x.y), (a,b) € R?

Esto prueba que DP no sélo es continua, sino que es una aplicacién no expansiva. |

Podemos ya probar la regla para la diferenciacion de un producto de funciones:

n Sea Q un abierto de un espacio normado X y f,g:Q — R funciones diferenciables en
un punto a € Q. Entonces f g es diferenciable en a con

D(fg)(a) = g(a)Df(a) + f(a) Dg(a) (19)

Si f,g € D(Q) se tendrd fg € D(Q) con D(fg) = gDf + fDg, luego fg € C'(Q)
siempre que f,g € C'(Q). Asi pues, D(Q) y C'(Q) son subanillos de C(Q).

La funcién h = (f,g) : Q — R? es diferenciable ena por serlo sus componentes f y g, pero es
claro que fg = Poh donde P:R? — R es la funcién estudiada en el resultado anterior.
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Puesto que P es diferenciable en todo punto de R?, la regla de la cadena nos dice que fg
es diferenciable en a. Para calcular su diferencial basta observar que, para todo x € X tenemos
claramente:

D(fg)(a)(x) = [DP(h(a)) o Dh(a)](x) = DP(f(a),g(a)) (Df(a)(x), Dg(a)(x))
= g(a) Df(a)(x) + f(a) Dg(a)(x)

Notese que la igualdad (19) es la generalizacion natural de la bien conocida regla para la
derivada de un producto de dos funciones reales de variable real.

Podemos ya dar nuevos ejemplos de funciones de clase C' en un abierto no vacio Q C RV .
Recordemos que el conjunto P(Q) de las funciones polinémicas en Q es el subanillo de C(Q)
engendrado por las funciones constantes, junto con las restricciones a Q de las proyecciones
coordenadas. Como todas estas funciones son de clase C! en Q, el subanillo que engendran
estd contenido en C!(Q) que, seglin hemos visto, es un subanillo de €(Q). Asi pues:

» Si Q es un abierto no vacio de RV, se tiene P(Q) C C1(Q), es decir, toda funcion
polinomica en Q es de clase C1.

Pasamos a estudiar ahora la diferenciabilidad de un cociente de funciones diferenciables:

» Sea Q un abierto no vacio de un espacio normado X y sean f,g:Q — R diferenciables
en un punto a € Q, con g(x) # 0 para todo x € Q. Entonces la funcion cociente f/g es

diferenciable en a con
Df/8)(@) = — (s(a)Df (@) ~ f(a)De(@)

Por tanto, si f,g € D(Q) se tiene f/g € D(Q),y f/g € CY(Q) siempre que f,g € C'(Q).

Tenemos 1/g = @og donde @ : R* — R viene dada por ¢(x) = 1/x para todo x € R*, y es
claro que @ € C!'(R*). Como g es diferenciable en a, la regla de la cadena nos dice que 1/g
también lo es, y la regla para la diferenciabilidad de un producto nos da que f/g = f(1/g) es
diferenciable en a. Si f,g € C'(Q), se tendrd también 1/g € C1(Q), luego f/g € C(Q).

Por dltimo, para calcular la diferencial de f/g en a, la regla de la cadena nos da

D(1/8)(a)(x) = Do(s(a)) (Dg(a)(x)) = —

g(a)®
y ahora basta usar la diferencial de un producto:

D(f/g)(a) = ﬁl)ﬂ") + fla)D(1/g)(a) = g(i)z

Recordemos el conjunto R(Q) de las funciones racionales en un abierto no vacio Q C RV,
es decir f € R(Q) cuando f = P/Q donde P,Q € P(Q) y Q(x) # 0 para todo x € Q. Del
resultado anterior deducimos claramente:

Dg(a)(x) VxeX

(s(@)Df(a) — f(a)Dg(a)) W

= Si Q es un subconjunto abierto de RV, se tiene R(Q) C C'(Q), es decir, toda funcién
racional en Q es de clase C'.
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6.7. Ejercicios

1.

2.

Probar que la norma de un espacio normado X # {0} nunca es diferenciable en 0.

Probar que la norma euclidea es diferenciable en todo punto de RV \ {0} y calcular su
diferencial. ;En qué puntos de R? es diferenciable la norma de la suma?

. Probar que, tanto la diferenciabilidad de una funcién, como su diferencial, se conservan

por traslaciones. Mds concretamente, sean X,Y espacios normados, € un abierto no
vaciode X y f:€Q — Y diferenciable en un punto g € Q. Fijados xo € X e yo €Y, se
define Q = {x€X : x+xp € Q} ylafuncién f: Q — Y dada por

~

f(x) = flx+x0) + yo Vxe Q
Probar que f es diferenciable en a —xo con D f(a—xo) = Df(a).

Sea Q un abierto no vacio de un espacio normado X y f: Q — R diferenciable en un
punto a € Q. Sea J un intervalo abierto tal que f(Q) CJ y g:J — R una funcién
derivable en el punto b = f(a). Probar que go f es diferenciable en a. ;Cual es la
relacion entre D(go f)(a) y Df(a)?

. Dar un ejemplo de una funcién f € D(RV) tal que f ¢ C'(RV).



