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Teorema de Schwartz

Vamos a probar una propiedad clave de las diferenciales sucesivas de una funcion.

Teorema. Sean X e Y espacios normados, Q un abierto de X y f:Q — Y una funcion.
Dado n € N, supongamos que f es n— 1 veces diferenciable en todo punto de € y n veces
diferenciable en un punto a € Q. Entonces la aplicacion n-lineal D" f(a) es simétrica, es
decir, para toda biyeccion & : I, — I,, y cualesquiera hy,h,... h, € X, se tiene:

D"f(a)(h1,ha; ..., hy) = D" f(a)(hs(1), ho(2)s - - > hs(n)) (1)

Demostracion. Empezamos con el caso n = 2, del que se deducird después al caso general.
Suponemos por tanto que f es diferenciable en todo punto de  y 2 veces diferenciable en el
punto a € Q, para probar que

D*f(a)(h,k) = D*f(a)(k,h)  VhkeX (2)
Tomamos r € R™ tal que B(a,2r) C Q. Para cualesquiera 1,k € B(0,r) tenemos claramente
a+ha+h+keB(a,2r) C Q y podemos definir una funcién ¢ : B(0,r) x B(0,r) — Y por:
o(h,k) = fla+h+k)—fla+h)— fla+k)+ f(a) Vh,k € B(0,r)

Observamos que ¢ es simétricay (2) se deduciré facilmente de la siguiente igualdad:

2
o etk D f(a)(il,k) [ (3)
(=00 (||| + || k]|)

Para probarla, fijamos € > 0 y usamos que f es 2 veces diferenciable en el punto a,
obteniendo un § €]0, r| tal que

x€X, |lx| <8 = |Df(a+x)—Df(a) - [DDf)(a)](x)|| < ;HXH (4)

Obsérvese que, puesto que Df toma valores en el espacio normado L(X,Y), tenemos
D(Df)(a) € L(X,L(X,Y)),y por tanto [D(Df(a)](x) € L(X,Y).
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Recordemos ahora la identificacién de L(X,L(X,Y)) con L*(X,Y), que es la que permite
ver D2 f(a) como aplicacién bilineal de X x X en Y. Venia dada por

D*f(a)(x.k) = [[D(Df)(a)|(0)] (k) ~ VxkeX

Por tanto, de la desigualdad (4) y la definicién de la norma en L(X,Y), deducimos que para
x€X con ||x|| <9 setiene

IDf(a+x)(k) — Df(a)(k) — D*f(a)(x,k)] < ;IIXH Ikl vkeX (5)

En lo que sigue fijamos A,k € B(0,5/2).

Usaremos el teorema del valor medio, o mds concretamente el lema previo que sirvid para
probarlo, aplicado a la funcién g : [0,1] — Y definida por

g(t) = @(h,tk) —tD*f(a,b)(h,k) Vi€ [0,1]

Obsérvese que g(0) = @(h,0) =0y g(1) = @(h,k) —D?f(a)(h,k), luego el mencionado lema
nos dard una estimacién de || g(1) — g(0) || que es la que necesitamos para probar (3).

Tenemos claramente
g(t) = fla+h+tk)— fla+h)— fla+tk)+ f(a) —tD?f(a)(h,k) Vi€ [0,1]
luego g es derivable en todo punto de [0, 1] con
g'(t) = Df(a+h+tk)(k) — Df(a+1k)(k) — D2 f(a)(h,k) vVt e0,1]
Como D?f(a) es lineal en la primera variable, tenemos
D?f(h+tk,k) — D% f(h,k) = D*f(tk,k)
y, para todo 7 € [0, 1], podemos escribir

g'(t) = (Df(a+h+tk)(k)—Df(a)(k) — D*f(a)(h+1tk,k))
— (Df(a+tk)(k) — Df(a)(k) — D*f(a)(tk,k))

Usando ahora (5) con x = h+tk y también con x = tk, pues en ambos casos se tiene ||x|| < §,
obtenemos

€ € 2
le O < 5 NA+ek[ &l + Sk KN < e (121 + [ +]1)

Por tanto, tomando o/(r) = & (|| || + | k|| )zt para todo ¢ € [0, 1], tenemos la hipétesis del
mencionado lema, es decir, || g’(f) || < o’(¢) paratodo 7 € [0, 1]. El lema nos dice que

| @(h.k) = D*f(a)(h, ) || = || (1) = g(0) || < (1) —0(0) = e (|| + | k]|)*

y, como esta desigualdad es vélida para cualesquiera &,k € B(0,8/2), hemos probado (3).



21. Teorema de Schwartz 134

Probar ahora la igualdad (2) es bien fécil. En primer lugar, usando que @ es simétrica, para
h,k € B(0,r) tenemos

0< || D?f(a)(k,h) = D*f(a)(h, k) | < | D* (@) (k. ) = @k, h) || + | @(h, k) — D2 f(a) (h,K) |
y de (3) deducimos que
D2 (@) (k) — D2 f(a) (k)|
(1)=~(00) (] + 1)

Fijamos ahora hg, ko € X y hacemos el cambio de variable (h,k) = (t ho,t ko), pues para t € R*
se tiene (h,k) € X x X\ {(0,0)} y es claro que (h,k) — O cuando ¢ — 0. Teniendo en cuenta
que D?f(a) es bilineal, obtenemos

I f@)(tko,tho) — D2 f (@) (tho,tho) | _ 1D £(@)(Ko,ho) — D*f(a) (o, o) |
=0 (ko + 1 tkol))? (170 + llkoll)?

es decir, D% f(a)(ho,ko) = D% f(a) (ko,ho) y, como esto es valido para cualesquiera hg, ko € X ,
hemos probado (2), y por tanto el teorema en el caso n =2.

=0 (6)

0=

Pasemos ahora al caso n > 3. Consideramos primeramente la transpociciéon T : I, — I,
definida por (1) =2, ©(2) =1 y t(k) =k paratodo k € I, con k > 3. Pensemos entonces en
la funcién g = D"2f: Q — L""2(X,Y), que es diferenciable en todo punto de Q y 2 veces
diferenciable en a. Aplicando a g lo ya demostrado, tenemos que

ng(a)(hhhz) = ng(a)(hz,hl) Vh],]’lz eX

Fijados h;,h, € X, ambos miembros de la igualdad anterior son aplicaciones (n — 2)-lineales,
que podemos evaluar en toda (n—2)-upla (h3,...,h,) del producto cartesiano de n—2 copias
de X, obteniendo que

[D?g(a)(h1,h2)](h3,... hy) = [D*g(a)(ha,h1)](h3, ... hy) Vhy,hy, ...,k €X  (7)
Interpretando adecuadamente esta igualdad, veremos que se cumple (1) para la aplicacién

biyectiva 6 = 1. Considerando los espacios normados Z; = L" '(X,Y) y Z, = L"%(X,Y)
tenemos la siguiente cadena de identificaciones

L"(X,Y) = L(X,Z1) = L(X,L(X,2)) = L*(X,Z)

Se comprueba rutinariamente sin ninguna dificultad que, al aplicar a D" f(a) esta cadena de
identificaciones, se obtiene ng(a) , en el sentido de que

D" f(a)(hi,ha,...,hy) = [D?*g(a)(h,h2)](h3, ... hy) Yhy,hy,... h, €X
Por tanto la igualdad (7) nos dice que
D"f(a)(h1,ha,hs....hy) = D" f(a)(ha, hy, b3, ... Iy

y esto prueba, como queriamos, que la transposicion T verifica la igualdad (1). Por comodidad
de notacién hemos supuesto que T intercambia los elementos 1 y 2 de [, dejando fijos los
restantes, pero el mismo razonamiento es vélido para cualquier otra transposicion. Finalmente
pensemos que, si 61 y 6> son dos biyecciones de I, en si mismo, y ambas verifican la igualdad
(1), entonces 0, 0G| también la verifica. Usando entonces que toda biyeccién 6 : I, — I, se
puede expresar como composicion de un cierto nimero de transposiciones, concluimos que ¢
verifica (1), lo que concluye la demostracion. [



