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Pensamos la Mecanica como una parte de las Matematicas. Una vez que
se fijan los axiomas (segunda ley de Newton, gravitacién universal,...) todas
las conclusiones se obtienen por el método deductivo.

Las ecuaciones diferenciales describen los movimientos de sélidos o sis-
temas de particulas cuando se conocen las fuerzas a las que estan sometidos.
Es por eso que el Analisis es esencial para la Mecéanica. Cuando se estu-
dian los problemas mecanicos en profundidad aparecen nuevas conexiones
con casi cualquier otra parte de las Matematicas. Asi la Topologia, que se
encuentra al intentar describir las posibles configuraciones de un sistema.
Imaginemos que nos han dado un juguete (sélido rigido) formado por tres
segmentos que son perpendiculares dos a dos y que se cortan en el centro
comun. jEn qué espacio se mueve nuestro juguete? Observamos primero el
centro, que se mueve libremente en el espacio ordinario. Una vez que fijamos
este centro podemos pasar de una posicién a otra por medio de una rotacién.
Podemos concluir que nuestro objeto vive en el espacio de 6 dimensiones

M =TR3 x SO(3),

donde SO(3) designa al grupo de rotaciones del espacio euclideo. Si nue-
stro objeto esta en movimiento podemos intentar calcular la energia cinética
T'; para ello necesitaremos conocer la longitud y grosor de cada segmento.
Desde este momento el espacio M se convierte en una variedad de Riemann
con g = 27 y hemos entrado en el reino de la Geometria Diferencial. Para
completar nuestro experimento usaremos una nave espacial que nos aleje de



la tierra y de cualquier otra influencia gravitatoria. Desde este punto lan-
zamos nuestro objeto para que se mueva libremente, en ausencia de fuerzas
ya sabemos que aparecen las geodésicas. Hoy vamos a concentrarnos en una
conexién menos conocida entre la teoria de nimeros y el problema de la
estabilidad del sistema solar.

1 Numeros algebraicos y trascendentes

Un nimero irracional a se dice algebraico si es raiz de algin polinomio con
coeficientes enteros,
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Por ejemplo, a = /2 es algebraico con f(z) = 22 — 2. Los ntimeros ir-
racionales no algebraicos se llaman trascendentes. Liouville encontré los
primeros nimeros trascendentes que se conocen. Para ello observé que si «
es algebraico y el polinomio que lo anula es irreducible, entonces existe un
nimero v > 0 de manera que se cumple la condicién

low — B| > ls, para cada Pe Q.
q q q

Este hecho tan sutil tiene una demostracion simple; es bastante aplicar el
teorema del valor medio a la diferencia f(«a) — f (g). A partir de ahora
hablaremos de la condiciéon diofantica para referirnos a la anterior desigual-
dad, que tiene la siguiente interpretacién: los nimeros algebraicos no se de-
jan aproximar bien por racionales. Si fijamos el denominador ¢, la condicién
diofantica nos da una estimacion inferior del error cometido al aproximar «
por fracciones del tipo p/q. Ahora es facil construir nimeros trascendentes
buscando irracionales que se dejen aproximar muy bien por racionales. El

ejemplo tipico es
oo
o= Z 10~ = 0.1100010000000000000000010...
n=1

Ademids de los nimeros algebraicos hay otros muchos que cumplen la condi-
cién diofantica. Los nimeros que no la cumplen (de Liouville) son de medida
cero.

2 La estabilidad del sistema solar

. Persistira el sistema solar para toda la eternidad o, por el contrario, se
producird una colisién o escapara algun planeta fuera del sistema? FEn el



modelo muy simplificado que se estudia en la escuela cada planeta describe
una Orbita eliptica alrededor del sol y la estabilidad es automatica. Estamos
pensando en el modelo méas complejo en el que se tienen en cuenta las in-
teracciones gravitatorias entre los planetas, es el famoso Problema de los N
cuerpos. Ahora la respuesta no es facil, se sabe probar que hay muchas condi-
ciones iniciales que producen soluciones definidas en todo tiempo (no hay
colisiones) y que estan acotadas (los planetas no escapan). La demostracién
de este hecho se obtuvo después de un largo proceso histérico y la idea cen-
tral fue la busqueda de soluciones trigonométricas. Estas son soluciones del
tipo

xz(t) = ag + Z{an coswpt + by, sen wpt}
n=1
con Y [|lan|+ |by|] < co. Es claro que en estas condiciones z(t) estd definida
en todo tiempo y es acotada.

Conviene no confundir estas series con las series de Fourier tradicionales.
Ahora las frecuencias w,, son arbitrarias mientras que en la teoria de Fourier
wy, = nwp. Weierstrass ya sabia que era posible encontrar soluciones de este
tipo en el problema de los N cuerpos, pero las soluciones eran formales y
la convergencia de la serie no estaba clara. Esta convergencia no se probd
hasta la segunda mitad del siglo XX y sélo en algunos casos; parece que
dicha convergencia depende de la eleccién de las frecuencias de una manera
muy delicada. Para entender esta ultima afirmacién nos vamos a olvidar
del dificil problema de los N cuerpos y vamos a pensar en las ecuaciones
diferenciales més simples, las inducidas por el cdlculo de primitivas.

Consideramos

E=ft)= Y fame TN

n,m=—00

donde Y |fnm| < o0 y a es un nimero irracional. Las frecuencias de la
serie trigonométrica se han escogido en el grupo aditivo engendrado por los
nimeros 1 y a. Por integracién término a término obtenemos

frnm i(n+ma)t
x(t) = z(0) + foot + E - : e — 1.
(*) (0) 0,0 (m)2(0.0) i(n+ moz)[ )

Para obtener soluciones acotadas exigimos fopo =0y
\n + ma|
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Como el grupo (1, ) es denso en R, el nimero |n + ma| se puede hacer tan
pequeno como se quiera y aparecen asi los pequernios divisores. Para probar
la convergencia de la serie recurrimos a las ideas de Liouville. Si o cumple
la condicién diofantica,

n Y
In +ma| = \m||a +al > |m||m|s = ] 1
de donde o .
n,m -1
) < - mS .

Si la funcién f es bastante regular la serie doble > | f,,.m|/m|*~! converge y
hemos probado la acotacion de las primitivas de f.

Para preparar estas notas he usado el articulo
v' Is the Solar System Stable?, de J. Moser, aparecido en The Mathematical
Inteligencer 1 (1978) 65-71.
La charla habra conseguido su objetivo si los estudiantes se interesan por
leer este articulo.

También me ha sido ttil el libro
v" Mathematics and Logic, de M. Kac y S. Ulam. Reimpresiéon de Dover,
1992.
Entre otras muchas cosas este libro contiene una discusiéon muy clara sobre
los ntimeros algebraicos y trascendentes.

Para estar a la ltima sobre el problema de la estabilidad se puede con-
sultar
v’ J. Féjoz, Démonstration du ”théoreme d’Arnold” sur la stabilité du
systeme planétaire (d’aprés Michael Herman), Ergod. Th. and Dynam.
Sys. 24 (2004) 1-62.



