Lagrange critica la cuadratura del circulo

Aprender de los clasicos 4. Notas por Rafael Ortega Rios

JExistiran las matemadticas en el afio 30007 No parece posible contestar
ahora a esta pregunta pero creo que, si la respuesta acaba siendo afirmativa,
también en esa época futura Lagrange sera considerado uno de los mayo-
res matemaéticos de todos los tiempos. Giuseppe Lodovico Lagrangia nacié
en Turin en 1736 y murié en Paris en 1813. Siendo muy joven se gand la
admiracion del gran Euler, quien méas adelante ejerceria su influencia para
que se instalara en la corte de Federico II de Prusia. Lagrange permanecio
en Berlin hasta la muerte del emperador en 1786, entonces recibié una in-
vitacién de Luis XVI y se marché a Paris, donde residié el resto de su vida.
Hoy vamos a analizar un informe que Lagrange escribié en 1781 para la
Academia Real de Berlin, en este informe da su opinién sobre un trabajo
que pretendia poder realizar la cuadratura del circulo.!

Cuando un matematico cree haber encontrado un resultado nuevo y de
interés, lo normal es que escriba un articulo e intente publicarlo en alguna
revista cientifica. Cada revista tiene su propio comité editorial, que se en-
carga de decidir si el trabajo merece publicacién. Para formarse una opinién
los editores suelen enviar el manuscrito a un experto (referee)? que queda
encargado de escribir un informe. Es muy frecuente que los matematicos se
quejen de esta tarea de arbitraje, que les resta tiempo para su propia obra
y les fuerza a intentar entender trabajos mal redactados y que en ocasiones
acaban siendo incomprensibles. También los autores se quejan de las deci-
siones de referees y editores, pero a pesar de la mala prensa este sistema
ha sido esencial para la construcciéon de las matematicas en los tltimos si-
glos. Leeremos un informe de este tipo escrito por Lagrange, en el proceso
aprenderemos algo sobre el nimero 7 y sobre la rectitud de caracter.

!Este informe se encuentra al final del quinto volumen de las obras completas de La-
grange, aparecido en 1869, http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k2292245 /{714

2al igual que en el fitbol la tarea de los drbitros o referees es bastante ingrata; pero a
diferencia de lo que ocurre en el deporte rey, el referee es anénimo y no recibe emolumentos
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Antes de empezar a leer a Lagrange conviene recordar en qué consiste el



problema de la cuadratura del circulo: se da un circulo y se pretende realizar
una construccién con regla y compas que produzca un cuadrado con area
igual a la del circulo. Hoy sabemos que esto es imposible pero en el tiempo de
Lagrange era una cuestién abierta. Se sabia que la cuadratura seria posible
si y solo si el namero 7 fuese expresable mediante una férmula que incluye-
ra numeros enteros, operaciones elementales (suma, resta, multiplicacién y
divisién) y extraccién de raices cuadradas. En términos modernos, si 7
estuviese en la clase de ntimeros reales o para los que existe una cadena de
cuerpos
Ky=QcKycCc---CK,

de manera que a € K, y cada K1 es una extensién de K del tipo K1 =
Kj(ajy1) con aj2»+1 € K;. Por ejemplo, a = T_ es un niimero de este

V8+V3
tipo con oy = \/§, as = V84 V3.

Comenzamos la lectura del informe:

Como la Academia me habia encargado informar de esta Obra sobre la
cuadratura del circulo, la he examinado con toda la atencion de la que soy
capaz; a pesar de ello debo confesar que mo me ha sido posible descubrir
los principios del Autor, mi los caminos que siguen sus cdlculos. No he
encontrado traza alguna de demostraciones geométricas, y menos todavia de
calculos algebraicos; y no he podido comprender lo que significan las Tablas
de progresiones aritméticas de la cuadratura del circulo, que parecen servir
de fundamento a toda la Obra.

Tampoco entiendo lo que el Autor demomina puntos matematicos al
cuadrado, ni lo que llama la ligadura del didmetro y la periferia [...] Al
no poder decir nada del método y de los razonamientos del Autor, me con-
tentaré con examinar el resultado, esto es, el valor que da para la proporcion
entfe la circunferencia y el didmetro.® Este valor se expresa por la fraccion
2071

56 que se reduce® a la mds simple %, y el Autor la da por exacta y rigu-

rosa; de manera que ya por esta unica razon se tiene derecho a mirar [la
Obra] como incierta.

Es interesante observar que en 1768 Lambert habia publicado la primera
prueba de la irracionalidad de 7, y precisamente en una memoria de la
Academia de Berlin.

Pero, para poder juzgar mejor cudnto se aleja de la verdad, la reduzco a

3n=Longitud de la circunferencia/Didmetro. Lagrange no usa el simbolo 7 que ya
venia siendo empleado por algunos matematicos, entre ellos Euler

4207% es el niimero mixto 207 + % = 6—32



decimales, lo que me da 3,1414... donde las dos cifras 14 se repiten infini-
tamente. Cuando se compara este valor con el valor conocido 3,14159..., se
ve que es falso desde el cuarto decimal, y que es necesariamente menor que
el verdadero valor de la proporcion entre la circunferencia y el didmetro. De
manera que ha de existir una infinidad de poligonos inscritos en el circulo
para los que los perimetros son mayores que el pretendido valor que el Autor
astgna a la circunferencia, lo que debe ser suficiente para probar la falsedad.

Snellius,® siguiendo a Arquimedes y para continuar el trabajo de ese gran
hombre, se ha tomado la molestia de calcular numéricamente el valor de los
perimetros de algunos poligonos inscritos y circunscritos al circulo, partiendo
de poligonos de 5 lados y duplicando de modo continuado el nimero de lados.
Y se ve en las Tablas que da en su Cyclometricus, pdgina 17, que el poligono
inscrito de 640 lados tiene perimetro mds grande que 3,14157, que como se
ve es mds grande que el pretendido valor de la circunferencia.’

El libro Cyclometricus aparecié en 1621,
Lagrange se refiere a la frase de la pagina 17,

14157
100000 “**

Perimeter polygoni inscripti 640 laterum erit major quam 3

®Matemaético de principios del siglo XVII, profesor de la Universidad de Leiden. Su
nombre era Willebrord Snel van Royen pero, siguiendo la moda de su tiempo, lo latinizé.
Hoy es més conocido como Snell, y es recordado sobre todo por su ley sobre la refraccién
de la luz

5pp, < ™ < Py, pn = perimetro del poligono regular de n lados e inscrito en una
circunferencia de didmetro 1, P, se corresponde con el poligono circunscrito
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A continuacién Lagrange propone usar otras tablas elaboradas por Nicole”
en 1747. En particular observa que el poligono regular de 192 lados inscrito
en una circunferencia de didmetro 1 tiene un perimétro mayor que %.
Como esta parte no presenta grandes novedades dejaremos unos parrafos
sin traducir.

Para continuar con la lectura del informe necesitamos conocer algunos

resultados sobre aproximacién de niimeros irracionales. Dado un nimero

"Matemaético que se habia dado a conocer al refutar otra pretendida cuadratura del
circulo. Se trata de una historia curiosa. Mathulon habia encontrado un método de
cuadratura del circulo y estaba tan convencido de su validez que deposité una cantidad
de dinero ante un notario de Lyon, esa cantidad deberia ser entregada a cualquier persona
que, a juicio de la Academia de Ciencias, demostrara que su método era erréneo. Nicole
refuté dicho método y doné el premio al hospital publico de Lyon



CYCLOMETRICYS 17
qum & circumfcriptorum ambitus quantitatem numeris
expreflam {ubjiciam,ut inde liquidd pareat intra quos tet-
minos ratio diametti ad perimetrum fecundum Archime-
-dém paulatim cogarur.

Pofita itaque diametro partisunius, tum
Pcrimerer oftogintanguli inferipei erit major quam
3:344h circumfcripti aurem minor quam 31434,
Perimeter polygoni infcripti 160 laterum crit major
quam 33445, circumfcripti autem minor quam ;4328
Perimeter polygoni inferipti 320 laterum erit major
quam 3.32:%, citcumf{cripti autem minorquam 3.;4:5
Perimeter polygoni infcripti 640 laterum eric major
‘quam 3;143ii,circumicriptiautem minor quam 34455
Perimeter polygoni infcripti 1280 laterum erit major
quam 3;i3; !.’-.circumfcripti autemminor quam 3;i#5:5.
Perimeter polygoni infcripu' 2560 laterum crit major
quam s7iiiisd,ciccumicripti autem minot quam 3¢
Perimeter polygoni infcripti 5120 laterum erit major
quam 3.44:1224 circumf{criptiautem minor quam joi4ri5ii.
Perimeter polygoniinfcripti 10240 larerumeric major
quam 3.4 5, circumfcriptiauté minor quam 332142425,
Perimeter polygoni infcripti 40960 laterum erit major
quam 3;144{2:53, circumf{criptiautem minor qua 3,44t M.
Perimeter polygoni infcripti 81920 laterum erit major
quam3;iiiiiiie, circumicriptiautem minor quam 3qidsi-
it : .
Perimerter polygoniinfcripti 163840 laterum erit major
quam 3z#2ieHL, circumicripti autem minor quam 3s53-

A1 ET R
TEETIaETe

Perimererpolygoni inferipti 327680 laterum crit major
quam3;iditiiiiiie, circumicripti autem minor quam 3gii-
HEE

C  Périmeter

a € R\ Q, diremos que la fraccién irreducible % es una mejor aproximacién®

de « si el error que se comete al aproximar « por g es menor que el que se
cometeria con cualquier otra fraccion de denominador inferior o igual a ¢;

es decir,
D m
la == <|a——]
q n

. m B .7
si T # g €S una fraccién que cumple n < q.

8Se trata de la aproximacién de primera especie, hay una aproximacién més exigente
llamada de segunda especie



Las mejores aproximaciones se construyen a partir del desarrollo en

fraccién continua,

1
a = [ag; a1, a9, ..., an,...] = ag + ——7——
ai T
a2+
agz+——
Las reducidas 5—” = ag+ ﬁ son mejores aproximaciones, también

n 1 —_—
’ "%L*l"'ﬁ

lo son algunas de las fracciones intermedias

k
ZM7 0< k< Gnt2-
Gn + an—i-l
En el caso del nimero 7 se cumple
1
T=[3715..]=34+—75—
T+ 5

i i Po _ 3 p1 _ 22 p2 _ 333
y las pr'lme.ras reduc'ldas son 0 =1, 0T = 7 o = 106
la fraccién intermedia
311 po+ ldp;

99 go+ l4q;

y resulta ser una mejor aproximacion.

. La fraccién

311

99

es

Euler habia escrito un libro sobre Algebra que mas tarde Lagrange habia

complementado con un Apéndice.
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En ese Apéndice aparece una tabla con las mejores aproximaciones del
nimero m, obtenidas por el procedimiento de las fracciones intermedias.

04 ADDITIONS, CHAY. 1.

creasing, and the other decreasing, towards the true ratio
question ; indui-mmtuh.ﬁlme

Fractions less than the ratio of the circumfirence do $he
diamcter,
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Each fraction of the first serics approaches nearer the
truth than any other fraction whatever, expressed in simpler




Debo observar ademds que la fraccion %, aceptada por el Autor, es

una de las de la sucesion de fracciones convergentes hacia la proporcion
entre la periferia y el didmetro, pero mds pequenia que esa proporcion, como
se ve en la Tabla que he dado en las Additions a I’Algebre de M. Euler
[...] Como consecuencia esta fraccion tiene la ventaja de que aproxima con
mds precision de lo que podria hacer cualquier fraccion mds pequena que
el verdadero valor y para la que el denominador fuese menor que 99; pero
aproxima menos que la fraccion que le sigue inmediatamente y que es %;
y todavia menos que la fraccion® % que es la de Metius,'° aunque esta es
mayor que el valor exacto.

Leamos ahora las conclusiones finales del informe.

Ast pues concluyo:

1° Que la cuadratura propuesta es erronea, puesto que contradice resultados
conocidos, y da para la circunferencia del circulo un wvalor menor al del
poligono inscrito de 192 lados;

2° Que no es posible emitir juicio alguno sobre los métodos y razonamientos
del Autor, puesto que son ininteligibles;

3° Que convendria exhortar a este Autor, que por otra parte parece bastante
laborioso, a emplear su tiempo y su trabajo en cuestiones que estén mds a
su alcance y sobre todo que puedan ser de mayor utilidad; pues, ademds de
que no se ha prometido ni se espera premio alguno para aquel que cuadrard
el circulo, tampoco resultaria de esta cuadratura ventaja real alguna para
la Geometria. En efecto, si fuera posible encontrar una expresion finita de
la proporcion entre la circunferencia y el didmetro, esta expresion tendria
necesariamente tanta complicacion de raices,"t que para usarla siempre seria
necesario reducirla a decimales, y por tanto a un valor aprorimado; en tanto
que ya se tienen valores que aproximan tan bien la verdadera medida de
la circunferencia del circulo, que el error es menor que una fraccion que
tuviera la unidad por numerador, y por denominador la unidad sequida de

9Hay un error en el denominador, 352 = 224333

) T1a 106 - Lo el Algebra de Euler aparece la
fraccién correcta, probablemente se trata de una errata en la edicién de las Obras de
Lagrange

10Estudié en Leiden y tuvo a Snellius como profesor, més adelante fue profesor de la
Universidad de Franeker. Parece ser que el padre de Metius, también matematico, habia
encontrado la fraccién % como aproximacién de 7 y este hallazgo lo recogié Metius en
una de sus publicaciones

"Pprobablemente en ese comentario Lagrange tenfa en mente la posibilidad de que 7

fuese raiz de algin polinomio con coeficientes enteros y grado una potencia de 2



126 ceros;'? pues asi es el valor encontrado por Lagny™® en las Mémoires de
Paris de 1719.1

Tune par addition continuelle, & Tantre par des additions
& fouftrattions alternatives, que le diametre étant exprimé
par T'anité fuivie de cent-vingt-fept zero, Ia circonference
du Cercle ¢ft

3141.5926.5358.9793.2384.6264.3383.2795.

0288.4197.1693.9937.5105.8209. . 2.
3078.1640.6286. 2089.;861.8031.52‘?;.132 I..
7067. 9821. 4808. 6513. 2723.0664. 70 93.
8446+ & B447. —
. Ce calcul dont je ne veux ici que prendre datte, & dont
je donnerai la démonftration tout au long dans un autre
Memoire, a été fait avec une extreme facilité. En matiere
de grands calculs il ne fuffit pas que la methode foit, pour
ainfy dire, infaillible de droit, il faut par le concours de
: denx

Estas consideraciones finales muestran que Lagrange tenia el problema de
la cuadratura por un problema muy dificil y quizds no demasiado interesante.
Pensaba que el producto final de la cuadratura, si algin dia esta se llegaba
a realizar, serfa una férmula exacta para el ntimero 7, férmula que deberia
ser muy complicada y sin valor practico. KEstos argumentos habrian sido
muy sensatos si el problema de la cuadratura hubiera sido soluble, pero hoy
sabemos que la cuadratura es imposible porque el niimero 7 es trascendente.
De manera que el problema de la cuadratura acabé siendo esencial para el
nacimiento de la teoria de los niimeros trascendentes, un campo hermoso a
mitad de camino entre el Algebra y el Anélisis.'

No parece facil acertar en las predicciones sobre el desarrollo de las
matematicas, y menos aun cuando se hacen a mil afos vista.

12107126

13Thomas Fantet de Lagny naci6 en 1660 y vivié en la época del desarrollo del Célculo
Infinitesimal pero sus matematicas, de tipo computacional, tenfian un perfil més clasico

MParece ser que habia un error en el digito 113

5Recordamos que un nimero se dice trascendente cuando no se puede obtener como
raiz de un polinomio con coeficientes enteros. En la primera mitad del siglo XIX Liouville
construyé los primeros nimeros trascendentes, por ejemplo > >0 | 10~™; en 1873 Her-
mite probd la trascendencia del niimero e y poco después, en 1882, Lindemann probé la
trascendencia de ciertas potencias de e, lo que implicaba la trascendencia de w. Para 1900
las cuestiones sobre niimeros trascendentes se consideraban lo bastante importantes como
para que Hilbert les dedicara un problema de su famosa lista

10



RAPPORTS".

| Histoire de ' deadémie rovale des Sciences et Belles- Lettres de Berlin,
annéas 1781 el 1782, )

Rapport d’une quadrature du cercle.

L’'Académie m'ayant chargé de lui rendre compte de cet Ouvrage sur
la quadrature du cercle, je I'ai examiné avec toute I'attention dont je suis
capable; mais je suis obligé d’avouer qu'il ne m'a pas été possible de dé-
couvrir les princij:es de I'Auteur, ni la marche de ses opérations. Je n'y
ai trouvé nulle trace de démonstrations géométriques, et moins encore
de caleuls algébriques; et je n’ai pas pu comprendre ce que signifient
les Tables des progressions arithmétiques de la quadrature du cercle, les-
quelles paraissent servir de fondement i tout I'Ouvrage.

Je n’entends pas non plus ce que 1" Auteur nomme points carrés mathe-
matiques, ni ce qu'il appelle kaison du diamétre et de la périphérie, et
qu'il fait consister dans la somme de leurs valeurs.

Ne pouvant done rien dire de la méthode et des raisonnements de I'Au-
teur, je me contenterai d’en examiner le résultat, ¢’est-a-dire la valeur
qu'il donne pour le rapport de la circonférence au diamétre. Cette va-

s o
leur est exprimée par la fraction ﬂgg‘ » laquelle se réduit i celle-ci plus

{*) Nous reproduisons ici les dewx seuls Rapports de Lagrange que I"Histoive de I deadémie
e Berlin mous ail transmis. Bien que les Mémoires dont Uillustre Géomélre avail & rendre
comple soient absolument dépourvas d'intérét, nous avions le devoir de conserver les Rapports
qui les concernent. L { Note de I Editenr.)

V. 0o
11



- Tih ' RAPPORTS.

- 3 N *
simple %! et "Auteur la donne pour exacte et rigoureuse; de sorte que

par cette seule raison on est déja en droit de la regarder comme fausse.

Mais, pour pouvoir mieux juger de combien elle s'éloigne de la vérité,
-je la réduis en décimales, ce qui me donne 3,1414..., ol les deux chif-
fres 14 veviennent & I'infini. Cette valeur étant comparée avec la valeur
connue 3,14159..., on voit qu'elle est fausse dis la quatrieme décimale,
et qu'elle est nécessairement moindre que la véritable valeur du rapport
de la circonférence au diamétre. Ainsi il existe nécessairement une in-
finité de polygones inserits au cercle dont les périmétres sont plus grands
que la prétendue valeur que I'Auteur assigne i la circonférence, ce qui
doit suffire pour en prouver la fausseté. '

Snellius, & I'exemple d’Archimide et pour renchériv sur le travail de
ce grand homme, a pris la peine de calculer en nombres la valeur des pé-
rimétres de quelques polygones inscrits et circonserits au cercle, en par-
tant des polygones de 5 ¢otés et doublant continuellement le nombre des
cotés. Bt 'on voit par les Tables qu'il en donne dans son Cyclometricus,
page 17, que le polygone inscrit de 640 edtés a son périmetre plus grand
que 3,14157, ce qui est, comme I'on voit, plus grand que la valeur pré-
tendue de la circonférence.

Mais on peut trouver des polygones inserits d'un moindre nombre de
colés dont les périmétres soient aussi plus grands que cette valeur. Il n'y
a pour cela qu'a consulter les Tables que M. Nicole a données dans les
Mémoires de Paris pour I'année 1747, & I"occasion d'une nouvelle pré-
tendue qu:ldrl'uture du cercle.

Dans ces Tables on trouve les valeurs numériques des aires et des pé-
rimetres des polygones inscrits et circonscrits au cercle, dans lesquels le
nombre des cotés augmente dans la progression double depuis le triangle
équilatéral jusqu’au polygone régulier de 3. 27 ou 393216 cotés, valeurs
qui sont poussées par I'extraction des racines carrées jusqu'a 15 déci-
males. )

On voit done par ces Tables que le polygone inscrit de g6 cotés a pour
périmetre {en supposant le diaméetre 1) 3,14103195..., ce qui est moin-

12



" RAPPORTS: : T4

dre que la valeur proposée; mais que le polygone suivant de 192 cotés a
pour périmétre 3,14145247..., quantité plus grande que cette valeur,

Ainsi la prétendue valeur de la circonférence du cercle se trouve
moindre que le périmétre du polygone régulier de 192 cotés; ce qui est
une preuve palpable de sa fausseté, puisqu'il saute aux yeux que la pé-
riphérie du cercle est nécessairement plus grande que le périmetre de
tout polygone inserit.

Si I Auteur savait assez de Géométrie et d"Arithmétique pour faire lui-
méme le caleul de ce polygone, il pourrait se convainere de la vérité de
ce que je viens d’avancer. Et, s'il voulait se fier pour cet effet aux Tables
trigonométrigues déja caleulées, il n’aurait qu'a remarquer que le coté

du polygone inserit de g2 edtés étant la corde de I'angle %1 et par
conséquent le double du sinus de la moitié de cet angle, ¢’est-a-dire de
I'angle 3:-%-;: = 56'15", il sulfit de multiplier le sinus de 56'15” par 38
pour avoir le périmétre cherché du polygone de 192 cotés.

Faisant donc le caleul par les logarithmes, on a

log sin56"15" = 8,2138203
log38f = 2,5843312
0,7981605

Nombre : 6,282g0.

Ainsi 6,28290 est la valeur approchée de ce périmétre en prenant le
rayon pour I'unité; done, si 'on prend le diamétre pour I'unité, on a
3,14145 pour la valeur dont il s'agit, laquelle s’accorde, comme I'on
voit, avec celle de M. Nicole, et qui est évidemment plus grande que
celle de la prétendue quadrature.

. s 3 ;
Je dois remarquer au reste que la fraction '91—;“: adoptée par I' Auteur,
est une de celles de la suite des fractions convergentes vers le rapport
de la périphérie au diamétre, mais plus petites que ce rapporl, comme

on le voit par la Table que j'en ai donnée dans les Additions a I"Algébre
de M. Euler, page 4fo. '

13 o



Ti6 RAPPORTS.

Ainsi cette fraction a I"avantage qu’elle approche plus de la vérité que
ne pourrait faire aucune autre fraction plus petite que la vraie valeur et
dont le dénominateur serait moindre que gg; mais elle approche moins

. : cex 3 . 333 .

que la fraction qui la suit immédiatement et qui est —; et moins encore
. 355 . . L

que la fraction 5= qui est celle de Metius, mais qui est plus grande que

la vraie valeur. Je conclus done :

1® Que la quadrature proposée est fausse, parce qu'elle differe des ré-
sultats connus, et qu’elle donne pour la circonférence du cercle une va-
leur moindre que le périmétre du polygone inscrit de 192 cotés;

2° Que l'on ne peut porter aucun jugement sur la méthode et les rai-
sonnements de I’ Auteur, parce qu'ils sont inintelligibles;

32 Qu'il conviendrait d’exhorter cet Auteur, qui parait d"ailleurs assez
laborieux, a employer son temps et son travail & des objels qui soient
plus & sa porlée et surtout qui puissent étre d'une plus grande utilité;
car, outre qu'il n'y a aucupe récompense promise ou i espérer pour
celui qui carrera le cercle, il ne résulterait méme de cette quadrature
aucun avantage réel pour la Géométrie. En effet, s'il était possible de
trouver une expression finie du rapport de la circonférence au diamétre,
celle expression serail nécessairement si compliquée de radicaux, que
pour en faire usage il faudrait toujours la réduire en décimales, et par
conséquent & une valeur seulement approchée; or on a déja des valeurs
qui approchent si pris de la vraie mesure de la circonférence du cercle,
que I'errenr est moindre qu'une fraction qui aurait 'unité pour numé-
rateur, et pour dénominateur 1'unité suivie de 126 zéros; car telle est la
valeur trouvée par M. Lagny dans les Mémoires de Paris de 1719.

Rapport fait & U dcadémie le 3 aoiit 1782 d’un Mémoire intitulé :
Meéthode pour connaitre si la Terre est aplatic vers les poles
et renflée sous U’ équateur.

La méthode que I'Auteur de ce Mémoire propose pour déterminer la
figure de la Terre avec plus de précision et moins de peine qu'on ne I'a
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