
Lagrange critica la cuadratura del ćırculo

Aprender de los clásicos 4. Notas por Rafael Ortega Rı́os

¿Existirán las matemáticas en el año 3000? No parece posible contestar
ahora a esta pregunta pero creo que, si la respuesta acaba siendo afirmativa,
también en esa época futura Lagrange será considerado uno de los mayo-
res matemáticos de todos los tiempos. Giuseppe Lodovico Lagrangia nació
en Tuŕın en 1736 y murió en Paŕıs en 1813. Siendo muy joven se ganó la
admiración del gran Euler, quien más adelante ejerceŕıa su influencia para
que se instalara en la corte de Federico II de Prusia. Lagrange permaneció
en Berĺın hasta la muerte del emperador en 1786, entonces recibió una in-
vitación de Luis XVI y se marchó a Paŕıs, donde residió el resto de su vida.
Hoy vamos a analizar un informe que Lagrange escribió en 1781 para la
Academia Real de Berĺın, en este informe da su opinión sobre un trabajo
que pretend́ıa poder realizar la cuadratura del ćırculo.1

Cuando un matemático cree haber encontrado un resultado nuevo y de
interés, lo normal es que escriba un art́ıculo e intente publicarlo en alguna
revista cient́ıfica. Cada revista tiene su propio comité editorial, que se en-
carga de decidir si el trabajo merece publicación. Para formarse una opinión
los editores suelen enviar el manuscrito a un experto (referee)2 que queda
encargado de escribir un informe. Es muy frecuente que los matemáticos se
quejen de esta tarea de arbitraje, que les resta tiempo para su propia obra
y les fuerza a intentar entender trabajos mal redactados y que en ocasiones
acaban siendo incomprensibles. También los autores se quejan de las deci-
siones de referees y editores, pero a pesar de la mala prensa este sistema
ha sido esencial para la construcción de las matemáticas en los últimos si-
glos. Leeremos un informe de este tipo escrito por Lagrange, en el proceso
aprenderemos algo sobre el número π y sobre la rectitud de carácter.

1Este informe se encuentra al final del quinto volumen de las obras completas de La-
grange, aparecido en 1869, http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k2292245/f714

2al igual que en el fútbol la tarea de los árbitros o referees es bastante ingrata; pero a
diferencia de lo que ocurre en el deporte rey, el referee es anónimo y no recibe emolumentos
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Antes de empezar a leer a Lagrange conviene recordar en qué consiste el
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problema de la cuadratura del ćırculo: se da un ćırculo y se pretende realizar
una construcción con regla y compás que produzca un cuadrado con área
igual a la del ćırculo. Hoy sabemos que esto es imposible pero en el tiempo de
Lagrange era una cuestión abierta. Se sab́ıa que la cuadratura seŕıa posible
si y solo si el número π fuese expresable mediante una fórmula que incluye-
ra números enteros, operaciones elementales (suma, resta, multiplicación y
división) y extracción de ráıces cuadradas. En términos modernos, si π
estuviese en la clase de números reales α para los que existe una cadena de
cuerpos

K0 = Q ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn

de manera que α ∈ Kn y cada Kj+1 es una extensión de Kj del tipo Kj+1 =
Kj(αj+1) con α2

j+1 ∈ Kj . Por ejemplo, α = 7√
8+
√
3

es un número de este

tipo con α1 =
√

3, α2 =
√

8 +
√

3.
Comenzamos la lectura del informe:

Como la Academia me hab́ıa encargado informar de esta Obra sobre la
cuadratura del ćırculo, la he examinado con toda la atención de la que soy
capaz; a pesar de ello debo confesar que no me ha sido posible descubrir
los principios del Autor, ni los caminos que siguen sus cálculos. No he
encontrado traza alguna de demostraciones geométricas, y menos todav́ıa de
cálculos algebraicos; y no he podido comprender lo que significan las Tablas
de progresiones aritméticas de la cuadratura del ćırculo, que parecen servir
de fundamento a toda la Obra.

Tampoco entiendo lo que el Autor denomina puntos matemáticos al
cuadrado, ni lo que llama la ligadura del diámetro y la periferia [...] Al
no poder decir nada del método y de los razonamientos del Autor, me con-
tentaré con examinar el resultado, esto es, el valor que da para la proporción
entre la circunferencia y el diámetro.3 Este valor se expresa por la fracción
207 1

3
66 , que se reduce4 a la más simple 311

99 , y el Autor la da por exacta y rigu-
rosa; de manera que ya por esta única razón se tiene derecho a mirar [la
Obra] como incierta.

Es interesante observar que en 1768 Lambert hab́ıa publicado la primera
prueba de la irracionalidad de π, y precisamente en una memoria de la
Academia de Berĺın.

Pero, para poder juzgar mejor cuánto se aleja de la verdad, la reduzco a

3π=Longitud de la circunferencia/Diámetro. Lagrange no usa el śımbolo π que ya
veńıa siendo empleado por algunos matemáticos, entre ellos Euler

4207 1
3

es el número mixto 207 + 1
3

= 622
3
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decimales, lo que me da 3, 1414... donde las dos cifras 14 se repiten infini-
tamente. Cuando se compara este valor con el valor conocido 3, 14159..., se
ve que es falso desde el cuarto decimal, y que es necesariamente menor que
el verdadero valor de la proporción entre la circunferencia y el diámetro. De
manera que ha de existir una infinidad de poĺıgonos inscritos en el ćırculo
para los que los peŕımetros son mayores que el pretendido valor que el Autor
asigna a la circunferencia, lo que debe ser suficiente para probar la falsedad.

Snellius,5 siguiendo a Arqúımedes y para continuar el trabajo de ese gran
hombre, se ha tomado la molestia de calcular numéricamente el valor de los
peŕımetros de algunos poĺıgonos inscritos y circunscritos al ćırculo, partiendo
de poĺıgonos de 5 lados y duplicando de modo continuado el número de lados.
Y se ve en las Tablas que da en su Cyclometricus, página 17, que el poĺıgono
inscrito de 640 lados tiene peŕımetro más grande que 3, 14157, que como se
ve es más grande que el pretendido valor de la circunferencia.6

El libro Cyclometricus apareció en 1621,
Lagrange se refiere a la frase de la página 17,

Perimeter polygoni inscripti 640 laterum erit major quam 3 14157
100000 ...

5Matemático de principios del siglo XVII, profesor de la Universidad de Leiden. Su
nombre era Willebrord Snel van Royen pero, siguiendo la moda de su tiempo, lo latinizó.
Hoy es más conocido como Snell, y es recordado sobre todo por su ley sobre la refracción
de la luz

6pn < π < Pn, pn = peŕımetro del poĺıgono regular de n lados e inscrito en una
circunferencia de diámetro 1, Pn se corresponde con el poĺıgono circunscrito
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A continuación Lagrange propone usar otras tablas elaboradas por Nicole7

en 1747. En particular observa que el poĺıgono regular de 192 lados inscrito
en una circunferencia de diámetro 1 tiene un perimétro mayor que 311

99 .
Como esta parte no presenta grandes novedades dejaremos unos párrafos
sin traducir.

Para continuar con la lectura del informe necesitamos conocer algunos
resultados sobre aproximación de números irracionales. Dado un número

7Matemático que se hab́ıa dado a conocer al refutar otra pretendida cuadratura del
ćırculo. Se trata de una historia curiosa. Mathulon hab́ıa encontrado un método de
cuadratura del ćırculo y estaba tan convencido de su validez que depositó una cantidad
de dinero ante un notario de Lyon, esa cantidad debeŕıa ser entregada a cualquier persona
que, a juicio de la Academia de Ciencias, demostrara que su método era erróneo. Nicole
refutó dicho método y donó el premio al hospital público de Lyon
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α ∈ R\Q, diremos que la fracción irreducible p
q es una mejor aproximación8

de α si el error que se comete al aproximar α por p
q es menor que el que se

cometeŕıa con cualquier otra fracción de denominador inferior o igual a q;
es decir,

|α− p

q
| < |α− m

n
|

si m
n 6=

p
q es una fracción que cumple n ≤ q.

8Se trata de la aproximación de primera especie, hay una aproximación más exigente
llamada de segunda especie
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Las mejores aproximaciones se construyen a partir del desarrollo en
fracción continua,

α = [a0; a1, a2, . . . , an, . . .] = a0 +
1

a1 + 1
a2+

1

a3+
1

...

Las reducidas pn
qn

= a0+ 1
a1+

1

...an−1+
1
an

son mejores aproximaciones, también

lo son algunas de las fracciones intermedias

pn + kpn+1

qn + kqn+1
, 0 < k < an+2.

En el caso del número π se cumple

π = [3; 7, 15, . . .] = 3 +
1

7 + 1
15+ 1

...

y las primeras reducidas son p0
q0

= 3
1 , p1

q1
= 22

7 , p2
q2

= 333
106 . La fracción 311

99 es
la fracción intermedia

311

99
=
p0 + 14p1
q0 + 14q1

y resulta ser una mejor aproximación.
Euler hab́ıa escrito un libro sobre Álgebra que más tarde Lagrange hab́ıa

complementado con un Apéndice.
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En ese Apéndice aparece una tabla con las mejores aproximaciones del
número π, obtenidas por el procedimiento de las fracciones intermedias.
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Debo observar además que la fracción 311
99 , aceptada por el Autor, es

una de las de la sucesión de fracciones convergentes hacia la proporción
entre la periferia y el diámetro, pero más pequeña que esa proporción, como
se ve en la Tabla que he dado en las Additions à l’Algèbre de M. Euler
[...] Como consecuencia esta fracción tiene la ventaja de que aproxima con
más precisión de lo que podŕıa hacer cualquier fracción más pequeña que
el verdadero valor y para la que el denominador fuese menor que 99; pero
aproxima menos que la fracción que le sigue inmediatamente y que es 333

106 ;
y todav́ıa menos que la fracción9 355

133 que es la de Metius,10 aunque esta es
mayor que el valor exacto.

Leamos ahora las conclusiones finales del informe.

Aśı pues concluyo:
1◦ Que la cuadratura propuesta es errónea, puesto que contradice resultados
conocidos, y da para la circunferencia del ćırculo un valor menor al del
poĺıgono inscrito de 192 lados;
2◦ Que no es posible emitir juicio alguno sobre los métodos y razonamientos
del Autor, puesto que son ininteligibles;
3◦ Que convendŕıa exhortar a este Autor, que por otra parte parece bastante
laborioso, a emplear su tiempo y su trabajo en cuestiones que estén más a
su alcance y sobre todo que puedan ser de mayor utilidad; pues, además de
que no se ha prometido ni se espera premio alguno para aquel que cuadrará
el ćırculo, tampoco resultaŕıa de esta cuadratura ventaja real alguna para
la Geometŕıa. En efecto, si fuera posible encontrar una expresión finita de
la proporción entre la circunferencia y el diámetro, esta expresión tendŕıa
necesariamente tanta complicación de ráıces,11 que para usarla siempre seŕıa
necesario reducirla a decimales, y por tanto a un valor aproximado; en tanto
que ya se tienen valores que aproximan tan bien la verdadera medida de
la circunferencia del ćırculo, que el error es menor que una fracción que
tuviera la unidad por numerador, y por denominador la unidad seguida de

9Hay un error en el denominador, 355
113

= 22+333
7+106

. En el Álgebra de Euler aparece la
fracción correcta, probablemente se trata de una errata en la edición de las Obras de
Lagrange

10Estudió en Leiden y tuvo a Snellius como profesor, más adelante fue profesor de la
Universidad de Franeker. Parece ser que el padre de Metius, también matemático, hab́ıa
encontrado la fracción 355

113
como aproximación de π y este hallazgo lo recogió Metius en

una de sus publicaciones
11Probablemente en ese comentario Lagrange teńıa en mente la posibilidad de que π

fuese ráız de algún polinomio con coeficientes enteros y grado una potencia de 2
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126 ceros;12 pues aśı es el valor encontrado por Lagny13 en las Mémoires de
Paris de 1719.14

Estas consideraciones finales muestran que Lagrange teńıa el problema de
la cuadratura por un problema muy dif́ıcil y quizás no demasiado interesante.
Pensaba que el producto final de la cuadratura, si algún d́ıa esta se llegaba
a realizar, seŕıa una fórmula exacta para el número π, fórmula que debeŕıa
ser muy complicada y sin valor práctico. Estos argumentos habŕıan sido
muy sensatos si el problema de la cuadratura hubiera sido soluble, pero hoy
sabemos que la cuadratura es imposible porque el número π es trascendente.
De manera que el problema de la cuadratura acabó siendo esencial para el
nacimiento de la teoŕıa de los números trascendentes, un campo hermoso a
mitad de camino entre el Álgebra y el Análisis.15

No parece fácil acertar en las predicciones sobre el desarrollo de las
matemáticas, y menos aún cuando se hacen a mil años vista.

1210−126

13Thomas Fantet de Lagny nació en 1660 y vivió en la época del desarrollo del Cálculo
Infinitesimal pero sus matemáticas, de tipo computacional, teńıan un perfil más clásico

14Parece ser que hab́ıa un error en el d́ıgito 113
15Recordamos que un número se dice trascendente cuando no se puede obtener como

ráız de un polinomio con coeficientes enteros. En la primera mitad del siglo XIX Liouville
construyó los primeros números trascendentes, por ejemplo

∑∞
n=1 10−n!; en 1873 Her-

mite probó la trascendencia del número e y poco después, en 1882, Lindemann probó la
trascendencia de ciertas potencias de e, lo que implicaba la trascendencia de π. Para 1900
las cuestiones sobre números trascendentes se consideraban lo bastante importantes como
para que Hilbert les dedicara un problema de su famosa lista
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