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“Iniciacién a los Sistemas Dindmicos”
Oscilaciones No Lineales, Rafael Ortega
(Notas por Gioia Vago)

1 Introduccidn.

Imaginemos una particula que se mueve en una recta y estd sometida a la accién de
una fuerza F = F(t,z).

Si tomamos su masa como unidad, la ecuacién de Newton del movimiento es

i+ Vi(t,z) =0, ‘
donde V; = —F. Suponemos que la dependencia temporal es periédica con periodo
1, es decir

V(t+1,z)= V(¢ ).

A pesar de su aspecto sencillo estas ecuaciones pueden dar origen a dindmicas com-
plicadas. Generalmente aparecen como modelos de sistemas mecénicos de un grado
de libertad (péndulos, muelles,...) o como simplificaciones de sistemas de méas di-
mensiones.

En esta leccion trataremos dos aspectos de la teorfa de estas ecuaciones:

1. Acotacién de soluciones;

2. Estabilidad del equilibrio.

Los dos problemas estén relacionados y son, en cierta forma, duales. En el primer
caso se estudia la estabilidad en el infinito (Lagrange) mientras que en el segundo
se estudia la estabilidad en el origen (Lyapunov). Las técnicas de estudio son casi
las mismas: se buscan cilindros en el espacio (¢, z,%) que sean invariantes por la
ecuacidén; estos cilindros rodean al infinito en el caso de Lagrange y al origen en el
caso de Lyapunov. Debido a la periodicidad podemos identificar ¢ y t+1 y, después
de esta operacién encontramos los célebres toros invariantes de la teoria KAM.



1.1 Acotacién de soluciones.

Nos centraremos en el llamado ”problema de Littlewood”. Consideramos la clase de
osciladores no lineales sometidos sometidos a una fuerza externa:

&+ glz) = p(t)
t T
muelle fuerza externa

y nos preguntamos bajo qué condiciones sobre g y p hay acotacidén. La acotacién se
entiende para todas las soluciones y en el siguiente sentido:

¢ = z(t) soluciones definidas en (—o0, +00)
supeen | o(0) | + | 8(t) |< 0.

Desde un punto de vista fisico hay algunas hipétesis naturales para la fuerza recu-
peradora:

* —g debe ser atractiva en oo
zg(z)>0si|z| > R
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Esta condicién no es suficiente para la acotacién, basta considerar una fuerza
externa constante que cumpla |p| > sup|g|.

Una condicién m4s restrictiva es:
* g(z) — oo si z — Foo.
Ahora la fuerza externa no puede superar a la fuerza recuperadora cerca de in-

finito. Es una condicién suficiente en el caso auténomo (p = cte); sin embargo,
no basta en el caso general. Por ejemplo, la ecuacién lineal

42z =sint
es resonante y la amplitud de las oscilaciones crece indefinidamente en el
tiempo.
Para evitar la resonancia lineal, Littlewood impuso:

* g superlineal en co
92) oo siz — 0.

T

Pregunta: ;jhay acotacién si la fuerza recuperadora es superlineal?



1.1.1 Primer ejemplo de Littlewood.
En [5], Littlewood considerd la ecuacién
& +g(z) = p(t)

y no supuso que p fuese periédica. En ese primer articulo probd que si g es super-
lineal, entonces siempre es posible construir una funcién constante a trozos (como
la indicada en la figura) de forma que exista una solucién no acotada.

p(t)

<
DO =

Vamos a exponer la idea de la construccién en el caso g(z) = 223. Nuestra ecuacién
se rige por una ley auténoma

en tanto que p toma un valor constante. Si superponemos los retratos de fase
de & +22% = 1y & + 223 = —1, es claro que la érbita (z(t),#(¢)) alterna dichos
diagramas segun los saltos de p.

$+.’1:3:1 P g AN \

&4a2%=-1

Si seleccionamos estos saltos con astucia, la érbita (z,%) ganard energia en cada
salto y serd no acotada. Una buena estrategia es provocar el salto de p cuando la
particula alcanza la amplitud méxima dento de cada nivel de energfa de la ecuacién
auténoma. La funcién p(t) que resulta no es periédica, pero podemos escoger los
saltos de forma que p(t) sea “periddica en el limite”. Es decir,

Vr>036 =46(r) >0[t>rdist (t,Z) > § = p(t) = P(t)



donde P(t) es la funcién periddica:

1 0<t<i
P(t) :{ 1 3
§<t<1

[

Pit+1) = P().

1.1.2 Segundo ejemplo de Littlewood.

En un trabajo posterior, Littlewood se ocupé del caso de una fuerza externa periddica.
En concreto, en [6] consideré la ecuacién

& +g(x) = P(t)

y probé que hay una funcién g, superlineal y de clase C'°°, para la que la ecuacién
tiene al menos una solucién no acotada.

\ Laidex’de la demostearion es la misma, modificando g ?;"’/?B'rﬁtrulmos,laﬁ)?bitas.’
La construccién sigue las lineas del primer ejemplo pero es mas complicada. Para
conseguir que los saltos sean periddicos la funcién g se define por un procedimiento
recursivo que resulta bastante artificioso. (Aunque las ideas de [6] son correctas, hay
algunos errores en los célculos que fueron observados y corregidos por Long en [8].
También conviene leer [3].)

Después de [5] y [6] se sabfa que la respuesta al problema de Littlewood no era
siempre afirmativa. Sin embargo, se ignoraba qué pasaba en casos muy simples
como, por ejemplo, g(z) = z?"+1.

1.1.3 Desarrollos posteriores.

En el afio 1976 aparecié un trabajo de Morris [9] sobre la ecuacién
i+223 =p(t)

donde p es periédica. Haciendo uso del teorema de la curva invariante de Moser,
se prueba en [9] que todas las soluciones de esta ecuacidn estin acotadas. Fue el
primer resultado afirmativo para el problema de Littlewood y mds adelante daremos
una demostracién completa.
En el 86, Dieckerhoff y Zehnder [1] emplearon técnicas similares y extendieron el
resultado de Morris al caso

&+ g(z) = p(t)
¢(z) polinomio de grado impar.

Otras extensiones se pueden ver en el trabajo de Levi [2] y en la lista de referencias
incluida en ese articulo. Aunque no se ha conseguido una respuesta completa al
problema de Littlewood, de todos estos trabajos se desprende que su resolucién estd
muy ligada a la teorfa de curvas invariantes para aplicaciones ”twist”.



Resultados recientes relacionados se encuentran en [4], donde se trata el caso su-
perlineal con fuerza externa cuasi-periddica, y en [12], donde se estudia un caso de
crecimiento lineal para ¢g. En los tltimos dos afios han circulado trabajos de varios
autores (alin no publicados) sobre crecimiento lineal y sub-lineal, ecuacién de Lien-
ard y sistemas reversibles,... Una cuestién que no parece tratada es la extensién
de estas técnicas a otros sistemas hamiltonianos que no provengan de ecuaciones de
segundo orden. B

1.2 Estabilidad del equilibrio.

De nuevo consideramos la ecuacién
g4+ Ve(t,z) =0

donde V' es 1-periédica en t. Ahora suponemos que z = 0 es solucién, V,(¢,0) = 0,
y pretendemos estudiar su estabilidad.
La definicién de estabilidad que emplearemos es

Ve > 035>0 |0 |+ |vol<d = |a(t)|+]|4(t) |<eVieR.

Conviene observar que se trata de estabilidad en el sentido de Lyapunov, tanto para
el futuro como para el pasado.
Lyapunov ya se ocupé de este problema cuando V;, es lineal en 2. Se obtiene entonces
la ecuacién de Hill

i+ a(t)z =0,

con a l-periédica. Incluso para este caso lineal, la respuesta al problema de esta-
bilidad no es sencilla. A primera vista pareceria que la condicién a(t) > 0 debiera
implicar estabilidad, pues en este caso el campo de fuerzas es atractivo. Sin embargo,
es posible construir a(t) positiva'y variable de manera que la particula alcance am-
plitudes de oscilacién cada vez més grandes (“resonancia paramétrica”).

En el caso general se requiere informacién sobre los términos no lineales. Asi, si la
funcion V tiene la regularidad adecuada, podemos desarrollar por Taylor respecto
de = y obtenemos

i+ a(t)z+ b(t)x?’ + c(t)a:3 +...=0.

En los trabajos [11}, [10], y [7] se obtienen condiciones suficientes para la estabilidad
usando informacién sobre a, b y c. Por ejemplo en [10] se prueba que si E+4a(t)r =0
es estable, b = 0 y ¢ > 0 0 ¢ < 0, entonces z = 0 es estable para la ecuacién no
lineal. En [7] se obtiene un resultado relacionado pero independiente; en concreto,
a=0,b=0, fol ¢ > 0 implican z = 0 es estable.

La estabilidad del origen en el péndulo de longitud variable es un asunto muy tradi-
cional (en los libros de Mecénica se suele dar el ejemplo de un nifio balancedndose
en un columpio). La ecuacién es:

&+ a(t)sinz =0



cono>0. Enestecasoa=a,b=0,c= —31—!01 y, por el primer resultado, podemos
concluir que basta con estudiar la estabilidad de

&+ a(t)r =0.

El interés principal de estos teoremas de la tercera aproximacion radica en su apli-
cacidn al estudio de la estabilidad de soluciones periédicas en casos no locales.
Para ello, hay que combinarlos con técnicas globales de Anilisis No Lineal (grado
topolégico, métodos variacionales,...). En [11] hay un ejemplo en esta direccidn.

Para ilustrar las técnicas que se emplean en estos dos campos dedicaremos el resto
de estas notas a la demostracién de dos resultados concretos:

1. Demostracién del teorema de Morris;

2. Estudio de la estabilidad de & + (2 +£a(t))z® =0 en z = 0.

2 Teorema de Morris.

Teorema 2.1 (Morris, 1976) Sea f : R — R continua y 1-periddica. Las solu-
ciones de

i+ 22° = f(1)
son acotadas.

Dividimos la demostracion en varias etapas. En primer lugar repasamos el teorema
" twist” pequefbo, que serd la herramienta clave.

2.1 Curvas invariantes.

Usaremos coordenadas polares en el plano. Un punto de R? — {0} se representa por
(0,r) donde r > 0y 6 = 6+ 2r; es decir, § € R/27Z.
Sea A un anillo de anchura unidad y definido por

A={0,r)|0eR/27Z, a <r < b}
donde 0 < a < b, b —a = 1. Consideramos una aplicacién
M: A= R?* (61,r1)=M(0,r)

Definiciéon 2.2 Sea ¥ : R — R una funcion 2n-periddica y continua que cumple
a < (@) <b, V0 € R. Se dice que la curva I' = {(0,7) | r = ¢(0)} es invariante si
M) =T.

Ejemplos:

1. Rotacién: 8y =80 +w, ry =r.
Las circunferencias r = cte, a < cte < b, son curvas invariantes. El nimero de
rotacién es el mismo en cada una de ellas.



2. Twist: y =04+ w+yr,ry=r,v> 0.
De nuevo las circunferencias son curvas invariantes. Ahora el ndmero de
rotacién se incrementa cuando el radio crece.

3. Contraccién: 8 =0, ry = %—r.
No hay curvas invariantes.

Definicién 2.3 La aplicacion M tiene la propiedad de interseccién si
TNM(I) #0
para cada curva del tipo T’ 1 r =1(0), a < ¢ <b.

Las rotaciones y la aplicacién twist cumplen la propiedad de interseccién; la con-
traccién no la cumple.

El teorema del twist pequefio asegura que si M tiene la propiedad de interseccién
y es una perturbacion de la aplicacidn twist, entonces hay curvas invariantes. Vamos
a ser precisos:
Sean Aj; y A, constantes positivas fijas y

Q={(0,r) € C*||Im 8 |< Ay, dist (r,[a,b]) < As}.

El conjunto Q es un entorno abierto de A en C% Supongamos que M tiene la
propiedad de interseccién y se expresa como

{91:0+w+7r+F(0,r)
rn=r+G(,r),

donde F' y (G son analiticas en el dominio €.

Teorema 2.4 (Moser) Eziste ¢ = ¢(Aq,A2) > 0 tal que si F' y G cumplen

| F+]G < e en L2
entonces M tiene curvas invariantes.

La demostracion se puede ver en [13]

2.2 La aplicacién de Poincaré.
Lema 2.5 Las soluciones estdn definidas en (—oo, 4+00).
Demostracion: Se define ) 1

E(t) = Eaﬁ(t)z + 5ac(t)‘*.

dE ! dF
08 =| %] <1501 VEE



Se resuelve esta inecuacién diferencial (con un poco de cuidado, pues la ecuacion
diferencial asociada presenta no unicidad) y se obtiene:

1
\/%S \ E(to) + ﬁ

Esta desigualdad implica que E estd acotada en intervalos de tiempo finito y, por
tanto, la solucién puede ser prolongada a (—o0,400). A

/ | £(s) | ds

Nota 2.6 Esta demostracién no usa que f sea periédica. En otros casos puede
proporcionar informacién util. Por ejemplo,

e f € L'Y(R) = las soluciones son acotadas;
0 H l=(t)]
e f€L®(R) = limsupy_eo _I—}I%L < 0o

Dado un punto p = (zo,v0) € R?, z(¢,p) es la solucién que cumple las condiciones
iniciales
z(0) = 2o, 2(0) = vo.

Para cada t € R definimos la aplicacién
@, : R* = R?  ®u(p) = (z(t,p), 2(t, p)).

Los teoremas de dependencia de condiciones iniciales implican que ®; es un difeomor-
fismo analitico (én sentido real). El teorema de Liouville nos dice que ®; conserva
ireas; es decir,

det ®}(p) = 1.

v
w Y
p = (o0, ) ©4(p)

T

Si la funcién f no es constante, la familia {®;};cp no define un flujo (no cumple
$;5s = ;0 P;). Sin embargo, por ser f 1-periddica,

(I>t+1 = (I)to(pl Vt € R



Llamamos aplicacion de Poincaré a

Por lo anterior, P* = &, n € Z.

Nota 2.7 Los puntos fijos de P se corresponden con las condiciones iniciales de
soluciones 1-periédicas.

Sea I' C R? una curva de Jordan. Usaremos la notacién R;(I') para designar a la
componente conexa y acotada de RZ\ T

Lema 2.8 (Propiedad de interseccion) Sea po € R? un punto fijo de P y I una
curva de Jordan tal que po € R;(I"). Entonces ' N P(T') # 0.

Nota 2.9 Se sabe que P tiene puntos fijos, pues la ecuacién tiene una infinidad
de soluciones 1-periddicas. También conviene observar que esta propiedad de inter-
seccién afecta a todas las curvas de Jordan, y no sélo a aquellas que se expresan en
la forma polar r = ().

Demostracion: Usaremos la notacién I'y = P(I'). Se cumple
P(Ri(T) = Bi(T),
pues P es un homeomorfismo. De aqui,
i) po € R:(I) N Bi(T'1),

i) p[Ri(T)] = p[Ri(Ty)]
(1 es la medida de Lebesgue en R?).

Supondremos I' N T’y = @ y llegaremos a una contradiccién. Hay tres posibilidades
(cfr. figura).
A

Lema 2.10 Sea I' € R? una curva de Jordan que es invariante por P; es decir,

P(T) =T.

FEntonces la solucion z(t, p) estd acotada si p € R;(T).



I

Q Q contradice 1)

I}
Iy
contradice 1)
r
contradice 17)

Demostracion: Definimos I'y = ®,(T"). Como ®; es homeomorfismo, I'; es curva de
Jordan. Ademés :

1)
2)
3)

Ft+1:[‘t ‘v’tER

El conjunto B = U;er Ri(T't) se expresa como

B = &([0, 1] x B:(1)

y es, por tanto, compacto (cfr. figura siguiente).

Ciﬁ%

t=20 t=1

Z

Si p € R;(T"), entonces ®.(p) € R;(I';) C B Vt € R. La solucién nunca sale de B. A

10



Nota 2.11 Estrategia para demostrar el teorema: blisqueda de una sucesién de
curvas de Jordan {I's}n>1 que son invariantes por Py cumplen

UnZlRi(Fn) = R2.

2.3 Las coordenadas “polares” (variables de accién-dngulo).

Empezamos por analizar la ecuacién auténoma
. 3 .
z+ 2z° = 0.

Las drbitas en el espacio de fases (z,2) son de la forma y? 4 z* = cte.
Dado A > 0, sea z(t) la solucién que cumple

z2(0) = A, #(0) = 0.

3 una funcién homogénea, se cumple

zA(t) = Az (Ae).

Por ser z

Les funciones zy son periédicas con periodo
T(1)
B
En consecuencia, el periodo T' es una funcién decreciente de la amplitud A y tal que
T'(0) = o0, T'(c0) = 0.
Sea Ag > 0 el dnico nimero tal que T'(A\g) = 27.
Definimos

T(\) =

c(t) = ax(8), s(t) =c'(t).
Se trata de funciones 27-periédicas que cumplen
s'(t) = —2¢(t)>.

Identidad fundamental:
ct)* +s5(t)> =5 VtER.

(Las curvas y% 4 * = cte se parametrizan por z = kc(t), y = k%s(t), t € R).

11



Nota 2.12 Hasta ahora hemos pensado que las funciones ¢ y s tenfan argumento ¢
real. Sin embargo, y ya que son analiticas reales y periddicas, se pueden extender a
una banda compleja. Aunque no lo usaremos, conviene saber que ¢ es una funcién
trascendente conocida y definida en la franja

m

Im ¢
[Im ¢] <5

El cambio de variable estd definido por

z=7p%(6), y=7°p"s(0),

donde 8 € R/r27Z, p € (0,00) y 7, o son pardmetros.
Vamos a escoger ¥ y « para que se trate de un cambio de variables canénico. Con
precisiéon, queremos que

P: S'x (0,00) > R*\ {0}, (6,p) = (z,v)

sea un difeomorfismo analitico y simpléctico.

Dados v > 0y & > 0, % es siempre un difeomorfismo. La identidad fundamental es
clave para probar que 1 es biyectiva. La diferenciabilidad de la inversa se sigue del
siguiente calculo:

de Ady = ~[p®s(8)d8 + ap®'c(8)dp) A v —p**2c(0)3d0 + 2cp**~ts(0)dp) =
= ay3p312[s(8)% + c(0)*]dO A dp =
= ay3p3T12)4d0 A dp.
Hacemos a = %, 293A31 = 1 y obtenemos el cambio canénico:

1 2
¢ =yp3c(d), y=~"p3s(6).

2.4 El nuevo sistema.

La ecuacién # + 2z = f(t) tiene estructura hamiltoniana:

_ _ 1, 1
i=y=Hy, §=-2°+f(t)=-H, H(tsy)=zy"+52" - f(t)e.

En las nuevas coordenadas el hamiltoniano es
'74 4 4 1
h(6,p) = H 0 (0, p) = L-Np¥ — 77 (t)pie(0)

12



Por tanto,

{0' =hy = 3yNp7 — 37(Oc(6)pT = ypF ~ 3F(D)e(8)p™
p=—he =7f(t)p?s(6) .

Para evitar la raiz cibica hacemos el cambio

w

p=r ]
y llegamos finalmente a
0' =yr— yf(¢)c(8)
Fo= 'yf!t!s!ﬁlar
- 3r '

Este sistema estd definido para § € R/r27Z, r > 0. Sabemos, por el primer lema,
que las soluciones no pueden explotar en tiempo finito; pero esto no quiere decir que
siempre estén definidas en (—o0,+00), pues el cambio de variable ha introducido
una singularidad en el origen.

Ahora vamos a suponer que § y r pueden tomar valores complejos (el tiempo sigue
siendo real) y se mueven en un dominio de la forma

Q=Q(0;A1,A9) ={(8,7) €C?| Rer >0, |Im O |< Ay, |Im r|< Ay}

Suponemos que A; no es muy grande para que ¢ y s estén bien definidos en
| Im 6 |< Ay y se cumpla

[ @) [, [s(0) | <M si|Im 8] < A

(es suficiente A; < 7).
Las soluciones (complejas) 6(t) y r(t), (6p,r0) € €2, dependen analiticamente de

(00, 7‘0).

Lema 2.13 (Estimaciones) Ezisten constantes ¥, &1, 65, I > 0 tales que si (6o, o) €
Q(%; 61, 62) entonces

0(t),r(t)) € Qo; Ay, Ag) VYt €[0,1]

y ademds se cumple la estimacion

K
| 0(t) — 6o — yrot | + | r(t) —ro |< ol vt € [0,1].
0

13



Demostracion: La hacemos en dos etapas. En primer lugar probamos que si %, &y,
89 son constantes positivas que cumplen

Y >0, 61 < Ay, 63 < A,, ¥ suficientemente grande,

entonces se cumple la estimacién en tanto que la solucién no sale de Q(o; Ay, Ay).
Mis tarde seleccionaremos las constantes para que la solucién no salga antes del
tiempo ¢ = 1.

Sea 7 € (0, 1] tal que

(0(t),r(t)) € Qo;A1,Aq) VYt €{0,7].
Sea C) = 1”%%3% >| 7#(t) | (se observa que | (@) [> o).
Esta estimacién lleva a

t
O =rol< [[17@) [ds<Ct = 1012 10| - Cy

Volviendo a la ecuacién con esta nueva informacion,

YAlleoM . Co
3(ro| =C1) = | 7ol

(se supone £ > Cy = |ro| — Cy > 0).
Obtenemos la estimacion para r:

|7(t) I<

Cy
| r(t) = ro|< = o]’
donde 5 es una constante fija. Reescribimos la ecuacién en 8:

vf({t)elf)

0 —yro=v(r—ro) — ™

= |9 yro |< i‘——-{-——“——“——sargi %]:42 < l%;LI
= |0()—00—7r0tl<]—3[
Una vez que sabemos que se cumple la estimacién, vamos a seleccionar ¥, é; y 5.
Exigimos
S-£>o, &2+ & <Ay,
& +’)’52+ T <A, L>Chy

donde K = max{Cy, Cs}.

Entonces
Rer(t) > Rero—|r(t)—ro|> - £ >0,
[Im () | < |Im00{+7|1mr0|+‘r|<51+752+ < Ay,
| Im r(t) | < IImro|+| <52+E<A2
Podemos hacer 7 = 1. A
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2.5 Demostracién del Teorema.
Sea (61,71) = M (0o, r0) = (0(1; 60, 70),7(1;00,70)). De acuerdo al lema anterior,

91 = 00 + yro -+ F(eo, 7“0)
ri = ro+ G(f,ro),

con v > 0, (6o,0) € QX 01,8), | F(60,70) | + ] G(60,70) 1< £y

Hacemos en el teorema twist a = n y b = n+ 1 con n muy grande. Es claro que M
tiene la propiedad de interseccién (pues procede de P después de algunos cambios de
variable) y entonces existe N € N tal que si n > N, M tiene una curva invariante
en n < r < n+ 1. Ahora es bastante deshacer los cambios y encontrar curvas
invariantes para P.

3 Estabilidad del equilibrio: un ejemplo.

Sea a : R = R una funcién continua y 1-periédica y A € (0,1) un pardmetro. Se
considera la ecuacion
i+ (24 Xa(t)z® =0

y se pretende probar que existe Ag = Ao(||a]|lco) > 0 tal que si 0 < A < Ag entonces
z = 0 es estable.
3.1 La aplicacién de Poincaré.

Sea D = {(z0,v0) € R? | 2§ 4 v2 < 1} el disco unidad de R?. Existe A\; > 0 tal que
si 0 < A < Aq entonces la solucién z(t; zo, vg) estd definida en ¢ € [0, 1].
Consideramos la aplicacién de Poincaré

P:D — R? P(zo,v0) = (2(1; 20, v0), (1; o, v0)),
que es un C*-difeomorfismo de D sobre P(D). Ademds, P conserva 4reas y el origen
es un punto fijo.
3.2 Propiedad de interseccién.
Sea I' C D una curva de Jordan con 0 € R;(I'). Entonces
T'nP(T) #0.

3.3 Estabilidad y curvas invariantes.
Sea {I'n }n>0 una sucesién de curvas de Jordan en D que cumplen
i) P(T'y) =T,
ii) 0 € R;(T,),
iif) diam (I';) = 0, n — oo.

Entonces 2 = 0 es estable.
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3.4 Cambios de variable.

i . 1 1 A
t=Hy, y=—Hy H(t,z,y)= §y2 + —2-5134 + Za(t)a,A.

{ § = 7r-|; ’\Sia(t)c(O)“r
+o=—2a(t)c(8)>s(8)r?.

Sea € € (0,%) un pardmetro. Hacemos el cambio de escala
eR=r, Re[l,2].

Entonces ) \
{ § =yeR+ 29 a(t)c(0)‘R

R = -2204(t)c(6)*s(6) R2.

3.5 Estimaciones

Consideramos el dominio de C2 -
Q={(6,R) € C*||Imb| < A, dist(R,[1,2]) < %}.

(En particular, (,R) € Q = 1 <| R|< 2).
Probamos que existen Ay > 0, §; € (0,A) y §, € (0,%) tales que 0 < A < Ay,
| Imég {< o1y diSt(Ro, [1,2]) < &y

= (0(t), R(t)) € Q Vt €[0,1]
| 0(t) — 6o — veRot | + | R(t) — Ro |< KeA.

3.6 Aplicacién del Teorema del Twist.
Q' ={(6,R) € C*| | Imf |< & ,dist(Ro, [1,2]) < &}

& :90+7€R0+O(/\6)
Ry = Ro+O()e) .

Si A es pequefio tiene una curva invariante (para cada ¢ € (0,1)).

16



4 Algunos problemas relacionados.

1. Estudio en profundidad del ejemplo de Littlewood: variantes, dindmica, relacién
con las aplicaciones “twist” que no tienen curvas invariantes...

2. Acotacién en el modelo de presa-depredador de Volterra

v =ula(t) -bt)v) u>0

Yy (c(t) — d(t)u) v>0

donde a, b, ¢, d son funcionesl-periddicas.
Se sabe

existe solucién 1-periédica <= [ a >0, [i ¢ > 0

Pregunta: ;Es esta condicién también suficiente para la acotacién (y no ex-
tincién) de todas las soluciones?

3. Se considera la ecuacién
"+ 223 = fi(t) + falt).
. Es posible encontrar criterios de acotacion si f; es periédica y fy es arbitraria

pero “pequefia” en algiin sentido (;f2 € L}(R), LP(R)?...).
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