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Relación de Ejercicios 6

1 En este ejercicio probaremos un resultado sobre independencia lineal para funciones que son productos de polinomios
y exponenciales. Lo haremos en tres pasos:

a) Demuestra que si p(t) es un polinomio no nulo, α 6= 0 es un número y m = 1, 2, . . . , entonces

dm

dtm
[
p(t)eαt

]
= q(t)eαt,

donde q(t) es otro polinomio no nulo.

b) Se supone que p1, . . . , pr son polinomios y α1, . . . , αr números distintos entre śı(αi 6= αj si i 6= j). Entonces si
la identidad

p1(t)eα1t + · · ·+ pr(t)e
αrt = 0

es válida en algún intervalo I se cumplirá

p1 ≡ p2 ≡ · · · ≡ pr ≡ 0.

c) Dados números naturales n1, . . . , nr las funciones

eα1t, teα1t, . . . , tn1eα1t, . . . , eαrt, teαrt, . . . , tnreαrt

son linealmente independientes en I.

2 Se considera el operador diferencial

L[y] = y(k) + ak−1y
(k−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y

donde a0, a1, . . . , ak−1 son números reales.

a) Demuestra, para cada m ≥ 0, la identidad

L
[
tmeλt

]
=

[
m∑
h=0

(
m
h

)
tm−hp(h)(λ)

]
eλt

donde p(λ) = λk + ak−1λ
k−1 + · · ·+ a1λ+ a0.

b) Utiliza esta identidad y el ejercicio anterior para obtener un sistema fundamental de la ecuación L[y] = 0. Se
distinguirá el caso de ráıces complejas.

c) Resuelve la ecuación
y(5) − y(4) + 2y′′′ − 2y′′ + y′ − y = 0.

d) Se pasa la ecuación del apartado anterior a un sistema x′ = Ax, con x ∈ R5, por el cambio x1 = y, x2 = y′, x3 =
y′′, x4 = y′′′, x5 = y(4). Diseña dos posibles estrategias para calcular eAt. ¿Cuál seŕıa más conveniente?.

3 ¿Es cierta la identidad eAeB = eA+B para matrices arbitrarias A,B ∈ RN×N?

4 Calcula eA para las matrices A =

(
a b
−b a

)
y A =


0 b1 0 · · · 0
0 0 b2 · · · 0
· · · · · · ·
0 0 0 · · · bN−1
0 0 0 · · · 0

.

5 Dada A ∈ RN×N se considera el sistema x′ = Ax.
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a) Prueba que e(t−t0)A es matriz fundamental principal en t = t0.

b) (etA)−1 = e−tA.

c) Se considera ahora el problema de valores iniciales x′ = Ax+b(t), x(t0) = x0 donde b : I → RN es una función
continua. Prueba que la solución está dada por la fórmula

x(t) = etAx0 +

∫ t

t0

e(t−s)Ab(s)ds.

6 Dada una matriz A ∈ RN×N define sen(A) y cos(A). Calcula cos

(
t 1
0 t

)
.
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