Ecuaciones Diferenciales I 15/16

Relacion de Ejercicios 6

1 Eneste ejercicio probaremos un resultado sobre independencia lineal para funciones que son productos de polinomios
y exponenciales. Lo haremos en tres pasos:

a) Demuestra que si p(t) es un polinomio no nulo, & # 0 es un ntmero y m = 1,2, ..., entonces

dm
qm [p(t)eat] = Q(t)eat’
donde ¢(t) es otro polinomio no nulo.

b) Se supone que pi,...,p, son polinomios y a1, ..., e, nimeros distintos entre si(co; # o, si ¢ # j). Entonces si
la identidad

pi(t)e™ + -+ p(t)e™ " =0

es valida en algun intervalo I se cumplira

pr=p2=---=p=0.
¢) Dados nimeros naturales n,...,n, las funciones
et geort | gmedt o part peart o gnrgort

son linealmente independientes en 1.
2 Se considera el operador diferencial
Lyl = y™ + apy® D + -+ ary’ + agy
donde ag, a1,...,ar_1 son nimeros reales.

a) Demuestra, para cada m > 0, la identidad

m
m m m—
L[tmeX] = [Z ( h ) t h#’ﬂ(»]
h=0

donde p(\) = \¥ + ap A1+ +ag )+ ap.

b) Utiliza esta identidad y el ejercicio anterior para obtener un sistema fundamental de la ecuacién L[y] = 0. Se
distinguird el caso de raices complejas.

¢) Resuelve la ecuacién
y(5) _ y(4) + 2y/// _ 2y// + y/ —y= 0.
d) Se pasa la ecuacién del apartado anterior a un sistema 2’ = Az, con z € R5, por el cambio 71 = y, 20 = 3/, 73 =

y" x4 =y x5 = y®. Disena dos posibles estrategias para calcular e”?. ;Cudl serfa mds conveniente?.

3 JEs cierta la identidad e?e® = e4+B para matrices arbitrarias A, B € RV*N?

0 by 0 - 0

0 0 by --- 0
4 Calcula e para las matrices A = ( _ab 2 ) y A= e e .

0 0 0 - by

0o 0 0 - 0

5 Dada A € RVXN g6 considera el sistema 2/ = Ax.



t—to)A

a) Prueba que el es matriz fundamental principal en t = .

b) (etA)—l = e~ tA,

¢) Se considera ahora el problema de valores iniciales ' = Az +b(t), z(ty) = 2o donde b : I — RY es una funcién
continua. Prueba que la solucién esta dada por la férmula

¢
z(t) = e —|—/ e(t=94p(s)ds.

to
1
¢ )

O o+

6 Dada una matriz A € RN*N define sen(A) y cos(A). Calcula cos <



