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Relación de Ejercicios 4

1 Encuentra funciones a, b ∈ C(I) de modo que t, t2 sean soluciones de una ecuación lineal x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0
con a, b ∈ C(I). Discute si el intervalo I puede ser toda la recta real o no.

2 Encuentra un sistema fundamental de soluciones de la ecuación 3x′′ − 2x′ − 8x = 0 (Indicación: busca soluciones
de la forma eλt). Por el método de variación de constantes, encuentra la solución general de la ecuación

3x′′ − 2x′ − 8x = cosh(t)

3 Encuentra la solución general de la ecuación

y′′ +
2

x
y′ + y =

1

x
,

sabiendo que dos soluciones de la ecuación homogénea son sin x
x , cos xx .

4 Se considera la ecuación
(1 + t)x′′ − (1 + 2t)x′ + tx = tet.

Se pide:

a) comprueba que z0(t) = et es una solución particular de la ecuación homogénea.

b) Efectúa el cambio x = uz0 en la ecuación completa para reducir su orden y poder integrarla.

5 Consideremos la ecuación
x2y′′ − 7xy′ + 16y = 0.

Encuentra una solución particular de tipo potencia (y1(x) = xm) y usa la fórmula de Liouville para encontrar la
solución general.

6 Sean ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕk(t) funciones en Ck(I) que cumplen W (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk)(t) 6= 0 para cada t ∈ I. Demuestra
que existe una ecuación lineal homogénea x(k)+ak−1(t)x(k−1)+· · ·+a1(t)x′+a0(t)x = 0 con ak−1, . . . , a1, a0 ∈ C(I)
tal que ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕk(t) es un sistema fundamental. ¿Es cierta esta conclusión cuandoW (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk)(t) = 0
para cada t ∈ I?

7 Se considera la ecuación
y′ + y2 + α(t)y + β(t) = 0

donde α, β : I → R son funciones continuas. Dada una solución y(t) definida en un intervalo abierto J ⊂ I se define

x(t) = ce
∫ t
t0
y(s)ds

donde c es una constante y t0 ∈ J . Demuestra que x(t) es solución de una ecuación lineal y homogénea de segundo
orden.

8 Se considera la ecuación x′′ + a(t)x = 0 donde a ∈ C1(I) .

a) Dadas dos soluciones x1(t) y x2(t) de la ecuación anterior, demuestra que la función producto z(t) = x1(t)x2(t)
es solución de la ecuación de tercer orden z′′′ + 4a(t)z′ + 2a′(t)z = 0.

b) Se supone que x1(t) y x2(t) forman un sistema fundamental para la ecuación de segundo orden, demuestra
que las funciones x1(t)2, x1(t)x2(t), x2(t)2 forman un sistema fundamental de la ecuación de tercer orden.
Indicación: prueba la identidad

det

 v21 w2
1 v1w1

2v1v2 2w1w2 v2w1 + v1w2

v22 w2
2 v2w2

 = (w1v2 − v1w2)3.
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9 Demuestra que las funciones fj(t) = |t − j|, j = 1, . . . , n son l.i. en I =]0,∞[. Indicación: las funciones fj son
derivables en cada intervalo ]0, 1[, ]1, 2[,...

10 a) Encuentra dos funciones f1, f2 ∈ C1(I) que sean linealmente independientes (l.i.) en I mientras que sus
derivadas son linealmente dependientes.

b) Demuestra que si f1, f2, . . . fn ∈ C1(I) son funciones tales que f0, f1, . . . , fn son l.i. entonces f ′1, f
′
2, . . . , f

′
n son

también l.i. La notación f0 se emplea para la función constante f0(t) = 1.

11 a) Dada la ecuación del oscilador armónico x′′ + ω2x = 0 con ω > 0, demuestra que las funciones cosωt, sinωt
forman un sistema fundamental.

b) Consideramos ahora el oscilador forzado x′′ + ω2x = A sin(Ωt) + B cos(Ωt), donde Ω > 0 es un número real.
Demuestra que esta ecuación admite una solución del tipo x(t) = a cos(Ωt) + b sin(Ωt) si Ω 6= ω.

c) Resuelve la ecuación x′′ + ω2x =
∑n
i=1 αi sin(Ωit+ φi) cuando ω 6= Ωi para cada i.

d) ¿Cómo son las soluciones en el caso Ωi = ω para algún i?

12 Se considera la ecuación x(k) + ak−1x
(k−1) + · · · + a1x

′ + a0x =
∑n
i=1Aie

λit donde a0, . . . , ak−1 y λ1, . . . , λn
son constantes. Encuentra la condición necesaria y suficiente para que la ecuación admita una solución del tipo
x(t) =

∑n
i=1 cie

λit.
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