Ecuaciones Diferenciales I 15/16

Relacion de Ejercicios 1

En Teoria del Aprendizaje, se supone que la velocidad a la que se memoriza una materia es proporcional a la
cantidad que queda por memorizar. Suponemos que M es la cantidad total de materia a memorizar y A(t) is la
cantidad de materia memorizada a tiempo ¢. Determine una ecuacién diferencial para A(t). Encuentre soluciones
de la forma A(t) = a + be.

Interprete cada enunciado como una ecuacién diferencial:

a) El grafo de y(z) verifica que la pendiente de la recta tangente en un punto es el cuadrado de la distancia del
punto al origen.

b) El grafo de y(x) verifica en cada punto que la distancia del origen al punto de corte de la recta tangente con el
eje de ordenadas coincide con la distancia del origen al punto de corte de la recta normal con el eje de abscisas.

En ciertas reacciones quimicas, la velocidad a la que se forma un nuevo compuesto viene dada por la ecuacion
r_
' = k(z — o) (B — ),

donde z(t) es la cantidad de compuesto a tiempo ¢, k > 0 es una constante de proporcionalidad y 8 > a > 0.
Usando el campo de direcciones, prediga el comportamiento de z(t) cuando ¢ — +o0.

Encuentre la familia de trayectorias ortogonales a las familias de curvas siguientes
a) zy=k, b) y=kal, ) y=e*
Para resolver las ecuaciones que aparecen en b) y ¢) habra que esperar a la siguiente leccién.
Haga un dibujo aproximado del campo de direcciones asociado a la ecuacién
o =t+ 3

Dibuje la curva donde las soluciones alcanzan un punto critico. Considerando una solucién tal que z(0) = 0,
demuestre que tal solucién alcanza en 0 un minimo local estricto y que de hecho es el minimo global.

a) Estudie cudntas funciones diferenciables y(x) se pueden extraer de la curva
C = 2*+22+2c+2y=1,

dando su intervalo maximal de definicién.

b) Usando derivacién implicita, encuentre una ecuacién diferencial de la forma y' = f(z,y) que admita como
soluciones a las funciones del apartado anterior.

¢) La misma cuestién para una ecuacién del tipo g(y,y’) = 0.
Una persona, partiendo del origen, se mueve en la direccién del eje x positivo tirando de una cuerda de longitud s
atada a una piedra. Se supone que la cuerda se mantiene tensa en todo momento, y que la piedra es arrastrada desde
el punto de partida (0, s). La trayectoria que describe la piedra es una curva cldsica llamada tractriz. Encuentre

una ecuacién diferencial para la misma (indicacidn: se supone que la cuerda se mantiene tangente a la trayectoria
de la piedra en todo momento).

Demuestre que si z(t) es una solucién de la ecuacién diferencial
2 +x=0

entonces también cumple
(') + 2% =c
para alguna constante ¢ € R.

Encuentre una solucién de (2/)% + 22 = 1 que no sea solucién de 2 + z = 0.



9 Una nadadora intenta atravesar un rio pasando de la orilla y = —1 a la orilla opuesta y = 1. La corriente es
uniforme, con velocidad vp > 0 y paralela a la orilla. Por otra parte la nadadora se mueve a velocidad constante
vy > 0y apunta siempre hacia una torre situada en el punto 7' = (2, 1). Las ecuaciones

dx 2—x dy 1—y

EZUR+UN\/(2—x)2+(1*y)27 dt—UN\/(Q*x)2+(1*y)2

describen la posicién (z,y) de la nadadora en el instante ¢; es decir x = z(t), y = y(¢).

a) Explique cémo se ha obtenido este sistema
b) Encuentre la ecuacién diferencial de la érbita y = y(z).
10 Ecuentre una ecuacién diferencial de segundo orden que admita como soluciones a la familia de funciones

T = clet + 026_75

donde c1,co € R.

Idéntica cuestién para la familia x = ¢; cosht + ¢ senh t.

11 Dada la ecuacién de Clairaut
=tz + ¢(2),

encuentre una familia uniparamétrica de soluciones rectilineas.

2 7 (e re .7
Se supone ahora que ¢(z) = z2. Demuestre que z(t) = f% también es solucién. ;Qué relacién hay entre esta
solucién y las que se han encontrado antes?

12 Resuelva los problemas 6 y 7 de la pagina 33 (seecién 2.6) del libro de Ahmad-Ambrosetti.



