Leccion 4. La ecuacion lineal de orden
superior

Ecuaciones Diferenciales 1

Apuntes de Rafael Ortega Rios
transcritos por Gian Nicola Rossodivita

Consideremos ecuaciones del tipo
2™ 4 apy ()x* Y 4 ay ()2 + ag(t) = b(t),

donde k > 1 es el orden de la ecuacién y los coeficientes ag, ay,...,a5_1,0 :
I — R son funciones continuas definidas sobre un intervalo abierto I.

La ecuacion se dice homogénea si b(t) = 0 para cada t € [ y se dice
completa en otro caso.

Ejemplos
1. Sik =1 obtenemos 2’ +ag(t) x = b(t), la ecuacion de primer orden que
ya hemos estudiado.
2. mx” 4+ kxr =0 con m y K positivas.
En este caso k =2, a1 =0, a9 = -, b= 0.

Se trata de una ecuacién homogénea que describe el movimiento de
un oscilador armoénico. La posicion de la particula es x = z(t), la
aceleracion z”(t) y la fuerza F' = —kz (Ley de Hooke).



equilibrio

3.tz + (cost)x’ + t3x = t?

Ecuacion completa, para escribirla en el formato general dividimos por

t,
t
k=3, as(t) =0, ar(t) = % ao(t) = 2, b(t) = t.

Podemos trabajar en el intervalo I =]0, 0o o bien I =] — o0, 0].

Volvamos a la ecuacion general. Para distinguir soluciones impondremos
condiciones iniciales en algin instante ¢y de I,

[E(to) = Q, l’/(t0> = 1,... ,I(k_l)(to) = Og_1,

donde ap, 1, ...,a,_1 € R son nimeros dados.

Ejemplo: " +x =0, x(2) =1, 2/(2) = 0.

Tomamos un muelle con masa m = 1y constante de elasticidad k = 1y lo
estiramos una unidad respecto al equilibrio, en el instante ¢ty = 2 lo soltamos
sin dar impulso. El muelle oscila alrededor del equlibrio segin la féormula
x(t) = cos(t — 2).

x(t) = cos(t — 2)




1 Teorema de existencia y unicidad

Teorema 1. (Ezistencia y wunicidad) Dadas las funciones continuas

ap, A1, . .

ag_1,b I — R, tg € I y nimeros ag,aq,...,a,_1 € R, existe

una tinica funcion x € C*(I), x = x(t), que cumple

o™ 4+ ap_ ()Y £ a2+ ao(t)x = b(t)
x(to) = ao, 2'(to) = 1, . .. ,x(k’l)(to) = Qp_1

Algunas observaciones:

1.

Es un resultado global, la solucion esta definida en el mismo intervalo
I en el que estan definidos los coeficientes.

. Se supone que el coeficiente de la derivada de orden k es 1. Seria

suficiente suponer que dicho coeficiente es continuo y no se anula.

Si tomamos k = 1,
tr' +2 =0, a(t) =t, ag(t) = 1.

Observamos que se trata de una ecuacién exacta, con %(t z) = 0.

Entonces z(t) = ¢, ¢ € R, y no podemos encontrar una solucién que

cumpla la condicion inicial x(0) = o # 0.1

!También se puede argumentar directamente sobre la ecuacion: si z(0) = ap entonces
tz’ +x = 0 implica (t = 0) que ag = 0.



Ejercicio. Demuestra que no hay unicidad para el problema tax’ — x =
0, z(0) = 0.

Demostraciéon en el caso de orden k = 1.

'+ ag(t)r =0(t), x(to) = o
Existencia: Definimos la funciéon

z(t) = e W (o + F(t)),t € I,

donde Ao(t) = [} a(s)ds, F(t) = [} eA) b(s)ds.
Por el Teorema del Célculo sabemos que Ay y F' estan en C'(I) con
Ay = a, F' = e”b. Entonces también x € C'(I) y se cumple

2’ (t) = —ao(t) e~ (ag + F(t)) + e W F'(t) = /() = —ao(t) = + b(t).

Como Ay(ty) = F(ty) = 0, también se cumple la condicion inicial z(ty) = ap.
Unicidad. Suponemos que z(t) y z2(t) son dos soluciones del problema de
valores iniciales y vamos a probar que x;(t) = x2(t) en I. Para ello definimos
y(t) = z1(t) — x2(t), que cumple

Multiplicamos 3’ = —ag y por e* y obtenemos

i (eAO y) = 0.

e + Ayy)=0 = o

Entonces e40®) y(t) = ¢ para alguna constante ¢ € R. Como y(ty) = x1(t) —
x9(tp) = 0, deducimos que ¢ = 0 y por tanto y(t) = 0 = z1(t) = z2(t) en
/7. 1

Ap(t)

Nota 1. En el argumento anterior hemos usado que e es un factor in-

tegrante de y' = —ay(t)y.

La clave para la demostracién anterior ha sido la formula explicita para
la soluciéon de la ecuacion lineal de primer orden. No disponemos de una
formula analoga para la ecuaciéon de orden superior. Por eso emplearemos
una estrategia diferente para la demostracion del Teorema en el caso k > 2.


(

)


Esto lo haremos en la proxima leccién, por ahora admitimos la validez del
Teorema sin una prueba.

.Por qué no hay que esperar una férmula para la solucién de la
ecuacién de segundo orden?

Consideramos la ecuacion lineal homogénea
"+ a1 (t)r’ + ap(t)r =0

y suponemos que z(t) es una solucion no trivial. Trabajamos en un intervalo
J C I donde x(t) no se anule y definimos

Entonces

) 2 — (xl)Q ! 7 2

y=——F"—=—a——a-(=) =
T T T

y = —ai(t)y — ao(t) — y* Ecuacion de Ricatti.

Liouville encontré ejemplos (con ag(t), a;(t) polinomios) para los que las solu-
ciones de la Ricatti no son expresables en términos de funciones elementales,
podemos decir que no tienen féormula.

2 El espacio vectorial de las funciones

Ahora vamos a pensar nuestra ecuacion en el marco del Algebra Lineal ab-
stracta. Para ello comenzaremos con algunos preliminares.

Denotamos por F' = F'(I,R) al conjunto de todas la funciones f : I — R.
La suma de funciones f,g € F' se define de la manera usual

(f +9)(@t) = f(t) + 9(b).

Ejemplo 1. I =|0,1]



f(t)=t g(t)=1-t (f+g)(=1

El producto por escalares (A € R, f € F),
(A)(@) = A f(2).

Ejemplo 2. I =0, 2x|

ot f(t) =sent

(2f)(t) = 2sent

Es facil comprobar que con estas operaciones F' se convierte en un espacio

vectorial real.
Recordemos la definicion de independencia lineal: las funciones

fi,ooo, fa € F, son Li en F sila identidad Y"1 A; f; = 0 implica \; = 0
para cada 1.
Conviene observar que la identidad Y A, f; = 0 se entiende en F; es

decir .
Z)‘i fi(t) =0 para cadat € I,
=0

mientras que los escalares )\; son constantes en [.



Muchas veces trabajaremos en subespacios V' C F, pero como los es-
calares son los mismos es claro que la nocion de independencia lineal no
cambia. Con precision, dados f1,...,f, € V

Fio folicenV e fi,.. f Licen F.

Hay muchos métodos para probar la independencia lineal de una familia de
funciones. Presentamos uno que estd basado en la derivacion.

Supongamos que las funciones fi,..., f, : I — R admiten derivadas al
menos hasta el orden n — 1, un orden menos que el nimero de funciones.
Partimos de la identidad

M fi(t) + X fot) + -+ X fu(t) =0,
que es valida para todo t € I, y la derivamos,

ML) + Ao fo(t) + -+ An fo(t) = 0.
Repetimos la operacion hasta el orden n — 1

MA@+ X f3{E) 4+ A fi(t) =0

MATV@ 0 V) e A £ =0

y de esta manera obtenemos n identidades. Para cada t € I podemos pensar

que disponemos de n_ecuaciones lineales con incognitas Ay,..., A, y coefi-
cientes fl(J)(t), e fr(f)(t). Encontramos asi un sistema lineal y homogéneo

de n ecuaciones y n incognitas.

Si para algtin ¢t € [ la matriz de coeficientes tiene determinante distinto
de cero, la tnica solucién serd la trivial, Ay = Ay = .-+ = A\, = 0. Hemos
llegado al siguiente resultado:

Proposiciéon 2. Sean fi,...,f, : I — R, n funciones derivables hasta el
orden n — 1. Se supone que, para algint € I,

Si(t) fa(t) - fult)

AU D P

GNP S O R A ()
Entonces fi,..., fnsonl.i.enF.



Al determinante anterior se le suele llamar Wronskiano y se le denota

por W(fi,..., fn)(t). Veamos algunos ejemplos del uso de esta Proposicion.
Ejemplo 1. fi(t) =1, fo(t) =t, f3(t) =1%,..., fo(t) =t"L.
1t ot
Wi b =) 0 L2 T o)
0 0 0 - (n—1)

Como W (fi,...,fa)(t) # 0 para todo t € R, estas funciones son l.i. en
cualquier intervalo I. En particular deducimos que en el espacio F' existen
tantas funciones L.i. como se desee. Podemos decir que el espacio de funciones
tiene infinitas dimensiones.

Ejemplo 2. fi(t) = cos (t?), fa(t) = sen (¢?).

W(f1, f2)(t) = _chseg?t?) 2:ecr;£t(2t)2) =2t

Observamos que el Wronskiano solo se anula en ¢ = 0 y por tanto f; y fo son
[.7. en cualquier intervalo.

Ejemplo 5. T =] —1,1[, fi(t) = t?, fot) = 2|t| t.
Comenzamos por observar que fo(t) es derivable una vez, para ello es
comodo escribirla en la forma

22 s t>0
fQ(t)‘{ 92 si 1<,

\- /f‘” 1/




Entonces
2 2t|t
W(fi, f2)(t) = of 4||t|| = 4|t\3 — 4|t]3 = 0.

Observamos que W (f1, f2)(t) se anula en todo t € I, la Proposicion anterior
no es aplicable. Sin embargo vamos a probar que f; v fs son l.i. en [. Para
ello seguimos otro método. Partimos de la identidad

A fl(t) + Ay fg(t) =0, Vtel

y hacemos una eleccion afinada de valores de t. Por ejemplo, t = —5 y t = %,
que llevan al sistema

%/\1—%/\2 t:O

In+2) t=0 }:‘Al_h_o'

Este ejemplo es importante porque demuestra que el reciproco de la Proposi-
cion anterior es falso. Parece que fue G. Peano quien observé este hecho por
primera vez.

Ejercicio. Demuestra que fo € C1(I), pero fo & C?(I).

Ejercicio. Construye dos funciones fi fo : I — R que sean l.i en [ =] —1,1],
pero cuyas restricciones a J =0, 1[, fi|s fo|s son l.d (La independencia lineal
depende del intervalo).

3 El operador diferencial

Dadas funciones continuas ag, ai,...,a,_1 : I — R, definimos el operador
Llz) =2® + a2V + -+ a1 2" +ag

que acttia sobre funciones x(t).
Por ejemplo, dado el operador L[z] = 2" +ta' +z, (k =2, I =R),

Lle'] = (2+t)e', L[t?] = 3t* + 2.

Supondremos siempre que z(t) es una funcion en C*(I) y asi L[z](t) estara
en C(I). El operador L queda definido entre dos subespacios de F'(I,R),

L:CHI)— ), z=zt) — 2™ +ap_1 2%V . f a2’ +apz.
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Observamos que L es lineal:
Llz +y] = Llz] + Lly], L[Az] = \L[x], siz,y € C*(I), A € R.

Ejercicio. ;Se cumple la propiedad L{x - y] = L[x] - L]y]?

Podemos escribir la ecuacion diferencial lineal en la forma abreviada
Llz] = b(t),

donde b : I — R es una funcién continua dada.

4 La ecuacién lineal homogénea

Dados dos espacios vectoriales V' y W y una aplicacién lineal £ : V — W, el
conjunto de las soluciones de la ecuacion

L(v) =0
es el ntcleo, un subespacio vectorial de V,
KerL={veV:L(v)=0}

En nuestro caso V = C*(I), W = C(I) y el nticleo de L es precisamente el
conjunto de soluciones de la ecuacion homogénea,

Z=KerL={reC*I): L[z] =0}.

Entonces Z es un subespacio de vectorial de C*(I).

Vamos a utilizar el teorema de existencia y unicidad para calcular la
dimension de Z. Para ello fijamos un instante inicial ¢, € I y asignamos a
cada solucién su condicién inicial en tg,

Py Z R, 12— N
2=V ()
Observamos que @, es lineal,
O (x+y) =P (z) + Dy (y), Pyy(Ax) = APy, (2).

Vamos a comprobar que ®,, es biyectiva y por tanto es un isomorfismo:
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e &, es inyectiva. Si z,y € Z son tales que &, (x) = P4, (y), entonces
x(t) y y(t) son soluciones de la ecuacion L[z] = 0 que cumplen la misma
condicion inicial en ty; por unicidad, z = y.

Qo
. o3 i .
o O, es sobreyectiva. Dado un vector . € R* construimos la
A (k-1)
solucion xz(t) de Lz] = 0 que cumple
I(to) = Qp, I’l(t[)) = 1,... ,ZL'(k_l)(to) = 1.

Qo
a1

Entonces z € Z cumple @, =

Q(k-1)
Del isomorfismo Z = R¥ se sigue que

dim Z = k.

Ejemplo. 2" +x =0, [ =R.

Sabemos que las funciones ¢(t) = cost, ¥ (t) = sen t son soluciones. Como
Z es un espacio vectorial, también las combinaciones lineales ¢; ¢ 4+ c5 19 con
c1, ¢ € R, son soluciones. Por otra parte ¢, son [.i. en R, pues

cost sent
—sent cost

W(p,¥)(t) = =1 para cada t € R.

Entonces {p, 1} es una base de Z (dim Z = 2) y se cumple Z = {c¢; cost +
casent/cy,co € R}

Ejercicio. Demuestra que Z = {A cos(t + ¢)/ A >0, ¢ € [0, 27[}.

Observamos que el isomorfismo ®,, : Z = R* varfa con t5. Vamos a
describir ®;, para to =0y to = 7 en el ejemplo anterior

to =0, Py : Z — R? c¢ycost+ cysent r—>(21)
2

: Z 5 R?, cycost+ cysent |—>( cz )
—C
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Ejercicio. Calcula Z para x” + tax’ = 0.

Es costumbre llamar sistema fundamental a una base de Z. Podemos
caracterizar los sistemas fundamentales en términos del Wronskiano.

Teorema 3. Sean ¢1,...,pr € Z. Son equivalentes:

(1) @1,...,¢K s un sistema fundamental,
(i7) W(p1,...,0k)(t) #0 para cada t € I,

(7i1) W(p1,...,¢k)(to) # 0 para algin ty € 1.

Observamos que (i7) = (iii) es trivial, mientras que (i7i) = (i) se sigue
de resultados anteriores, ya que (i7i) implica que ¢1, ..., @, son [.i. y como
dim Z =k, 1, ..., pr es una base de Z. La implicacion delicada es (i) = (i1);
antes de probarla vamos a presentar algunos ejemplos para entender bien el
teorema.

Ejemplo 1. Consideremos "’ — x = 0, I = R. Las soluciones ¢;(t) =
', @o(t) = e forman un sistema fundamental, pues
et et

W1, p2) = el et | —2.
También las soluciones ¥;(t) = cosht, ¥,(t) = senht forman un sistema
fundamental,

| cosht senht| 9 2,

W (1)1, 102) = senht coshi|™ cosh“t —senh“t = 1.

Ejemplo 2. Las funciones ¢1(t) = |t|?, @2(t) = 2t® estan en C?*(R) y son [.i.
en R. Como W (¢4, ) = 0, no pueden ser soluciones de la misma ecuacion
del tipo 2”4 a1 (t) ' + ao(t)x = 0, con ag, a; € C(R). Es interesante observar
que ambas son soluciones de la ecuacion t?z” — 6z = 0.

Ejemplo 3. Las funciones ¢;(t) = cost, a(t) = sent, p3(t) = t + cost
cumplen W (g1, @2, p3) = t. En el intervalo I = R se cumple (i77) pero no (iz).
Esto quiere decir que no existe una ecuacion "' +aq(t)x” +a1 (t)2'+ao(t)x = 0
con ag, ar,az € C(R) que tenga a estas tres funciones como soluciones.

Ejercicio. Demuestra que si existe esa ecuacion si solo se supone ag, aq, as €

C(]0, oo).

Demostracion del Teorema. Comenzamos recordando algunos resultados
de Algebra Lineal:
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(I) Si £ : V — W es un isomorfismo y vy,...,v; una base de V, en-
tonces L(vy),...,L(vg) es una base de W. (Un isomorfismo lleva bases
en bases).

(II) Dados vectores vy, ...,v; € R*

{v1,..., v} base deRF & det(vy]-- - |vg) # 0.

Para probar probar (i) = (i¢) fijamos un instante ¢ € I y consideramos el
isomorfismo

/
B Z Rz | T0
m(k_l)(t)
Por (i) sabemos que ¢4, ..., @ es una base de Z y, aplicando (I), deducimos

que ®4(¢1), ..., Pi(pr) es una base de R*. Entonces, por (II),

det(®y(p1)] - - [i(x)) 7 0.

Identificamos este determinante,

woou

’1t ! (t

det(@fon) o) =) L T =W ee)
T O R S

Hemos probado que W (p1,...,¢)(t) # 0 y como t es arbitrario obtenemos
(17). W

Del Teorema anterior deducimos que, dadas ¢4, ..., ¢ € Z soluciones de
una ecuaciéon homogénea, el Wronskiano es siempre cero o nunca se anula.

Este hecho también se puede deducir de la siguiente formula, que liga el
Wronskiano en distintos instantes.

Formula de Liouville

Sean @1, ...,k € Z, entonces

W (et o)) = W(pr,...,ou)te) e Jo ™1 i 40T,

La demostraciéon de esta formula nos ensenara dos cosas:
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i) ;Como se deriva un determinante?

ii) Un método de Cauchy para obtener identidades funcionales a partir de
la unicidad de solucién del problema de valores iniciales.

Derivada de un determinante

Suponemos que f;; : I — R son funciones derivables con 1 < 7,5 < k.
Entonces podemos construir la funcion D : I — R, D(t) = det(fi;())1<ij<k,
y esta funcion es derivable con derivada

) @) || fu(®) e f(?) fu() - fu(t)
D= 0 D O A 0
Ja(®) - fee(@) || fr(E) - fre(t) Ju@) - fr()

La derivada de un determinante se expresa como la suma de k determinantes,
en cada uno de ellos se deriva una fila.

Para entender como se obtiene esta formula podemos pensar en la defini-
cion de determinante a partir del grupo de permutaciones,

D(t) = Z €(0) from)(t) - from (1),

oceS

donde S es el grupo de permutaciones de orden k y €(o) es la signatura de
o (£1).

Entonces D(t) es una suma de productos de funciones derivables y es por
tanto derivable. Ademas

D'(t) = Y o) (from(®) - from(®)

c€S

= Z €(0) [lo0)(t) - fro@(t) - frowm(t) + Z €(0) fro)(t) - fop@(t) -

cES o€ES

Z fla 1) f20 ()fllf,a(k)(t)

geS

Demostracion de la Férmula de Liouville

La funcion W(py,..., o) (t) es de clase C1(I), pues se trata de un de-
terminante en el que todos los coeficientes son al menos C!. La derivada

14
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cumple

1 W o1 ek Pro ok
d 1 W N L
—Wi(pq,..., )= --- " " _—
@ el SO L G RO (k=2) . 2)
1 k
k—1 k—1 k—1 k—1 .
s A AR Gt B 3 R ORI

Observamos que en todos los determinantes hay una fila repetida salvo
en el ultimo (primera=segunda, segunda=tercera, etcétera). En el altimo

determinante usamos que las funciones ¢, ..., ¢ son soluciones y podemos

) en términos de las derivadas de orden mas bajo

expresar la derivada 905’“
$1 T Pk

dt P15 Pk - (’ng,z) .. Q‘Q](ck72)
(k=1) (k1) _

7a'k—1S01 ...7a1<p/17a0<p1 7ak_1spk ...7a1@;€7a080k

Multiplicamos la primera fila por ag, la segunda por aq, ..., la fila k —1 por
ap_o, y sumamos todo esto a la tltima fila,

Yo Pk
%W(@l’ ) (t) = —ag 90%:_2; o S0%:—2; = —ap 1 ()W (e, .., 01) (1)
-1 -1
1 PR (pk
En resumen, la funcion W1, ..., ¢r)(t) es solucion del problema de valores
iniciales

y/ = _ak—l(t) Y, y<t0) = WO7

con Wy = W(epq,...,0r)(to). Sabemos que la solucién de este problema es
unica y estd dada por la formula

t

y(t) = Wyl s

Por tanto y(t) = W{(e1,...,¢k)(t) y hemos llegado a la formula.

Esta formula es 1til para resolver la ecuacion lineal homogénea de segundo
orden cuando se conoce una solucion no trivial. Veamos un ejemplo:

2
' —=2=0, tel=|0,00.
2
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Comenzamos observando que o(t) = t* es una soluciéon no trivial. Nos pro-
ponemos a encontrar otra solucion v (t) de manera que {p, ¢} sea un sistema
fundamental; para ello sera suficiente exigir que W (yp,¥)(ty) = Wy # 0 para
algin ty € I. Elegimos? t, = 1, Wy = —7. Entonces

Wlew)t) = ~Te hmbt =75
o
, 7=
©

) Pt) —pt)P'(t) = 7=
eh(t) — 2 (t) = T.
Interpretamos esta identidad como una ecuaciéon lineal completa de primer

orden (incognita ). La podemos resolver con un cambio lineal o bien con el
factor integrante —%4,

1 2 7

LU -2 =
d (1 7
T (t_g ¢(t)) = o
1 bds 7
t—277/)(t):C—7 1? = C*—F@,
7
t) = ct’+ o
o) = et
En conclusion,
7
o(t) =12 Y(t) = 3 esun sistema fundamental.

5 La ecuacién completa

Comenzamos recordando dos propiedades importantes de las ecuaciones li-
neales abstractas. Dados espacios vectoriales V' y W y una aplicaciéon lineal
L : L — W, consideramos la ecuacion

L(x) =b,

2la eleccion de tg > 0y Wy # 0 es arbitraria
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donde x € V es la incognita y b € W es un dato.

1. Estructura del conjunto de soluciones

Si el sistema es compatible, las soluciones estan dadas por la formula
L) ={r eV :L(x)=b}=a"+KerL,

donde z* € V cumple L(z*) = b (Solucién particular).

Geométricamente esto nos dice que el conjunto de soluciones de la
completa forma un espacio afin paralelo al espacio vectorial Ker L. En
el siguiente dibujo observamos que la solucién particular z* puede ser
cualquier vector en el espacio afin £71(b).

£7Y(b)

Ker L .

Desde el punto de vista algebraico esta formula nos dice que si cono-
cemos una solucion de la completa y sabemos resolver la homogénea,
entonces podemos calcular todas las soluciones.
2. Principio de Superposicién
Si L(x;) =b;,i=1,...,n, entonces =y . | \; z; es una solucion de
E(l’) =bcon b= Z?:l )\7; bi.
Veamos dos ejemplos de la aplicacion de estas propiedades a ecuaciones dife-

renciales.

Ejemplo 1. 2" + x = 2.
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Esta ecuacion admite la solucion particular z*(t) = > — 2. La ecuacién
homogénea " +x = 0 tiene el sistema fundamental cost, sent. Las soluciones
de la completa son de la forma

x(t) =1> — 2+ cicost +cysent, cp,co €R.

L7

Ker L

Ejemplo 2. 2" + x = 5t% + 3¢'.
Observamos que %et es solucion de 2’ + z = e'. Entonces el conjunto de
soluciones de la ecuacién de partida es

3
w(t) =5(t* - 2) + §et + ¢y cost + casent.

6 Variacion de las constantes

Vamos a describir un método que permite resolver la ecuacion completa si
se conoce un sistema fundamental de la homogénea. Por sencillez lo vamos
a formular para ecuaciones de segundo orden, més tarde pensaremos en su
extension a o6rdenes superiores. Partimos de la ecuaciéon completa

2" + a1 ()2’ + ag(t)x = b(t)

y de un sistema fundamental ¢;(¢), p2(t) de la ecuacién homogénea. Sabemos
que las soluciones de la homogénea son de la forma c; ¢1(t) + co @o(t) con
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1, ¢ constantes. Vamos a buscar las soluciones de la completa en la forma

z(t) = c1(t) pi(t) + calt) pa(t),

donde ahora c¢q, ¢ son funciones a determinar.
Al comenzar teniamos una incognita x pero ahora tenemos dos (¢; y ¢3), por
eso debemos imponer un ligadura entre ¢; y co. Derivando,

a' = ¢ o1+ oo 1y + ol
0
Imponemos la ligadura
¢ o1+ ¢y 2 =0,

de esta manera z” se simplifica

1 / / / / /! /!
T = Cp P+ CyPy T L] + C2ps.

Sustituyendo en la ecuaciéon

Ly oy 4 o] Feapy +ai(t) (1) +eapy) +ao(t) (cr g1+ ca ) = b(1).

Usando que 1 y (o son soluciones de la homogénea, se tiene que

N

i+ Oh+ (1] +eapy) +ai(t) (cr ) + cah) +ao(t) (cr o1+ cap2) = b
0

y asi

AP+ =0
Juntando esta ecuacion con la ligadura llegamos al sistema de dos ecuaciones
y dos incognitas

cyp1+ ey =0

Incognitas: ¢}, ¢,
’o roor . - €, Gy
Aoty =0 }

La matriz de coeficientes tiene determinante no nulo,

det ( 90,1 (’0,2 ) = W(p1,p2) #0 para todot € I.

1 P2
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Por tanto es un sistema compatible y determinado que resolvemos usando la
regla de Cramer

! W(§017902) b b W(<P17902)
Jo— 1 pr 0] _ by '
2 W(Qpla%@) <l0/1 b W(§017902>

Integrando entre ¢y y t llegamos a la féormula para una soluciéon particular

0= () o (L) s

donde W (s) = W(p1, 2)(s).

Una critica al argumento anterior: Hemos partido de la formula x(t) =
c1(t) 1(t) + c2(t) pa(t) sin saber de antemano que la solucion de la ecuacion
completa se puede expresar de esa forma.

Una vez hechos los calculos es posible proceder con rigor. Partimos de la
formula final y derivamos dos veces para demostrar que se trata de una solu-
cion de la ecuacion completa. Asi justificamos la existencia de una solucion
del tipo que postula el método de variacion de constantes.

Ejercicio. Demuestra que la funcion z(t) dada por la formula anterior esta
en C*(I) y calcula x”(t).

6.1 Extensiéon a un orden superior
Dada una ecuaciéon de tercer orden
2" + ay(t)2” + ar(t) 2’ + ao(t)z = b(t)

y un sistema fundamental de la homogénea o1 (t), @2(t), w3(t), buscamos la
solucién de la forma

c1(t)pi(t) + ca(t)pa(t) + cs(t)ws(t),

imponiendo las ligaduras

o1+ o+ i3 =0 }
/ / / / / /:0 .
€11+ Cy Py t+ C3 03
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Entonces la ecuacion lleva a
/ /! / /! / "N
C1p] +Cpy +C3p3 =10

y de nuevo se obtiene un sistema compatible determinado

6.2 Un ejemplo importante

Dados nimeros w > 0, €2 > 0, consideramos la ecuaciéon
" + w?r =sen Qt.

Las funciones ¢ (t) = coswt, ps(t) = senwt, forman un sistema fundamen-
tal de la ecuaciéon homogénea z” + w?z = 0 con

coswt senwt
W(Sﬁla@z) :lws

enwtwcoswt

Buscamos una solucion de la completa de la forma
ci(t) p1(t) + ca(t) a(t), = ()
con

o1+ =0
A+l =senQt [

;1 0 senwt | senwtsenQt
O T SlsenQt weoswt | w

;1] coswt 0 _ coswtsen 2t
“2 T ol —wsenwt senQt| w '

Para calcular ¢; y ¢o usamos la formulas

cos (o — ) — cos (v + )

senasenf = 5
senacosf — sen(a+ﬂ)~2l—sen(a—5)'
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Asi

“a = —i [cos [(w — Q) 1] — cos [(w + Q) t]] dt
1 {sen[(w—Q)t] _ sen [(w+Q)ﬂ]
2w w— w+Q '

Para que esta formula tenga sentido es necesario que w # €.
En el caso w = ) hacemos un calculo distinto,

1 1 1— 2wt
o = ——/seantdt - __/ﬂdt
w ~~ w 2

4ngulo mitad

1 1
cp = ——t+ —=sen2wt.
! 2w + 4w?
No hemos anadido constantes de integracién porque solo estamos interesados

en encontrar una solucion particular. Un cdlculo analogo lleva a la formula

o [eos[(w—Q)t] | cos[(w+ Q)] .
=14 2 [ w— * w+Q } stow7 0 .
os (2wt) siow=1Q

Caso I w+#02
z(t) = c1(t)coswt + co(t)senwt + ki coswt + kosenwt, ki, ks € R
Caso IT w =

1 1 1
x(t) =——1 Coswzf—i——2 sen 2wt cos.cuzf——2 cos2wtsenwit+kycoswttkysenwt, ki, ks € R.
2w 4w 4w

Analizamos las soluciones en cada caso
En el caso I observamos que

1 1 1
()] < —
()] 2w[|w—Q|+w+Q

Entonces cada solucion que escojamos resulta ser acotada,

], teR, i=1,2

1 1 1
2(8)] < lea(D)l+eat) + k| ke < — Lw e R Q} k| +lkel, t € R.
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En el caso II escribimos la solucion en la forma
1
t) = ———1¢ t t
z(t) 5 coswt + f(t)

con f(t) acotada, |f(t)] < 52 + |ki| + |ko|. La funcion ¢coswt tiene oscila-
ciones cada vez mas grandes.

N
~ ’//

\‘ N r=t \‘(;:/
; i
Bs 2o RE R % £ o 15 B E)

v \v

e
e \\
N .
AN

ye
Entonces se cumple
tginoo sup z(t) = oo, tkr_noo inf 2(t) = —oo.

Si w = () las soluciones oscilan con amplitud crecientes y son no acotadas.

6.3 A la hora de la practica

El método de variacion constantes tiene el mérito de ser universal: se
aplica cualquier ecuacién lineal. Como contrapartida los calculos suelen
ser largos. Cuando se trabaja con ecuaciones lineales de coeficientes con-
stantes (ag_1,. .., a1, ap no dependen de t) se puede buscar la solucion por el
método de coeficientes indeterminados. La idea es buscar una soluciéon del
mismo tipo que b(t). Por ejemplo, si b(t) polinomio de grado N, buscamos
z(t) = SN cit'. Sib(t) es una exponencial del tipo b(t) = e**, buscamos
z(t) = ceM. Sib(t) = acoswt + bsenwt, x(t) = cjcoswt + cysenwt. Se
sustituye en la ecuaciéon y se buscan los coeficientes ¢;. Esto funciona en la
mayoria de los casos, pero puede fallar.
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Ejemplo. 2" + w? 2z = sen Q) t.

Buscamos x(t) = ¢1cosQt + cysenQt. Sustituyendo en la ecuaciéon, para
cada t € R,

—c1 % cos Ut — s P sen Qt + ¢ w?cos Ut + cow? sen Q¢ = sen Q1.
Como las funciones cos €2t y sen {2t son [.i. en cualquier intervalo,
(W —=0=0, (W -0 =1

y obtenemos la soluciéon particular

1
mSeHQt sl w # Q.
El método lleva a una ecuacion incompatible cuando las soluciones no son
del tipo conjeturado.

7 Resonancia

Hay un interesante video en YouTube en el que la soprano Ainhoa Arteta
muestra este fenomeno. Lo puedes encontrar si buscas "Ainhoa Arteta rompe
una copa de cristal”. Hay una copa de cristal sobre una mesa y la cantante
hace primero una conocida Aria, la copa no se rompe. Méas tarde hace una
escala y entonces si, la copa se rompe.

Vamos a explicar este hermoso experimento a la luz de los calculos que hemos
hecho antes.
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En primera aproximacion podemos pensar que la copa puede vibrar como
un oscilador arménico

x(t) = desplazamiento del borde de la copa respecto a la posicion de equilibrio
w >0 esun parametro que depende de la copa: grosor del cristal,
forma geométrica, etcétera.
Por tanto w esté fijo en el experimento.
Al cantar se emite un sonido (vibracion del aire) que choca con la copa y
actiia como una fuerza externa.

2" +w?r = Asen QL

N AT e —

La constante A depende de lo fuerte que se cante mientras que el
parametro €2 queda determinado por la nota y la octava. En el experimento
podemos admitir que A se mantiene méas o menos constante (A = 1) y lo que
varia es 2. A medida que Arteta recorre la escala, () va variando. Al crecer
Q) el sonido se va haciendo mas agudo. En algiin momento del proceso la
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frecuencia natural de la copa w y la frecuencia del canto 2 han entrado en
resonancia, w = (). La copa empieza a oscilar con amplitud creciente hasta
llegar a romperse.
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