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1 Cambios de variable

Dada una ecuacion diferencial

dx
— = f(t
e
y un cambio de variable
{ s = p1(t, x)
Yy = 902(t7 I)

del plano (¢, x) al plano (s,y), queremos transportar la ecuacion a las nuevas
variables
dy

% = f(svy)'

Suponemos que ¢ = (1, o) transporta un dominio € de R? a otro dominio QO
(dominio= abierto+conexoC R?) Llamaremos 1) = (¢1, 1) al cambio inverso

{ t=1ii(t#)  (s)y)
T = o (t) (s,y)

de manera que
Yoy =ida, ot =idg.



<
oV

Supongamos que la funcion f = f(¢,x) esta definida en Q y es conocida
y queremos encontrar f = f(s, y), f: Q=R f Q — R. Para ello hacemos
algunos calculos formales.

Suponemos que x = z(t) es solucion de ' = f(t,x) y derivamos las
funciones compuestas

z(t) soluciéon

agol

s(t) = ¢i(t, z(t) = % = %(t,x) + (o) =
8@1 &pl
= aa_t(tvx)+aa_x(t7$> f(t,:L’) (1)
y(0) = ealt,2() > U = P21.2) + %21, 0) f(t,) )

Si las ecuaciones s = @1 (t, x(t)), y = pa(t, z(t)) definen una funcion y = y(s),

dy dydt  %(tx) + %2 () f(t @)
ds dt ds  221(t ) + 22 (t,x) f(t,x)

(3)

donde se ha derivado la funcion inversa ¢t = ¢(s).
Estamos buscando una ecuacion en las variables (s,y), asi que usamos
(t,x) = 1(s,y) para llegar a la nueva ecuacion

dy _ G2 (W(s,) + G2 (U(s,9)) F(¥(s,9))
ds %2 (y(s,)) + S22 (¢ (s,v)) F((s,))

= f(s,9). (4)

Hemos encontrado f = f(s,y).



Veamos un ejemplo. Consideramos la ecuacion

dr  sen'(2t+x+1)
dt — (2x —t+ 3)2

y el cambio de variable

) os=2t+x+1
Ny=2c—-t+3

Podemos encontrar el cambio inverso sin méas que despejar t y x

Tanto ¢ como 1 estan definidas en todo el plano, pero no asi la ecuacion
diferencial. La funcion

Cosen'(2t+x+1)
flt,@) = (2x —t + 3)?

tiene una discontinuidad a lo largo de la recta 2z —t+3 = 0. Por ello debemos
escoger una componente conexa del plano menos la recta, por ejemplo

Q. ={(t,z) eR*: 20 —t +3 > 0}

que se transformard por ¢ en

Q= {(s,y) e R?:y > 0}.




Calculamos (1-2):

ds 2+dm_2+sen4s
dt dt Y2
dy _ Zd_x_1:2sen4s_
dt dt y?

Sustituyendo estos célculos en (3) se obtiene directamente (4)

dy 28en’s 4 9

dy 9 T _ 2sen’s —y

ds 9 9y SeMis — 9y2 4 gends
Yy

= f(8>y)'

Hasta aqui solo hemos hecho célculos formales. Ahora vamos a imponer
hipétesis para garantizar que todo el proceso es correcto. Suponemos:

(H1) f:Q — R es continua

(H2) v : Q — Q) es un difeomorfismo de clase C'; es decir, ¢ es de clase
C! y tiene una inversa ¢ :  — Q que también es de clase C*

(H3) aa%(t,a:) + aa%(t,a:) f(t,x) # 0 para todo (t,z) € Q.
En estas condiciones las ecuaciones

d dy -
d—izf(t,x) y d—‘zzf(s,y)

son equivalentes. Es decir, dada una solucion x = z(t) de la primera definida
en [, existe un solucion de la segunda y = y(s) definida en otro intervalo J,
de manera que ¢ y 1 transportan las graficas correspondientes.

x y

Q




Precisamos més esta afirmacién. Suponemos que nos han dado una solu-
cion z(t) de la primera ecuacion, como z'(t) = f(¢,z(t)) por (H1) sabemos
que z(t) es de clase C* en I. Entonces la funcion compuesta S(t) = ¢y (¢, z(t))
también lo es y cumple

§'(t) = 28t 2(0) + T2 (1 0(0)) 10, 2(0))

Por (H3) sabemos que &’ no se anula en I, asi que S define un C* difeomor-
fismo entre I y J = S(I). Llamaremos 7 = 7 (s) alainversade S, 7 : J — 1.
Definimos

y(s) = 2T (s),2(T (5)))-

Se trata de una funcién de clase C! definida en J y vamos a comprobar que
es solucion de la nueva ecuacion

% = ]E(Sv y)
Para ello recordamos que
T'(s) = <
= ST
Asi,
V) = D), a(TN)T () + 2T (), 2T () (T T'G)
P2 (T (), 2T () + Z2(T (), w(T () F(T(5), (T 5)) | T'(5).

De la definicion de las funciones 7 (s), y(s) se sigue que

(T(5), 2(T(s))) = (s, y(s))

y se llega a la ecuacion

A

y'(s) = f(s,y(s))-
Ejercicio. Comprueba la identidad (7 (s),z(7 (s))) = ¥(s,y(s)).

Este proceso es reversible y podemos también afirmar que la imagen por
1 de la grafica de y es la grafica de x. Cambiamos los papeles y partimos de la
ecuacion definida por f y del cambio de variable ¢. Es claro que se cumplen
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(H1) y (H2) y debemos comprobar que también se cumple la hipotesis (H3)
para f y 1. Esto se sigue de la identidad

v on 1
Os dy (%+%~f)ow

En resumen, si ¢ es un cambio admisible para 2’ = f(t,z) entonces ¢ sera

A

un cambio admisible para y' = f(s,y).

Ejercicio. Comprueba la férmula anterior a partir de las identidades matri-
ciales

1/},«0(257‘7")) : Spl(tv l’) = -[2><27 ¢/(¢(87 y)) ' W(Sa y) - -[2><27
donde ¢’ y 9’ representan matrices Jacobianas.

La condicion (H3) es necesaria para la que la funcion f esté bien definida y
sea continua, pero también tiene una interpretacion geométrica interesante:
un difeomorfismo lleva curvas en curvas, pero puede ocurrir que lleve una
curva en explicitas en otra que no se pueda expresar de esa manera.

4
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Para evitar situaciones de este tipo se impone (H3), que permite expresar
en explicitas la curva imagen.

1.1 CaAlculos de primitivas
Recordemos el Teorema del Calculo.

Teorema 1. Sip: I — R es una funcion continua entonces
t
P(t) = / p(s)ds
to
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es una funcién de clase C que cumple P'(t) = p(t).

Aqui tg es cualquier punto de I que se ha fijado.

Este teorema nos asegura que cualquier funcién continua tiene primitiva,
aunque en muchos casos no sea posible calcularla de manera explicita.

Es facil ahora resolver la ecuacion diferencial

' = p(t),
definida en D = I x R. Las soluciones son de la forma z(t) = P(t)+¢,c € R.

X
1
1
1

x=P(t)+1

Ejercicio Demuestra que no hay mas soluciones.

t

. . 42
Por ejemplo, las soluciones de 2’ = e~ se expresan en la forma

x(t) = c+ P(t), P(t)= /Ot e ds.

Ejercicio. Dibuja la grafica de esta funcion.

2 Un método para resolver ecuaciones diferen-

ciales
Partimos de una ecuacion % = f(¢,z) y buscamos un cambio de variable
s = @i(t,z) y y = pa(t,x) que la transforme en una del tipo % = p(s).

Resolvemos la ecuacion en y y deshacemos el cambio.
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2.1 Ecuaciones de variables separadas

Son de la forma
' = p(t) q(x),
donde p: I — R, ¢ : J — R son funciones continuas definidas en intervalos

abiertos. El dominio de la ecuacion es D =1 x J.
Por ejemplo, si tenemos

r=v1—1t2Inx

entonces el dominio es una banda semi-infinita D =] — 1, 1[x]0, oo|

El nombre de estas ecuaciones procede del método formal que se emplea
para resolverlas

dz dz dx

— =pt)q(xr) = —— =p(t dt:>/—:/pt dt.
G = P = o = () o= [0

Si sabemos hacer estas integrales obtedremos una expresion del tipo:

R(z) = P(t) + ¢,

que define de manera implicita © = ().

Pregunta: como hay dos integrales, aparecen dos constantes de integracion
R(z) + co = P(t) + ¢o, ipor qué se ha escrito s6lo una?

Es importante observar que con este método no se obtienen las soluciones
constantes de la ecuacion. Si z, € J es un cero de ¢(x), ¢(z.) = 0, entonces
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x(t) = x, es solucion. Al separar variables perdemos esta solucién porque
dividimos por g(z).

Ejemplo. 2/ =t (z — 1), D = R?

dx dx dx
= = t(r—1 — tdt = [ tdt
dt (@ ):>x—1 :>/x—1 / =

t2
In|lz—1] = §+c:>\x—1|:ecet2/2

Haciendo k = 4e° obtenemos las soluciones
e(t)=1+ke'? k40
Hemos perdido la solucion z(¢) = 1 al dividir por x — 1.
Ejercicio. Encuentra errores en el siguiente calculo:
1
d
/ & Injz]", =In1—In1=0.
-1 T

Ejercicio. Resuelve '’ = Az por el método de variables separadas.

Observacién: en algunos casos hay soluciones que se cruzan con las solu-
ciones constantes; por ejemplo, x’ = \x!l/Q tiene soluciones que cambian de
signo.

Ahora vamos a ver el método de separacion de variables desde una pers-
pectiva més tedrica. Partimos de la ecuacion

dx

o = a@)plt)

con p continua en I y ¢ continua en J. Buscamos un cambio de variable del
tipo

y = ¢(x)

s=1
que lleve la ecuacion a un calculo de primitivas. Entonces

dy dy dx

7 = g = V@) o = @) p(t) a().



Si hacemos ¢'(x) ¢(x) = 1 llegamos a Z—Z = p(s). Para ello hacemos la hipdtesis
q(z) # 0Vx € J, y definimos

_ [T dg
ow) = /w q(§)

donde z, es un punto fijado en J. Por el Teorema del Calculo ¢ es C!
con ¢'(z) = Tlx) # 0. Asi, ¢ define un difeomorfismo entre J y su imagen

J = ¢(J). Definimos el cambio de variable
p(t,x) = (t, ¢(x))

que es una transformacion de @ =1 x J a Q=1IxJ

y

PN

~—
7%

| t

con inversa ¥(s,y) = (s,¢ '(y)). Tanto ¢ como ¥ son C' y por tanto se
cumple (H2). La funcion f(t,z) = p(t) q(z) es continua en ) porque tanto
p como ¢ lo eran en sus respectivos dominios, se cumple (H1). Finalmente,
como ¢ (t,x) =t,

dp1 | Opy

E + % =1>0
y se cumple (H3).

Resolvemos la ecuacion y' = p(t) en 0 y deshacemos el cambio,

o) =07t (e /t:p<s> )

donde ¢ es una constante y t; es un punto fijo en I.

Habra que escoger la constante ¢ con algin cuidado para que la expresion
entre paréntesis quede en J. Esto influird a la hora de determinar el intervalo
de definicion de la solucion x(t).
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2.2 Ecuaciones homogéneas

v ()

donde h : J — R es una funcién continua definida en J =|a, f[, —co < a <
B < 4o0. La funcion f(t,x) = h (%) serd continua en t # 0, a < 7 < 3,
el conjunto de puntos del plano con pendiente entre o y 3. Obtenemos dos
posibles dominios de definicion

Son de la forma

Q+:{(t,x)eR2:t>O,a<%<ﬁ}

Q_:{(t,x)eR2zt<o,a<§<ﬁ}

que las transformara en ecuaciones de variables separadas

dy_t%—x_l
dt d—%*t—Q*;[h(y)—y]
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con p(t) = 1, q(y) = h(y)—y. Observamos que el cambio ¢(t,z) = (¢, £) tiene
inversa ¢ (s, y) = (s, sy) y transforma los sectores Q. y Q_ en los rectangulos
Qy =]0,00[xJ y Q-] — 00, 0[xJ.

T Y

o

r=at

Q)
2

=0t /(0\
\dj/

Ejercicio. Comprueba que se cumplen las condiciones (H1), (H2) y (H3).

Para justificar un poco el nombre de estas ecuaciones destacamos la sub-
familia de ecuaciones

,_ P(t,)
Qt, )
donde P y @ son polinomios homogéneos del mismo grado
Ejemplo:
, 263 + xt? + Tzt + 823
T =
3+ 6%t
2+ 547(5) +8(5)
~— 2\ 2 :
140 1+6 (?)

Vamos a resolver con detalle una ecuacién homogénea y, debido al significado
geométrico de las soluciones, emplearemos la notaciéon x variable independi-
ente, y = y(z) incognita,

dy y—=x
de  y+a’

y(—1) = —1.
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Buscamos una solucién que pase por el punto (—1,—1) [problema de Cauchy
o problema de valores iniciales].

En primer lugar observamos que se trata de una ecuaciéon homogénea
porque esta definida por el cociente de dos polinomios homogéneos de grado
uno,

dy 2-1

de Y41
La funcién v 1

hu) = u+1
esta definida en los intervalos | —oo, —1[ v |—1, +00]. A la vista de la condicion
inicial (z = —1, y = —1 = u = 1) escogeremos J =] — 1, +o00[. Como z = —1

ha de ser admisible trabajaremos en el dominio®

Q_:{(m,y)GRQ:x<O,%>—1}

(711 1)

que se transforma por el cambio u = £ en Q_ =] — 00,0[x] — 1, +o0]

!Escogemos ese dominio para ajustarnos al marco teérico pero a la vista de la ecuacién
original seria natural considerar Q = {(x,y) : =+ y < 0}.
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u+1 Y dr

d 1u?+1
a2t i Ecuacién de variables separadas.
dx r u+1

Observamos que en este caso no hay soluciones constantes,
1 1
/ vt du = -— / —dx
u? +1 x
u+1 U du
du = d
/u2+1 “ /u2+1 u+/u2+1

1
=5 In(u? + 1) + arctan(u)

1
= 3 In(u® + 1) + arctan(u) = —In|x| + c.

(En este caso es importante el valor absoluto pues x < 0). Deshaciendo el
cambio u = ¥ y usando In |z| = In 22,

In /22 + y% 4 arctan (Q) +c.
T

Para calcular ¢ hacemos z = —1, y = —1 y llegamos a ¢ = In v/2 + T
Hemos encontrado la solucion en forma implicita. Ahora es posible probar
que la funcion y = y(x) esta definida en un entorno de x = —1.
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Ejercicio. Utiliza el teorema de la funciéon implicita para justificar esta
afirmacion.

Para completar el ejemplo vamos a entender geométricamente la formula
hallada. En el plano pasamos de coordenadas Cartesianas a polares

x =1 cosf N r= /22 + 1?2
y=rsend 0 = arctan (%)

(La identidad § = arctan (£) se entiende segiin el cuadrante en el que se halle
el punto).
Nuestra curva se transforma en
Inr+6=c (espiral logaritmica)

o bien r = ce™?

0.5

T Y RS P E
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0

-2.0

3

El arco de espiral entre 6 = %Tﬂ yo=x

problema de Cauchy.

serd la grafica de la solucion del

2.3 Ecuaciones reducibles a homogéneas

Son de la forma

d:p_h ax + bt + ¢
dt  \Az+Bt+C
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donde h : J — R es una funcién continua definida en un intervalo abierto y
los nameros a,b,c, A, B, C estan dados en R.

Ejercicio. Describe el dominio de esta ecuacion.

Escogemos como cambio de variable una traslacion en el plano de vector

(& n)
fs=t+¢
T ly=a+n
§ v (£,1)0(5Y)
//L\\
[ -]
()

Ejercicio. Comprueba que ¢ : R*? — R? cumple las propiedades (H2) y
(H3).

Hacemos el cambio y tratamos de determinar £ y 1 de manera que se
simplifique la ecuacion

@_dx_h( ay —an +bs — b€ + ¢ )

ds dt ~ \Ay— An+Bs—Bé+C
. an+ b =c
Si hacemos { An+ BE = C llegamos a
dy ay + bs .. )
i h (Ay n Bs) Ecuacion homogénea.
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Podemos encontrar £, 7 en las condiciones anteriores si el sistema es compa-
tible y determinado; es decir, la discusién anterior vale si

a b
AB‘séO'

En caso contrario los vectores (a,b) y (A, B) son linealmente dependientes
en R2. Si se cumple por ejemplo (A, B) = X (a,b), para algin A € R

dx < ar + bt + ¢ )
&y \

dt (ax +bt) + C

y el cambio de variables? s = t,y = ax + bt conduce a

dy y+ec
2 ah 2=
(5

i a n C) + b Ecuacion de variables separadas.

Ejercicio. jEn qué casos es posible resolver la ecuacion reducible a ho-
mogénea mediante el cambio s = Az + Bt + C, y = ax + bt + ¢?

2.4 FEcuacion lineal

Es de la forma
' = a(t)r + b(t)

donde a,b : I — R son funciones continuas sobre un intervalo abierto I.
Son ecuaciones para las que la dependencia de la incognita es lineal. Para
comprender mejor esto consideramos tres ecuaciones

o' =taz? +sent, o' =t’x +sent, &’ =t’x +senzx

y observamos que solo la segunda es lineal.
La ecuacién lineal esta definida en una banda vertical D = I x R.

2Suponemos a # 0, pues en otro caso la ecuacién se reduce a un célculo de primitivas
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En un caso especial la ecuacién lineal puede ser resuelta por variables
separadas

2.5 Ecuacién lineal homogénea

Suponemos b(t) = 0 para todo t € I. La ecuacion 2’ = a(t) x tiene la solucion
constante x(t) =0, t € 1.
Buscamos soluciones no constantes por separacion de variables,

dx /da: /
— =a(t)x = t)dt =

In|z(t)| = A(t) + donde A es una primitiva deay k € R =
|z(t)] = ek At ).

IS
~

Las funciones z(t) = £e* e son soluciones y, afiadiendo la solucion trivial,
obtenemos la familia

z(t)=Ke®, KeR
donde A(t) = ftz a(s)ds, to € I (fijo).

Ejemplo. 2/ =2, a(t) =31, t €1 =]—00,0], z(t) = K" = —Kt, K €
R.
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Nota. 1. La ecuacion lineal homogénea no tiene relacion con la clase de
ecuactones homogéneas estudiadas antes.

2.6 Ecuacién lineal completa

Suponemos b(t) # 0 para algiun ¢ € I. Para resolver el caso general efectua-
remos un cambio de variable que sea lineal en la incognita

. {zjw

donde [ : I — R es una funciéon que vamos a buscar. Supondremos que [ es
de clase C' y que no se anula en el intervalo I (I(t) # 0, Vt € I). De esta
manera podemos asegurar que ¢ : D — D es un difeomorfismo con inversa

v:D— D,
{tzs
2R _ Yy
T =g
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= J
¢ —.
x=2 /\ // \
— - — - - N =210
/“\
~
e
______ x=1 4 e
t \/
Y s
— =-/|
— - — — —x=1 ~ A =
~_

Ejercicio. Comprueba que también se cumple la condicion (H3).
Derivando el cambio de variable
y=Ut)z+1(t) 2 U'(t)z +1(t) (a(t)x + b(t)) =
y = ('(t) + a(®)l(t)) z + 1(t) b(t).
Impondremos I'(t) 4+ a(t)l(t) = 0, de esta manera y(t) se calcula como una
primitiva

y(t) = /t [(s)b(s)ds+ k, keR.

to
Ahora podemos pensar en la condicion I'(t) + a(t)l(t) = 0 como en una
ecuacion lineal homogénea con incognita [(¢). Escogemos una solucion no
nula, por ejemplo

1(t) = e~ M A(t) es una primitiva de a(t).

Deshaciendo el cambio

x(t) = % y(t) = eA® /t e~ A b(s) ds.
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Ejemplo. 2/ =241, a(t)=1,b(t)=1,t €] — o0,0].
Hacemos el cambio y = [(t) z

y=Ut)z+1(t)2

Imponemos I'(t) + @ = 0 de donde

y(t) = 1(t) = y(t) = / le)ds +k

to

Como A(t) = In (—t) es una primitiva de a(t) tenemos que [(t) = e~ (=) =
1

.
Asi y(t) = —In(—t) + K y la solucién es

x(t) = ﬁy(t) =tIn(—t)—tK

2.7 FEcuacién de Riccati

Es de la forma
2’ =a(t)x® +b(t) x + c(t)

donde a,b,c : I — R son funciones continuas definidas sobre un in-
tervalo abierto I. Liouville construyd ejemplos en los que los coeficientes
a(t),b(t), c(t) son bastante sencillos (funciones racionales) mientras que las
soluciones no se pueden expresar en términos de funciones elementales.

Vamos a ver que es posible resolver la ecuacion si se conoce una solucion
particular. Imaginemos conocida una solucion f(t), definida en I C I. En
principio el dominio de la ecuacion es D = I x R pero nos restringimos a
D =1 x R y efectuamos el cambio

1
y =
x — f(t)
Las formulas
s=1
. 1
©:

y =

r— f(t)



definen un difeomorfismo entre
D, ={(t,x):tel, x> ft)}, Dy={(s,y):s€l,y>0}

D ={(tw):telL o< f(t)}, D-={(s,y):s€l,y<0}

X y
@
D. -
D,
x=1(t)
N ya
~~—" t

D D_

Ejercicio. Comprueba que se cumplen (H2) y (H3).

t p—
La inversa es ¢ : { . :Sf(t) n % y derivando en la tltima expresion
y/
/ !/
o= i) - 2
|
) 1\° 1
a(t)z®+ b(t)x +c(t) =alt) | f(t) + ; +0(t) | f(t)+ ; +¢(t)
! 2 b
= f’(t)—%:af2+a—f+%+bf+—+c.
Y Y Y )

Como f(t) es solucion, f' = a f2+b f + c y llegamos a la ecuacion lineal
y' =—(2a(t) f(t) + b(t))y — alt).
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Conviene observar que para este cambio la solucion x = f(t) con la que se
inicio el proceso no se corresponde con una solucion y(t), pues z = f(t) —
Yy = oo.

Ejemplo. 2/ = —2?
Esta ecuacion se resuelvemente facilmente por variables separadas, pero
ahora la vamos a pensar como una ecuacion de Riccati (a(t) = —1, b(t) =

¢(t) = 0) con solucion conocida f(t) = 1.

En principio la ecuacion esta definida en D = R?, pues I = R. Por tanto
la formula que define a f(t) proporciona dos soluciones, una definida en
] — 00, 0[ y otra en ]0, +-00[. Para fijar idea escogemos I =]0, oo y efectuamos

el cambio

1 1y
= — - = / _ =
x —l—y T " y2
|
) 11\ 1 2 1
—T — — — — —_ -
t oy 2 oty oy

2
y = n y + 1 Ecuacion lineal con soluciones
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y(t) = —t +ct?, ceR.

Deshaciendo el cambio obtenemos la familia de soluciones

1 1
H)=-4—— ceR
x(t) t+—t+ct2’ ceE

A esta familia le anadimos la soluciéon
1
t) ==
o(t) =

que también se recupera haciendo ¢ — oo en la férmula anterior.

3 Cambios de variables y ecuaciones invarian-
tes

Imaginemos un cuadrado C' dentro del plano y pensemos en una rotaciéon
alrededor del centro del cuadrado. Si la rotacion es de 45 grados en sentido
anti-horario observamos que el cuadrado se transforma en un cuadrado dife-
rente C’. Por el contrario, si rotamos 90 grados, el cuadrado C' permanece
invariante (aunque sus vértices se han permutado). Algunas rotaciones dejan
invariante el cuadrado C.
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Pasando de la Geometria al Analisis vamos a reemplazar el cuadrado
C por una ecuacion diferencial y las rotaciones por cambios de variable.

Hay ocasiones en las que se hace un cambio de variable y la nueva ecuaciéon
coincide con la antigua. Veamos un Ejemplo:

dx t
= D=R?% f(t.x) = ———
it~ 322+ 1 D) =3
Efectuamos el cambio
) s=—t
PPl P ty=ad a4
Por derivacion implicita, (3y* + 1) % = (322 +1) %, de donde
dy dydt  dy 3z +1dx —t
ds dtds dt 3y2+1dt  3y24+1
dy S 9 2 S
2 R =
dS 3y2+17 7f(8’y)

3y + 1
Observamos que las funciones f y f coinciden,

f(s,9) = f(s,9) ¥(s,y) € R
Pueden quedar dudas sobre la validez de este cambio de variable, que se
ha definido de forma implicita. Para disiparlas vamos a probar que ¢ es un

difeomorfismo. Para ello consideramos la funcién polinémica

c:R—=R,o(r) =2+ 2°
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y observamos que se trata de un difeomorfismo de R | ¢/(z) = 1+ 322 > 0
en todo x € R, lim, ,1 0(x) = +oo |. Expresamos de forma explicita la
segunda ecuacién que define a @,

o(y)=c@)+7ey=0"o(x)+7)

) s=—t ) l=—s
v { y=o0Yo(x)+7) Y { r=0o(y) = 7).
Conviene observar que este cambio de variable deja invariante la ecuacion
pero no las soluciones, que pueden ser permutadas. Si resolvemos por varia-
bles separadas
2

t2
x3+$:§+c, $:0_1(§+c),c€R

Entonces la solucién z(t) que cumple z(0) = 0 (equivalente a ¢ = 0) se
transforma por el cambio en la solucion que cumple y(0) = 7 (equivalente a
c=0"Y7)=17..)

Ejercicio. Considera la familia de cambios de variable

s =—t
YA { VHy=a>+z+\
donde A € R es un parametro. Demuestra que todos ellos dejan la ecuacion

anterior invariante

Ejercicio. Encuentra la clase de ecuaciones ¢ = f(¢,z) que son invariantes

dt
por el cambio de variable s = 2t, y = —x.

3.1 Grupos de transformaciones

Dados dos difeomorfismo del plano ¢, ¢ : R?> — R2, los podemos componer
y obtener un nuevo difeomorfismo ¢ o ¢ con inversa ¢—' o p~1. Sabemos que
la composicién de aplicaciones es asociativa y disponemos de un elemento
neutro, la identidad i(¢,z) = (¢, x). Por definicién de difeomorfismo todo ¢
tiene un inverso respecto a la composicion. En conclusiém, el conjunto de
difeomorfismos del plano con la composiciéon como operacion tiene estructura
de grupo.

Ejercicio. Prueba que este grupo no es conmutativo.

Dentro de este grupo existen muchos subgrupos interesantes, estudiemos
algunos ejemplos.
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3.2 Grupo de traslaciones

Fijamos un vector v = (vy,v5) € R?\ {0} y consideramos todas las trasla-
ciones del plano que tienen la misma direccién de v,

or(t,x) = (t+ Av,z+Avg), AeR

Es facil comprobar que se cumple ¢y, 0 vy, = @i+, ¥ de aqui se sigue
que la familia {¢) : A € R} forma un grupo uniparamétrico.
3.3 Grupo de dilataciones
oat,z) = (At x), A >0

En este caso se cumple @y, 0 ¢y, = pi,.x, vV de nuevo se comprueba que la
familia {¢) : A > 0} es un grupo.

27



3.4 Grupo de rotaciones

i t .
Escribimos los puntos del plano como vectores colummna < - ) y defini-

mos, para cada ¢ € R, la matriz de rotacion anti-horaria de dngulo 0, R

6] =
cosf) —send . . l
( senfd  cosd ) . La familia de difeomorfismos @y(t,x) = R[0] ( . )

forma un grupo, como se sigue de la identidad

R[0y + 65) = R[61] - R[62].
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En algunas teorias de la Fisica se buscan las ecuaciones maestras im-
poniendo la invariancia por ciertos grupos. Veamos algunos ejemplos muy
simples de esta idea.

Ejemplo 1. Ecuaciones invariantes por el grupo de traslaciones horizontales

Cambios de variable ¢, : { 22 i"‘ A ,AER
dx
htad— ¢
dy dx
1 = a—f(t,x)—f(s—)\,y)

A~

Si imponemos f = f, f(t,z) = f(t — A\, z) VA € R. Esto es equivalente a que
f no dependa de t,

dx
—= = f(z) Ecuaciones auténomas

Ejercicio. Busca la clase de ecuaciones invariante por el grupo de trasla-
ciones verticales.

Ejemplo 2. Ecuaciones invariantes por el grupo de dilataciones

. . s= At
Cambios de variable ¢, : {y:)\x , A>0
dr dy dydt  dr1l
a = A s T as = s =

d )
P = =1 (5050)

Si imponemos f = f, flt,x)=f (% t, % 3:) , VA > 0, encontramos la clase de
funciones homogéneas de grado 0. Recuperamos (méas o menos) la clase de
ecuaciones homogéneas.

Ejercicio. Demuestra que las ecuaciones del tipo
dr x4+t F(t* +27)
dt — t—xF(t2 + 2?)

son invariantes por el grupo de rotaciones. Aqui estamos ignorando la condi-
cion (H3).

29





