TOPOLOGIA 1. Examen del Tema 3
— Grado en Matemadticas. Curso 2013/14 —

Nombre:

1. Probar que cada pareja de conjuntos no son homeomorfos:
(a) R? y RP?.
(b) A={(z,y):y=sen(2),2>0}y B=AU{(0,0)}.
() A= ({0} x (=L1)u([0,1] x{0}) y B = ({0} x (=1,1)) U ([0,1] x {0}).
(d) St x [0,1] y S* x (0,1).
2. Componentes conexas de {1/n:n € N} y R* — {(z,y) e R? : y € {—1,1}}.

3. Estudiar la compacidad de (R, 7,). Caracterizar los subconjuntos compactos.

4. Sea p ¢ R. En X = RU {p} se considera la topologia 7 que tiene por base § =
BuU{(—00,a)U(b,c0)U{p} : a < b}. Estudiar la conexién y compacidad de (X, 7).

Razonar todas las respuestas



SOLUCIONES

1. (a) R? no es compacto pues no es acotado. El plano proyectivo RP? es compacto
al ser cociente de S?, que es compacto.

(b) Si fueran homeomorfos, al quitar de B el punto (0,0), se tendria que B —
{(0,0)} = A es homeomorfo a A menos un punto. El conjunto A es grafo de
una funcién, luego homeomorfo al dominio, a saber, (0,00), que es conexo. Si
le quitamos un punto, nos queda intervalo, luego no es conexo, pero si lo es
B —{(0,0)} = A.

(¢) Supongamos que A es homeomorfo a B. Le quitamos a A dos puntos, a saber,
(0,1) y (1,0). El conjunto que queda es conexo, pues

A—={(0,1),(1,0)} = ({0} x (=1,1)) U ([0, 1) x {0})

que es unién de conexos (ambos son productos de conexos de R) y su inter-
seccién no es vacia, pues contiene a (0,0).

Por otro lado, si a B le quitamos dos puntos, nos queda no conexo, probando
que no son homeomorfos. El tnico punto de B que al quitarlo queda conexo
es (1,0). Si le quitamos otro, queda no conexo.

(d) Elespacio S'x|0, 1] es compacto al ser producto de compactos, pero si S'x (0, 1)
fuera compacto, cada uno de los factores también lo seria, llegando a una
contradiccién pues (0, 1) no lo es (no es cerrado).

2. (a) Los conexos de R son los intervalos, luego los conexos de A = {1/n : n € N}
son los intervalos incluidos en A. Pero los tinicos posibles son los puntos {1/n}.
Por tanto las componentes conexas son los puntos.

(b) Sea B=R?*— {(z,y) € R* : y € {—1,1}}. Se tiene que
B=(Rx (—0c0,—1))U(R x (=1,1) U (R x (1,00)).

Cada uno de los conjuntos de estas uniones es conexo porque es producto de
conexos. También es abierto, al ser producto de abiertos. Hemos conseguido
una particion por abiertos conexos, luego dicha particion es la de las compo-
nentes conexas.

3. El espacio no es compacto: si tomamos R = Uycgr[a, 00), y si fuera compacto, existe
n € N tal que R = [a;,,00) U...U [a;,,00). Pero esta unién es un intervalo de la
forma [a, o), que no es R.



Sea A C R. Tomando el mismo recubrimiento que antes, si A es compacto, se
tendria

A Ca;,00)U...Ula;,,o0) = [am,o0), m=min{a;,...,i,}.
Esto prueba que A estd acotado inferiormente. Veamos que

A es compacto si y sélo si A tiene minimo.

(=) Ya sabemos que tiene infimo. Si dicho infimo « no es minimo, consideramos

AcC U[a—{—%,oo).

neN

Si fuera compacto, A estarfa incluido en un intervalo de la forma o + %, 00) obte-
niendo que o + 1/n(> a) es una cota inferior: contradiccién

(«<=) Supongamos que A estd recubierto por intervalos de la base. Uno de ellos
contendrd al minimo « pues a € A. Esto quiere decir que o C [a;,,00). Como « es
el minimo, de esta inclusién se prueba que A C |a;,, 00), obteniendo el recubrimiento
finito.

Supongamos que A estd acotado inferiormente por a: o < a, Va € A.

. Primero observemos que la topologia inducida en R es la usual. Para ello, una base
de 7 es la interseccién de  con R, obteniendo: 8, U {(—o00,a)U (b,00) : a < b}.
Ya que los conjuntos (—oo, a) U (b, 00) son abiertos en 7,, entonces tenemos /3, junto
con abiertos de 7,. Por tanto, la topologia que genera esta familia de subconjuntos
€es Ty.

Sabemos que (R, 7jg) = (R,7,) es conexo. Por otro lado, p € R: basta darse cuenta
de que todo elemento de la base 8 que contiene a p, a saber, (—oo,a)U (b, 00) U{p},
interseca a R, ya que esta interseccién es justamente (—oo,a) U (b, 00). Como p es
adherente, entonces R U {p} = X es conexo.

El espacio es compacto. Sea X = U;crB; un recubrimiento por abiertos de 3. Sea
ip € I tal que p € By,. Por tanto, B;, es de la forma (—oo, a)U(b, co)U{p}. Entonces
X — B;, = [a,b], que es un compacto porque la topologia inducida de X es la misma
que la de R, que es la usual. Entonces existe n € N tal que [a,b] C B;, U...UB;,.
Esto prueba que X = B; UB;, U...UDB, , obteniendo el recubrimiento por abiertos
buscado.



