TOPOLOGIA I. Examen del Tema 1
— Grado en Matemadticas. Curso 2013/14 —

Nombre:

1. Sea X un conjunto y un subconjunto suyo A C X, que lo fijamos. Definimos
T={0C X:AcCO}U{0}.

(a) Probar que 7 es una topologia en X.
(b) Probar que 3, = {B,} es base de entornos de = € X, donde B, = {z} U A.

(¢) Si C C X, caracterizar el interior y la adherencia de C.

2. En (R? 7,), hallar el interior y la adherencia de

A= Bi((0,0)) — {(0,0)}, B={(z,9) eR*: —-1<y<1}.

3. En R?, consideramos la familia 3 = {(a,b) x {c} : a < b,a,b,c € R}.

(a) Probar que 3 es base de abiertos de una topologfa 7 en R2.
(b) Comparar 7 con 7,.

(c) Dado C' = {0} x R, estudiar cudl es la topologia relativa 7 y si es conocida.

Razonar todas las respuestas



Soluciones

1. Sea X un conjunto y un subconjunto suyo A C X, que lo fijamos. Definimos
T={0CX:ACO}uU{b}.

(a) Probar que T es una topologia en X.

i. ) € 7 por definiciéon y A C X, luego X € .
ii. Si 01,04 € 7, entonces O; D A, luego al intersecar ambas inclusiones,
O1N0OyDANA=A, luego O1NO; € 7.
ili. Si {O; : ¢ € 7}, entonces A C O;,Vi € I. Al hacer uniones en i € I,
A C U;ier0;.

(b) Probar que 3, = {B,} es base de entornos de x € X, donde B, = {z} U A.

En primer lugar, B, D A, luego B, es un abierto, y como x € B,, es un entorno
suyo. Por otro lado, sea U un entorno de z. Entonces existe O € 7 tal que
x € O C U. En particular, A C O. Esto prueba que B, = {z}UA C {z}U0O =
OcU.

(c) Si C C X, caracterizar el interior y la adherencia de C.

Los conjuntos cerrados son F = {F C X : ' C X — A} U{X}. Distinguimos
casos:

i. Si A C C, entonces C' es un abierto, luego int(C') = C. Por otro lado, si F’
es un cerrado no trivial que contiene a C', entonces X — A D F D C' D A.
Esta contradiccion, prueba que C' es trivial, es decir, F = X vy asf C' = X.

ii. Si A ¢ C,y O € 7 no trivial tal que O C C, entonces C' D O D A:
contradiccion. Por tanto, el tinico abierto incluido en C' es el trivial, es
decir, O = §), probando que int(C) = 0. Si F es un cerrado no trivial
conteniendo a C', entonces X — A D F D (] es decir, C C X — A,
probando que C' es cerrado y C = C. En otro caso, es decir, si C' ¢ X — A,
el tnico cerrado es que contiene a C' es el trivial, es decir, X, probando
ahora C' = X.

2. En (R% 7,), hallar el interior y la adherencia de
A= B((0,0)) —{(0,0)}, B={(r,y) eR*: -1 <y <1}

(a) Sabemos que un punto en un espacio métrico (en este caso, R?) es un cerrado,

luego
A= Bi((0,0)) N (R* — {(0,0)},



es decir, interseccion de dos abiertos, luego int(A) = A.

Otra manera es darse cuenta que A = U(a:,y)eS}/2Bl /2(,7y), luego es abierto por
ser unién de conjuntos abiertos.

Otra manera es que dado (z,y) € A, y tomando r = min{y /2% 4+ 3%, 1 —
\/x? + y?} entonces r es positivo (ya que x*+y* & {0,1}) y que B,((z,y)) C A.
Si (7,y) € A, entonces existe {(7,,y,)} C A — (x,y). En particular, 0 < 22 +
y2 < 1. Ya que z,, = = e y, — y, tomando limites obtenemos 0 < x? +y* < 1.
Por tanto, A C {(x,%) : 0 < 22 +y? < 1}. Para probar la igualdad, observemos
que si A, = 1 con 0 <\, <1 (por ejemplo, A\, =1 — 1/n), entonces si (x,y)
satisface 2% + y? = 1, tenemos A\, (z,y) € A, pues |\, ||(z,y)| =\, € (0,1) y

lim A, (2,y) = (z,y) = (z,y) € A.
Para el punto (0,0) basta darse cuenta que
BT(Oa O) N A - Bmin{l,r}(()? 0) - {(07 O)}7

que no es vacio, al ser una bola de R? (que es un conjunto infinito) menos un
punto.

(b) El conjunto R x (—1,1) es abierto pues
R x (=1,1) = Upen(—n,n) x (=1,1) € 7.

Por tanto, int(B) D Rx(—1,1). Veamos que es una igualdad. Para (z,1) € B,
dado B, (z,1), entonces esta bola no esta contenida en B ya que (z,1+17/2) €
B,(z,1) pero (xz,1+r/2) € B. Esto prueba que (z, 1) no es interior. Del mismo
modo se hace para los punto (x,—1).

Para la adherencia, y haciendo un razonamiento como en el caso A (seguimos
la misma notacién), se tendria —1 < y,, < 1. Tomando limites, —1 <y <1, es
decir, B C B, obteniendo pues, la igualdad.

3. En R?, consideramos la familia 8 = {(a,b) x {c} : a < b,a,b,c € R}.

(a) Probar que (3 es base de abiertos de una topologia T en R2.
Si (z,y) € R? entonces (z,y) € (z — 1,z + 1) x {y} € B, probando que
R? = UpesB.
Por otro lado, sean By = (a,b) x {c}, By = (a/,V') x {¢} y (x,y) € By N Bs.
En particular, B; N By # (). Esto prueba que ¢ = ¢. Entonces tomamos

B3 = B; N By = (max{a, a’}, min{b, b'}) x {c}.



(b)

Comparar T con T,.

Tomamos como base de 7, el producto de intervalos abiertos. Entonces dado
B € B,y (x,y) € B, con B = (a,b) x (¢,d), tomamos B’ = (a,b) x {y},
teniendo (z,y) € B’ C B. Esto prueba que 7, C 7.

La otra inclusién no es cierta, pues dado B’ = (0,2) x {0} y (1,0) € B/, si
T C 7, existiria (a,b) x (¢,d) € 5, tal que

(1,0) C (a,b) x (¢,d) € B"=(0,2) x {0}.

En particular, (¢,d) C {1}, una contradiccién ya que el intervalo (c,d) tiene
infinitos puntos.

Dado C = {0} x R, estudiar cudl es la topologia relativa 1 y si es conocida.

Una base de 7j¢ es fic = {BNC : B € B}. La interseccién de B con C o es
vacio o es un punto. Concretamente, dicha base tiene al menos las siguientes
intersecciones:

(=11 x{y})NnC={(0,9)}:y € R}.

Esto prueba que los puntos de C' son abiertos y asi, 7¢ es la topologia discreta.



