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. Probar que S! no es homeomorfo a S*, n > 2.

. Sea un homeomorfismo f : [a,b] — [¢, d] entre dos intervalos cerrados de R. Probar

que f({a,b}) ={c, d}.
. Sea el conjunto X = {a,b,c,d, e}y

7 ={X,0,{a}, {c,d}, {a,¢,d}, {b,c,d,e}}.

Probar que 7 es una topologia y que (X, 7) no es conexo. Hallar las componentes
conexas. Estudiar si el conjunto A = {b,d, e} es conexo.

. Estudidar la conexion de los siguientes espacios, todos ellos dotados de la topologia
euclidea:

(a) {(z,y,2) CR®: 2% +y° = 2%}
(b) {(z,y,2) CR?: 2?2 +y? =1}. {(2,y,2) CR®: 22 +3? = z}.
(c)
(d) *{(I?J)GR2 x-y# 0}
(e) Q x RU{(z,0):x € R}.

(f) {(z,sin(1/z)) : z € (0,+00)} U {(0,0)}.
. Probar que R"*! —S" no es conexo, n > 1 y hallar sus componentes conexas.

. Probar que si D C R", n > 1, es un subconjunto no vacio, conexo y numerable,
entonces D contiene un tnico punto.

. Probar que un subconjunto finito de un espacio métrico con més de un elemento no
€s conexo.

. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Probar que

(X,7) es conexo < VA C X, A # (0, X, se tiene que Fr(A) # 0.

. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A, B C X dos subespacios conexos tales que
AN B # (). Probar que AU B es conexo.
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Estudiar la conexién y las componentes conexas de los siguientes espacios:

(a) {(z,y) € R? : y > z?} es conexo.
(b) Topologias del punto incluido y topologia del punto excluido.

(c) El conjunto de R? formado por los segmentos que une (0,0) con los puntos de
la forma (1, <) junto con el segmento (1, 1] x {0}.

d) X=[-L1llyr={OCX:0¢£0}u{OCX:(-1,1) C O}.

Sea f : X — Y una aplicacion continua y sobreyectiva, donde Y tiene n componentes
conexas. Probar que X tiene al menos n componentes conexas.

Sean A y B dos subconjuntos cerrados no vacios de (X, 7) tales que ANBy AUB
son conexos. Probar que A y B son subespacios conexos.

Si A es un subconjunto abierto, cerrado y conexo de (X, 7), probar que A es una
componente conexa de (X, 7).

Sea A C R"™ un subconjunto conexo, y sea f : A — R una funcién continua. Se
definen los subconjuntos de A x R € R™™! (dotado con la topologfa inducida por
R"™1) por:

G (f)={x,t) eAxR:t> f(x)},G (f) ={x,t) e AxR:t < f(z)}.
Probar que G (f) y G~(f) son abiertos conexos.

Probar que el complementario de un conjunto numerable en R™ n > 2, es conexo.
Concluir que lo mismo ocurre en la esfera S, n > 2.

Probar que el complementario de un subespacio afin en R", n > 2, es conexo si y
s6lo si éste tiene dimensién menor o igual que n — 2.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y sea A C X un subconjunto compacto. Probar
que el conjunto de puntos de acumulacién de A es también compacto.

Sea (X, 7) un espacio topolégico, y sean Ay, ..., A, C X subconjuntos compactos.
Probar que U7_; A; es compacto.

Sean a, b dos elementos no contenidos en un conjunto infinito X. Llamemos X* =
X U{a,b} y consideremos 7 = P(X)U{X*}. Probar que 7 es una topologia en X*,
y que (X*, 1) tiene dos subconjuntos compactos cuya interseccién es no compacta.

Si (X, 1) es Hausforff y A, B C X son subconjuntos compactos, probar que AN B
es compacto. jSeria el resultado cierto si B fuese tan solo cerrado?.
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Sea (X, 7) un espacio topolégico Hausforff y sea { K, },en una sucesion estrictamente
decreciente de compactos no vacios en X. Probar que

(a) K =N, K, es un compacto no vacio.

(b) Si O es un abierto conteniendo a K, entonces existe N € N tal que K,, C O

para todo n > N.

Estudiar la compacidad de los siguientes espacios:

(a) {1/n:n € N}

(b) {(z,sin(1/x)) : 2 € R—{0}; U{(0,p) : y € [-1, 1]}

(¢) {(0,y):y €[-1,1]}U [UneNE((%, 0), ——)|, donde B(p, r) representa la bola

n(n+1)
euclidea de centro p € R? y radio .

Sea X un conjunto y A C X. Se considera en X la topologia 7 = {O Cc X :
A C O} U{0}. Probar que A es compacto pero no A. Si B C X — A, estudiar la
compacidad de By AU B.

En R se considera la topologia 7 generada por {(a,b) : a < b} U{(a,b) NQ : a,b €
Q, a < b}. Demostrar que [0, 1] no es un subespacio compacto de (R, 7).¢

Sea X un espacio de Hausdorff y C7, Cy dos subconjuntos compactos y disjuntos de
X. Probar que existen abiertos disjuntos O, O, € 7 tales que O; D C;.

Sea f : (X1,7) — (X2, 7) una aplicacién entre espacios topoldgicos compactos y
Hausforff. Probar que f es continua si y sélo si Graf(f) es un subespacio cerrado
de (Xl X X2,7'1 X 7'2).

En el intervalo (0, 1) se considera la topologia 7 = {(0,1—1/n) : n € N}U{0, (0,1)}.
Probar que A C (0,1) es compacto en ((0,1),7) siy sélo si sup A < 1.

Sea (X, 7) un espacio topolégico y p & X. Sea X* = X U {p} y 7" = 71U {X*}.
Probar que 7* es una topologia en X* y estudiar si (X*,7*) es compacto. Si (X, 7)
es conexo jes (X* 7%) conexo también?

Sea (X, d) un espacio métrico, A un subconjunto compacto y B C X. Probar que
existe a € A tal que d(a, B) = d(A, B).

Dar un ejemplo de un espacio topolégico (X, 7) y A C X satisfaciendo:

(a) A no es compacto y A si lo es.

(b) A es compacto y A no lo es.



(¢) A es compacto y A 1o 1o es.

(d) A no es compacto y A silo es.



