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. Sea N con la topologia de los divisores y f : N — N una aplicacién. Probar que f es

continua si y sélo si f respecta la divisibilidad, esto es, si n|m, entonces f(n)|f(m).

Sea un espacio topoldgico (X, 7) con la propiedad de que para cualquier espacio
(Y, 7') y aplicacién f: (X,7) — (Y,7'), f es continua. Probar que 7 es la topologia
discreta. De forma andloga, probar que si para todo espacio (Y,7') y aplicacién
f:(Y,7) = (X, 7), f es continua, entonces 7 es la topologia trivial.

Encontrar dos espacios topoldgicos (X, 7) y (Y,7), un subconjunto A C X y una
aplicaciéon f : X — Y de forma que f no sea continua en ningin punto de Ay f4
sea continua.

Sean f,g : (X,7) — (R,7,) dos funciones continuas. Estudiar si los siguientes
conjuntos son abiertos o cerrados:

{reX: flz) <gle)}, {reX: [flz)#g(x)}
{reX:fr)=g()}, {reX:flz)<glr)}

Probar que la aplicacién p : R — S', p(t) = (cos(27t),sin(2nt)) es abierta. Pro-
bar también que plj1y : [0,1) — S' es continua y biyectiva, pero no abierta (en
particular, no es un homeomorfismo).

Sea (R, 7), donde 7 es la topologia a derechas. Caracterizar las aplicaciones contin-
uas de (R, 7) en si mismo.

Se considera en R la topologia de Sorgenfrey 7¢. Estudiar la continuidad de la
aplicacién f : (R, 7s) = (R,7g) dada por f(z) =0siz <0y f(z)=1siz>0.
Estudiar en qué puntos es continua la aplicacién f : (R, 7;) — (R, 7,), f(x) = 22,
donde 7; es la topologia del punto incluido para p = 0.

Se consideran X e Y dos conjuntos, p y ¢ sendos puntos en X e Y respectivamente
y consideramos las topologias del punto excluido 7, y 7,. Probar que f: (X, 7,) —
(Y, 7,) es una aplicacién continua si y sélamente si f(p) = ¢ 6 f es constante.

Establecer un homeomorfismo entre A = (0,1) U [2,3] y (—1,0) U [3,4].
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Probar que toda aplicacién biyectiva f : (X, 7¢r) — (X, Tor) es un homeomorfismo.
Probar que la esfera S* es homeomorfa a cualquier elipsoide de R3.
Probar que R? es homeomorfo a R x (0, +00).

Probar que cualquier transformacion afin f : R® — R™ es continua. Como con-
secuencia, probar que dos subespacios afines de R™ con la misma dimensién son
homeomorfos.

Hallar un homeomorfismo entre R? — {(0,0} y S* x (a,b), a < b.

Establecer un homeomorfismo entre {(z,y) € R* : y = 2?} U {(z,y) € R?* : y =
v +1}y {(0,y) ry e R}U{(L,p) 1y € R}

Probar que el cono {(z,y,z) € R® : 22 +y* = 22, 2 > 0} es homeomorfo al cilindro

St x R.
Probar que S? — {(0,0,£1)} es homeomorfo al cilindro S' x (—1,1).

Sean en R las topologias 71 y 75 del punto excluido para p =1y ¢ = 2, respec. En
(R?, 71 X 73), hallar el interior y la adherencia de la diagonal principal.

Sean dos espacios topoldgicos (Xi,71) y (Xz2,72). Se considera un subconjunto
abierto A C X; x X, en la topologia producto. Para cada z; € X; se define

Ay ={12 € Xy (x1,29) € A}

Probar que A, es un abierto de X,. Dar ejemplos de subconjuntos de R? tales que
A no es abierto pero A, si es abierto para cada x € R.

Sea X = {a,b} y7 = {0, X, {a}}. Hallar la adherencia del conjunto A = {(a,a), (b,b)}
en (X x X, 7 x7).

En R, sea 75 la topologia de Sorgenfrey y 7;, la topologia del punto incluido para p =
0. En el espacio (R x R, 7¢ X 7;,,), hallar el interior y la adherencia de A = {(z,y) €
R?:0 < z < 1}. Estudiar la continuidad de la funcién f : (RxR, 75X 7i,) — (R, 7i,)
dada por f(z,y) = x.

Se considera en R la topologia 7s que tiene por base Sg = {[a,b) : a < b,a,b € R}
y a4 la de base 83 = {[a,00) : a € R}. En el producto (R x R, 7¢ x 74) probar que
el conjunto D = {(z,x) : € R} es homeomorfo a (R,7s) y A = {(z,—x) : v € R}
tiene la topologia discreta.
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Sea f = {[a,0) : a € R} y 7 la topologia que genera en R. Calcular el interior y
adherencia del conjunto A = {(z,0) : x €e R}U{(0,2) : z € R} en (R xR, 7, X 7).

Sea un espacio topolégico (X, 7) y sea A = {(z,z) € X x X : x € X}. Establecer
un homeomorfismo entre (X, 7) y (A, (7 x 7)14). Estudiar cudndo A es abierto en
(X x X, 7 x 7).

Sean (X, 7,) e (Y, 7;) dos espacios topolégicos con las topologias del punto excluido
para p € X y q € Y respectivamente. En X x Y se considera la topologia 7, ,) del
punto excluido para el punto (p,q) € X x Y. Estudiar la relacién entre 7, x 7, y
T(pq) ¥ Si la aplicacion f: (X xY,74,4)) = (X xY,7, x 7)) dada por f(z,y) = (,q)
es continua.

En R" se considera la relacién de equivalencia xRy < |z| = |y|. Probar que R"/R
es homeomorfo a [0, 4+00).

& _ oy

EnR"—{(0,...,0)}, n > 2, se considera la relacién de equivalencia x Ry < =T

Probar que el espacio cociente es homeomorfo a S"1.

Sea m € R un niimero fijo y la relacién R en R? dada por (z,y)R(2,y') siy' —ma’ =
y — mx. Probar que R?/R = R.

Sea (X, 7) un espacio topolégico Haussdorff f: X — X un homeomorfismo tal que
fof=1x. Se define en X la relacién xRz’ si son iguales o 2’ = f(x). Estudiar si
X/R es Haussdorff.

En R? se define la relacién de equivalencia (z,y,2)R(2,y/,2) si (z,y) = (2,v).
Probar que R*/R =~ R?.

En R se considera la relacion de equivalencia R definida por xRy si y sélo si x =y
o x,y € Q. Estudiar si el espacio cociente es Hausforff.

Sea X un espacio topolégico. En X x R se considera el conjunto Y = (X x {0}) U
(X x {1}) y la relacién de equivalencia en Y dada por (z,t)R(2't') si x = 2/. Probar
que el espacio cociente Y/R es homeomorfo a X.



