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Capitulo 1

Espacios topolégicos

1.1 Definicion, bases de topologia y de entornos

Definicién 1.1.1 Un espacio topoldgico es un par (X, 7), donde X es un conjunto
y 7 es una familia de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

1. Los conjuntos ) y X pertenecen a .
2. Si{0;;i €1} C 1, entonces |J;,c; 0; € 7.

3. 51 01,09 € 7, entonces O1 N Oy € T.

A 1 se llama la topologia de (X, 7). Los elementos de T se llaman conjuntos abiertos
de (X, T) o simplemente abiertos.

Definicién 1.1.2 Sea (X, 7) un espacio topolégico y F C X. Se dice que F es un
conjunto cerrado st X — F € 1. Se denota por F el conjunto de todos los cerrados
de un espacio topoldgico.

Proposicién 1.1.3 1. Los conjuntos ) y X son cerrados.

2. Si{F;}ier C F, entonces (\,c; Fi € F.

iel

3. 81 Fi, F, € F, entonces F1 U Fy € F.

Teorema 1.1.4 Sea un conjunto X y C una familia de subconjuntos de X con las
siguientes propiedades:
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1. 0, X eC.
2. Si{Fi}ier CC, entonces (\,c; F; € C.
3. Si Fi, F5 € C, entonces F1 UF, € C.

Entonces existe una unica topologia 7 en X de forma que F = C.

Definicién 1.1.5 Sea X un conjunto y 7 y 7o dos topologias en X. Se dice que 1
es mds fina que Ty st Ty D To. Se dird también que T es menos fina que 1.

Definicién 1.1.6 Una base de la topologia (o base de abiertos) de (X,T) es un
subconjunto B C 7 tal que todo conjunto abierto es union de elementos de [3: para
cada O € T existe un conjunto de indices I, tal que

O:UH&,&eﬁ
La definicién es equivalente a la siguiente
Definicién 1.1.7 Una familia B de subconjuntos de X es base st

1. pCr.

2. Para cada abierto O y para cada x € O existe B € 8 tal que v € B C O.

Proposicién 1.1.8 Sea 5 una base de un espacio (X, 7). Entonces

1. Sea A C (X, 7). Entonces A € T sii para cada v € A existe B € ( tal que
r e BCA.

2. Si 8 es una base y O € 7, entonces B = {B; B € B} U{O} es una base de 7.
3. X = UpesB.
4. Si By, By € 8 yx € BiN By, entonces existe By € B tal que x € By C B1N Bs.

Teorema 1.1.9 Se considera un conjunto X y una familia B de subconjuntos de X
que satisface las dos siguientes propiedades:

1. X =UpesB.
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2. Si By, By € pyx € BiNB,y, entonces existe By € 3 tal que x € By C B1NBs.

Entonces existe una unica topologia T que tiene como base a . Se dird que la
topologia T estd generada por 3 y se escribird T([3).

Proposicién 1.1.10 Sea un conjunto X con dos topologias T y 7. Supongamos
que 3 es base de T tal que 5 C 7'. Entonces T C 7'.

Definicién 1.1.11 Sean dos bases 31, (o para topologias 71 y To respectivamente.
Se dice que las bases B1 y Py son equivalentes si Ty = To.

Teorema 1.1.12 (Criterio de Hausdorff) Dadas dos bases 51 y o para sendas
topologias 7 y T en un conjunto X, son equivalentes los dos siguientes enunciados:

1. T — To.
2. e Para todo By € By, * € B; existe By € 5 tal que x € By C Bj.
(:> T1 CTQ).

e Para todo By € By y x € By existe By € (1 tal que x € By C Bs.
(:> D) CTl).

Definicién 1.1.13 Una familia de subconjuntos S de X se dice que es una subbase
de T si
B(S) = {intersecciones finitas de elementos de S}

es una base de 7.

Proposicién 1.1.14 Sea un conjunto X y una familia de subconjuntos S de X.
Entonces S es una subbase para una cierta topologia 7.

Definicién 1.1.15 Sea un espacio topolégico (X, 7) y x € X. Un conjunto U C X
se llama entorno de x si existe O € T tal que x € O C U. Al conjunto de todos los
entornos de x se llama sistema de entornos y se denota por U,.

Proposicién 1.1.16 Sea un espacio topoldgico (X,7) y A C X. Entonces A es un
conjunto abierto si y solamente si A es entorno de todos sus puntos.

Proposiciéon 1.1.17 1. S1U,U; € Uy, entonces Uy NUy € U,,.
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2. 51U el, yV DU, entonces V € U,.
3. Sea U € U,. Existe W € U, tal que U € U, para todoy € W.

Teorema 1.1.18 Sea X un conjunto y para cada x € X se tiene asignada una
familia V, de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

1. x € V para cada V € V,.

2. SiVi, Vo €V, entonces ViNVy € V,.

3. 85U eV, yV DU, entonces V € V,.

4. Para cada U € V,, existe W € V, tal que U € V, Yy € W.

Entonces existe una unica topologia en X cuyo sistema de entornos U, coincide con
Ve

Definicién 1.1.19 Sea un espacio topoldgico (X, 7). Un subconjunto (B, de U, es
base de entornos de x si para cada U € U, existe V € [, tal que V C U.

Proposicion 1.1.20 Propiedades de base de entornos:

1. x € V para cualquier V € (.

2. SiVi, Vo € B, existe V3 € (B, tal que V3 C Vi N V.

3. StV e B, ewiste Vi € B, tal que para cada y € Vy existe V, € B, con
yeV,CV.

Teorema 1.1.21 Sea un conjunto X tal que para cada x € X existe una familia v,
de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

1. x € V para cualquier V € ~,.

2. SiVh, Vo € ,, existe V3 € 7, tal que V3 C Vi N V5.

3. 51V € ny,, existe Vo € v, tal que para cada y € Vp, existe V,, € v, con
yeV,CV.

Entonces existe una unica topologia en X de forma que v, es una base de entornos
para cada x € X.



1.1. DEFINICION, BASES DE TOPOLOGIA Y DE ENTORNOS 9

Teorema 1.1.22 (Criterio de Hausdorff) Sea un conjunto X y para cadax € X
sean (L, B2 dos bases de entornos para sendas topologias T\ y T». Entonces son
equivalentes los siguientes enunciados:

1. La topologia T coincide con Ts.

2. e Para cadax € X yVy € BL, existe Vo € 52 tal que Vo C V.
e Para cada v € X y Vo € 82, existe V; € B tal que V; C Vs.

Proposicién 1.1.23 Dado A C X, son equivalentes los siguientes enunciados:

1. El conjunto A es abierto.
2. Para cada x € A, A € U,.
3. Para cada x € A, existe U € U, tal que U C A.
4. Para cada x € A, existe V € B, tal que V C A.

Definicién 1.1.24 Un espacio (X, T) se llama Hausdorff si para cada x # y existen
sendos entornos U y V tales que UNV = ().

Definicién 1.1.25 Sea un espacio topoldgico (X, T) y A un subconjunto suyo. Se
llama topologia relativa o inducida en A por 7 a la familia

1A ={0NA;0 €T}
Se dirda que (A, 74) es un subespacio topologico de (X, 7). Se denotard al conjunto

de todos los cerrados por Fia y a la familia de entornos de un punto a por Ur.

Proposicién 1.1.26 Sea un espacio topoldgico (X,7) y A, B subconjuntos de X
tales que B C A. Entonces
7B = (74) p-

Teorema 1.1.27 1. Fla={FNAF¢cF}.

2. Si f es una base de la topologia T, entonces B4 = {BNA; B € B} es una base
de la topologia 4.

3. Sia € A, los entornos de a en (A, 74) son U = {UN AU € U,}.
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4. Si B, es una base de entornos de a € A para la topologia T, entonces 2 =
{BNA;B € B} es una base de entornos de a en T4.

Proposicién 1.1.28 Sea un espacio topolégico (X,7) y A C X.

1. Sea O C A. Si O €71 (resp. O € F), entonces O € 14 (resp. O € Fla).

2. Sea A€t (resp. € F)yO €14 (resp. O € Fja). Entonces O € T (resp.
OeF).

1.2 Espacios métricos. La topologia de R"

Definicién 1.2.1 Una distancia en un conjunto X es una aplicaciond : X x X — R
que posee las siquientes propiedades:

1. d(z,y) > 0,Vx,y € X yd(z,y) =0 siy sélamente si x = y.
2. d(x,y) = d(y,x), Y,y € X (propiedad simétrica).

3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y), Yz,y,z € X (desigualdad triangular).

Al par (X, d) se llama espacio métrico y d es su distancia o su métrica.

Definicién 1.2.2 Una bola de centro v € X y radio r > 0 es B.(z) = {y €
X;d(z,y) <r}.

Teorema 1.2.3 En un espacio métrico (X,d), el conjunto

B ={B.(z);r >0,z € X}

es una base para una cierta topologia T. A esta topologia la se llamard la topologia
mducida por la distancia d.

Una base de entornos de x es 5, = {B,.(x);r > 0}.

Definicién 1.2.4 Sea X un conjunto y d y d dos distancias. Se dicen que d y d’
son equivalentes si las topologias que generan son las mismas.
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Corolario 1.2.5 Sea un conjunto X con dos distancias di y ds. Para cada punto
x € X se considera Bt = {Bl(x);r > 0} y 82 = {B%(z);r > 0}. Entonces las
distancias son equivalentes sii para cada x € X y

e para cada B} (x) € BL, eriste s > 0 tal que B%(x) C Bl(x).
e para cada B2(x) € 32, existe s > 0 tal que Bl(x) C B?(x).
Corolario 1.2.6 Sean dos distancias dy, dy en un conjunto X. Supongamos que

existen constantes k,l > 0 tale que kdy < dy y ldy < dy. Entonces di y dy son
distancias equivalentes.

Proposicién 1.2.7 Sea un espacio métrico (X,d) y 7 su topologia. Sea A C X, da
la distancia inducida en A y 74, la topologia determinada por da. Entonces

TIA = Tdy-
Definicién 1.2.8 Una sucesion {,}nen en un espacio métrico (X,d) es conver-
gente a x € X si
Ve >0 Jv € N tal que sin > v,d(x,,z) < €.
FEscribiremos en tal caso, limy,_oo{Tn}nen = ¢, 0 {Tp}neny — . A x se llama limite

de la sucesion.

Proposicién 1.2.9 Sea un espacio métrico (X,d), una sucesion {x,}neny y z € X.
Son equivalentes los siguientes enunciados:

1. La sucesion es convergente a x.

2. Para cada O € T con x € O, existe v € N tal que x, € O, Vn > v.
3. Para cada B € 8 con x € B, existe v € N tal que x, € B, Vn > v.
4. Para cada U € U,,, existe v € N tal que x, € U, Yn > v.

5. Para cada V € B,, eniste v € N tal que x, €'V, ¥n > v.

Proposicién 1.2.10 En un espacio métrico, el limite de una sucesion es unico.
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Definicién 1.2.11 La distancia usual en R™ es

La topologia asociada se llama la topologia usual de R™, o topologia euclidea. Esta
distancia es equivalente a las siguientes dos:

di((z1, ), () = Dl — wil.
i=1
d2<<x1a s 7xn)7 (ylv <o 7yn)> - maX{|xi - yz|7 1 S { S TL}

Proposicién 1.2.12 Sea una sucesion {a,}nen en R™ y a € R™. Supongamos que

an, = (a},...,ay) ya=(ay,...,an). Son equivalentes:

1. La sucesion {a,}nen converge a a.

2. Para cada i =1,...,m, {al'}nen converge a a;.

1.3 Operaciones con subconjuntos

Definicién 1.3.1 Sea un espacio topoldgico (X,7) y AC X yx € X. Se dice que

1. x es un punto interior de A si existe un entorno U de x tal que U C A.
2. x es un punto exterior de A si existe un entorno U de x tal que U C X — A.

3. x es un punto frontera de A si para todo entorno U de x, UNA # 0 y
UN(X —A) #0.

1. Elinterior de A es int(A) A= {z € X;x es interior de A }.
2. El exterior de A es ext(A) = {x € X;x es exterior de A }.

3. La frontera de A es Fr(A) = {x € X;z es frontera de A }.

Proposicién 1.3.2 1. X = Uext(A) U Fr(A) y es una union disjunta.
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2. A= ext(X — A).
3. ext(A) = int(X — A).
4. Fr(A) = Fr(X — A).

Proposicién 1.3.3 Sea un espacio topoldgico (X,7), A C X yx € X. Entonces

x 6:21 sii se da alguna de las siguientes propiedades:

1. existe O € T tal que x € O C A.
2. existe B € § tal que x € B C A.

3. existe V € B, tal que V C A.

Proposicién 1.3.4 1. X= X, 6): 0.
2. SiAC B, ACB.
3. int(AN B) —AN B.
4. AU BC int(AU B).

o

5. int(A) =A.

Proposicién 1.3.5 Sea (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Entonces:

o

1. A=U{O e ;0 C A}.

2. A es el mayor conjunto abierto contenido en A.

Definicién 1.3.6 Sea un espacio topolégico (X,7), AC X yx € X. Se dice que x
es un punto adherente de A si para todo entorno U € U,, U N A # 0. El conjunto
de X formado por todos los puntos adherentes de A se llama adherencia de A o la
clausura de A y se denotard por A.

Proposicién 1.3.7 Sea un espacio topoldgico (X,7), A C X yx € X. Entonces
x € A siy solamente se da alguna de las siguientes propiedades:

1. para cada O € 7 tal que v € O se tiene ON A # ().
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2. para cada B € (B tal que x € B, se tiene BN A # ().

3. para cada 'V € B, se tiene VA # (.
Proposicién 1.3.8 Sea un espacio topolégico (X, 1) y A, B C X. Entonces:

1. A=A UF(A) = AU Fr{A).
2. Fr(A)=ANX — A.

5 0=0, X=X

6. Si B C A, entonces B =BnA.
7. Si A C B, entonces A C B.

8. AUB=AUB.

9. ANBC ANB.

10. A=A

Proposicién 1.3.9 Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico (X, T).

1. A=N{FeF,AcCF}.

2. A es el menor conjunto cerrado que contiene a A.

Proposicién 1.3.10 Sea A C (X, 7).

1. Aer siiint(A) = A.
2. Ae Fsii A=A

Proposicién 1.3.11 Sea un espacio métrico (X,d), AC X yx € X,

1. x €A si eviste r > 0 tal que B.(z) C A.
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2. € A si para todo r > 0, B,(z) N A # 0.
Teorema 1.3.12 1. x Ejl sii para cualquier sucesion {x, }neny — , existe v € N
tal que sin > v, x, € A.

2. x € A sii existe una sucesion {a, }nen C A tal que lim,_oo{a,} = .

Proposicién 1.3.13 Sea un espacio métrico (X,d), A C X yx € X. Definimos la
distancia de x al conjunto A mediante

d(z, A) = inf{d(z,a);a € A}.

Entonces A = {z € X;d(z,A) =0}.



16

CAPITULO 1. ESPACIOS TOPOLOGICOS



Capitulo 2

Aplicaciones entre espacios
topologicos

2.1 Continuidad y caracterizaciones

Definicién 2.1.1 Una aplicacion f: (X, 7) — (Y,7') es continua en x € X si para
cada V' € Z/{}(m), existe U € U, tal que f(U) C V'. Si f es continua en todo punto
de X, se dice que f es continua en X.

Proposicién 2.1.2 Sea considera una aplicacion f: (X, 7) — (Y, 7). Son equiva-
lentes:

1. La aplicacion f es continua en el punto x.
2. Para todo V' € 5}(1) existe U € 3, tal que f(U) C V.

3. Para cada B' € (' tal que f(x) € B, existe B € 8 con x € B tal que
f(B) C B.

Proposicién 2.1.3 Una aplicacion [ : (X,7) — (Y,7') es conlinua sii para cada
Oer, f[FYO) erT.

Teorema 2.1.4 Sea una aplicacion f : (X, 7) — (Y, 7') entre dos espacios topoldgicos.
Son equivalentes los siguientes enunciados:

1. La aplicacion f es continua en X.

17
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2. f71O") € 7 para cada O' € T'.

3. f7Y(F") € F para cada F' € F'.

4. f(A) C f(A) para cada A C X.

5. Si B es una base de 7', entonces para cada B' € B, f~Y(B') € T.
Proposicién 2.1.5 Sea una aplicacion f: (X, 7) — (Y, 7)) y x € X. Son equiva-
lentes los siguientes enunciados:

1. f es continua en x.

2. Para cada U € Uy, [ (U,nv) = (Y, 7') es continua en x.

3. Eziste U € U, tal que f: (U, ) — (Y, 7') es continua en x.

4. Eziste un abierto O, con x € O, tal que f : (O,70) = (Y,7') es continua en

xZ.

Proposicion 2.1.6 Mas propiedades de aplicaciones continuas.

1. Las aplicaciones constantes son continuas.
2. La aplicacion identidad 1x : (X, 7) — (X, 7) es continua.

3.8 f: X =Y yf:Y — Z son dos aplicaciones continuas, entonces g o f :
X — Z es continua.

4. La aplicacion inclusion i : (A, 74) — (X, 7) es continua.

Teorema 2.1.7 Sean espacios topoldgicos (X, 1), (Y,7) yAC X y BCY. Con-
sideramos una aplicacion f : (X,7) — (Y, 7). Entonces

1. Si f es una aplicacion continua, entonces la restriccion de f a A, fia :
(A, 1ia) = (Y, 7'), es continua.
2. Supongamos que Im(f) C B. Entonces f : (X,7) — (B, 7'|p) es continua.

5. Si [ es continua, entonces fia : (A, 7a) = (f(A),7/;4)) es continua.
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4. Si f es continua en todo punto de A, entonces fla es continua.

Teorema 2.1.8 Sea una aplicacion f : (X,7) — (Y,7') y supongamos que X =
AU B, donde A,B € 7 (resp. A,B € F). Supongamos ademds que fla y fig son
aplicaciones continuas. Entonces [ es una aplicacion continua.

Proposicién 2.1.9 Sean f,g: (X,7) — R dos aplicaciones continuas. Entonces:

1. f+g vy fg son continuas.
2. Af es continua con X € R.

3. f/g es continua en todos los puntos x € X tales que g(x) # 0.

Teorema 2.1.10 Una aplicacion [ : (X,d) — (Y,d') entre espacios métricos es
continua en x sii “Si {x, }nen €s una sucesion convergente a x, entonces la sucesion

{f(xn)}nen es convergente a f(x)’”.

Definicién 2.1.11 Una sucesion {, }nen en un espacio topolégico (X, 7). Se dice
que {x, tnen converge a x € X, y escribiremos {x, fnen — x st para todo U € U,,
existe v € N tal que x,, € U para n > v.

Proposicién 2.1.12 Sea una aplicacion f : (X,7) = (Y;7') yx € X. Si f es
continua en x, entonces para cualquier sucesion {T,}nen convergente a x se tiene
que {f(zn)}nen converge as f(z).

2.2 Aplicaciones abiertas y cerradas. Homeomor-
fismos

Definicién 2.2.1 Una aplicacion f : (X, 1) — (Y, 7') entre dos espacios topoldgicos
se llama homeomorfismo si es una aplicacion biyectiva y tanto f como su inversa
71 son continuas. Se escribird (X,7) = (Y, 7).

Se dice que un espacio topoldgico (X, T) es homeomorfo a otro espacio (Y,7') si
existe un homeomorfismo entre (X, 7) e (Y, 7).

Proposicion 2.2.2 1. La aplicacion identidad es un homeomofismo.
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2. La aplicacion inversa de un homeomorfismo es un homeomorfismo.
3. La composicion de dos homeomorfismos es un homeomorfismo.

Teorema 2.2.3 Se considera una aplicacion biyectiva f : (X,7) — (Y,7'). Son
equivalentes:

1. f es homeomorfismo.

2. f es continua y f(O) € 7' para cualquier O € T.

3. f es continua y f(F) € F para cualquier F € F.

4. f(A) = f(A) para cualquier subconjunto A de X .

5. f es continua y f(U) es entorno de f(x) para cualquier entorno U de x € X.

Corolario 2.2.4 Sea una aplicacion biyectiva f : (X, 7) — (Y,7') entre espacios
topologicos. Entonces son equivalentes:

1. f es homeomorfismo.
T ={f(0);0 € 1}.
F' ={f(F);F € F}.

Si 3 es una base de T, entonces f(f) es base de 7.

Si B, se base de entornos de x € X, entonces f(5,) es una base de entornos
de f(x) para cada x € X.

6. Uy = {f(U);U €Uy}

Proposicién 2.2.5 Sea f : (X,7) — R™. Para cada x € X, se considera f(x) =
(fi(x),..., fu(x)), donde f; = p; o f, con p; : R — R la i-ésima proyeccion. En-
tonces la aplicacion [ es continua sii las aplicaciones f; son continuas Vi.

Proposicién 2.2.6 Sea un homeomorfismo f(X,7) — (Y,7") y A C X. Entonces
fia (A, 114) = (f(A), 7' 5a)) es homeomorfimo.

Definicién 2.2.7 Una propiedad topoldgica o un invariante topolégico es una propiedad
P de forma que si un espacio topoldgico (X, T) satisface P, entonces todos los espa-
cios topologicos homeomorfos a X también la satisface.
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Definicién 2.2.8 Un embebimiento es una aplicacion f : (X, 7) — (Y, 7') entre dos
espacios topologicos tal que

fo(X,m) = (f(X), T )5x))

es un homeomorfismo. Se dird entonces que X esta embebido en Y mediante f.

Proposicién 2.2.9 Se considera un embebimiento f: (X,7) — (Y,7') y un home-
omorfismo g : (Y,7') = (Z,7"). Entonces go [ es un embebimiento.

Proposicién 2.2.10 Sea un espacio topoldgico (X, 7) y A un subconjunto suyo con
una topologia T'. Entonces la aplicacion inclusion i : (A, 7') — (X, 7) es un embe-
bimiento sii 7' = T)4.

Definicién 2.2.11 Una aplicacion f(X,7) — (Y, 7') se llama abierta (resp. cer-
rada) si f(O) € 7' YO € 7 (resp. VF € F).

Proposicién 2.2.12 Sea una aplicacion abierta f : (X,7) — (Y,7) y z € X.
Entonces para cada U € U, f(U) € Ll}(x).

Teorema 2.2.13 Sea una aplicacion f: (X, 7) — (Y, 7). Son equivalentes:

1. f es una aplicacion abierta.

2. f(;l) C it (f(A)), para cualquier A C X.

3. Si B es una base de T, entonces f(B) € 7', para cada B € j3.
4. Para cada x € X yU € U,, existe V € U}(I) tal que V- C f(U).

5. Para cada x € X yU € Uy, f(U) es entorno de f(x).

Corolario 2.2.14 Sea una aplicacion biyectiva f : (X, 7) — (Y, 7'). Entonces f es
homeomorfismo si y sélamente si para todo A C X se tiene f(;l) =int (f(A).

Teorema 2.2.15 Sea una aplicacion f : (X,7) — (Y,7'). Entonces f es cerrada
sit f(A) C f(A), para cualquier A C X.
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Proposicion 2.2.16 Sean las aplicaciones proyecciones p; : R" - R, 1 <1i < n,

pi(T1, ..., 20) = 14
Entonces p; es una aplicacion abierta pero no es cerrada.

Proposicién 2.2.17 Se considera f: X =Y yg:Y — Z aplicaciones entre tres
espacios topologicos.

1. Si f y g son aplicaciones abiertas (resp. cerradas), entonces g o f es abierta
(resp. cerrada).

2. Sigof esuna aplicacion abierta (resp. cerrada) y [ es sobreyectiva y continua,
entonces g es abierta (resp. cerrada).

3. Sigo f es una aplicacion abierta (resp. cerrada) y g es inyectiva y continua,
entonces f es abierta (resp. cerrada).

2.3 Topologia producto

Proposicién 2.3.1 Sean dos espacios topoldgicos (X1,m1) y (X2, T2) y consideremos
la familia de subconjuntos de Xy x Xy formada por

TL X Ty = {01 X 02;01 € Tl,OQ € TQ}.

Entonces 11 X 15 es base de una topologia en el conjunto X; X Xo. La topologia en
X1 X Xy que tiene por base 11 X 15 se llama topologia producto de T y 75 y se notard
de nuevo por T, X Ty.

Proposicion 2.3.2 1. Si By y Pa son bases de 71 y o respectivamente, entonces
b1 X By es una base de la topologia T4 X To.

2. Sean x1 € Xy, x5 € X y U;l, L{x22 los respectivos sistemas de entornos. En-

tonces Z/lg}1 X Z/{a?2 es base de entornos del punto (x1,x2) en la topologia Ty X T5.

3. Sean bases de entornos BL , B2. de x1 e xo respectivamente. Entonces BL x 32
1’ xTo 1 X2

es una base de entornos del punto (x1,x3) en la topologia T X To.

Proposicién 2.3.3 Sean dos espacios topologicos (X1,11) vy (Xo,72) y A C Xy,
B C X5. Entonces:
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1. inf(A x B) =A x B.
2. Fr(A x B) = (Fr(A) x B)U (A x Fr(B)).
3. Ax B=Ax B.

4. Tija X g = (11 X 7'2)|AxB'

Teorema 2.3.4 Se consideran los espacios euclideos (R™, 1)) y (R™, 7)) con sus

Y u

topologias usuales. Si denotamos por "™ la topologia usual de R™™  entonces

n m __ _n+m
Tu XTu —Tu

estamos identificando R™ x R™ y R™™™ como conjuntos).
Yy )

Proposicion 2.3.5 Sean dos espacios métricos (X1,dy) y (Xa,da). En el conjunto
X1 x Xy se define la distancia producto d mediante

d((w1,91), (T2, 92)) = di(z1,22) + da(y1,Y2).

Entonces la topologia producto de dos espacios métricos (Xi1,d1) y (Xa,d2) es la
topologia inducida por la distancia producto.

Definicién 2.3.6 Se definen las aplicaciones proyecciones como las aplicaciones
pi - X1 X Xo — X;,1=1,2, dadas por

pi(T1,22) = ;.

Entonces las aplicaciones proyecciones son continuas y abiertas.

Teorema 2.3.7 La aplicacion f: X — X1 x Xy es continua sii p;o f,i=1,2, son
continuas.

Corolario 2.3.8 Sean dos aplicaciones f; : X — X;, i = 1,2. Definimos la evalu-
acion de fi y fo como la aplicacion e(f1, fa2) : X — X3 x Xy dada por

e(f1, fo)(x) = (fi(z), f2(x)).

Si las aplicaciones fi, fo son continuas, entonces e(f1, f2) es continua.
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Teorema 2.3.9 Sean (X;,7;), (Yi,7/) i = 1,2 cuatro espacios topolégicos y f; :
X, = Y, i = 1,2 dos aplicaciones. Se define la aplicacion producto fi X fo :
X x X9 =Y, XYy como

(f1 X f2) (w1, 22) = (fi(21), fo2)).

1. f1 X fy es continua sit fi y fa son continuas

2. fi1 X fa es homeomorfismo sii f1 y fo son homeomorfismos.

Corolario 2.3.10 Sean dos espacios topoldgicos (X1, 1), (X2, 7). Entonces tanto
X1 como Xo se pueden embeber en X1 X Xs.

Corolario 2.3.11 Sea una aplicacion continua f : (X, 7) — (Y, 7'). Entonces X se
embebe en X XY como el grafo de la aplicacion f.

Corolario 2.3.12 Sea un espacio topoldgico (X, ). Entonces X se embebe en X X
X como el conjunto A = {(z,z) € X x X;z € X}.

2.4 Topologia cociente

Consideramos una relaciéon de equivalencia R en un conjunto X. Denotamos por
X/R el conjunto cociente y a la clase de z € X por [z]. Seap: X — X/R la
aplicacién proyeccién sobre el conjunto cociente, es decir, p(z) = [xz].

Definicién 2.4.1 Dado un espacio topologico (X, T) y una relacion de equivalencia
R en X, se define la topologia cociente en X/R como

7/R={0 C X/R;p ' (O) € 7}.

La R-saturacién de A de un subconjunto A C X es R[A] = p~!p(A), es decir,
R[A] ={z € X;3y € A, zRy}.
El conjunto A se llama R-saturado si A = R[A]. Entonces

7/R = {p(0);0 € 1, R[O] = O}.
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Proposicién 2.4.2 1. La aplicacion proyeccion p : (X,7) — (X/R,7/R) es
continua.

2. La topologia T/R es la topologia mds fina que eziste en X/R que hace que la
aplicacion p sea continua.

3. Una aplicacion f: (X/R,7/R) — (Y,T') es continua sii f op es continua.

Definicién 2.4.3 Sea una aplicacion sobreyectiva f : (X, 7) — Y. Se llama topologia
final en'Y determinada por f a la familia

T(f)={0CY;f(0) e}

Definicién 2.4.4 Una identificacion f : (X,7) — (Y,7') es una aplicacion so-
breyectiva tal que 7" = 7(f).

Proposicién 2.4.5 1. Sea una identificacion f : (X,7) — (Y,7(f)). Entonces
7(f) es la topologia mas fina en'Y que hace continua a la aplicacion f.

2. Sea una identificacion f : (X, 1) — (Y, 7(f)) vy g : (Y, 7(f)) = (Z,7') una
aplicacion. Entonces g es continua sii g o f es continua.

3. La composicion de identificaciones es una identificacion.

4. Sea una identificacion f : (X,7) — (Y, 7(f)) vy g : (Y,7(f)) — (Z,7") una
aplicacion de forma que g o f es una identificacion. Entonces g es una iden-
tificacion.

5. Sea una aplicacion inyectiva f: (X, 1) — (Y,7'). Entonces [ es una identifi-

cacion sit st f es un homeomorfimo.

Proposicién 2.4.6 Sea una aplicacion continua f : (X, 7) — (Y,7'). En cualquiera
de los siguientes casos, f es una identificacion:

1. f es sobreyectiva y abierta.

2. f es sobreyectiva y cerrada.

3. Existe una aplicacion continua s : Y — X tal que fos = 1y.

Corolario 2.4.7 Una aplicacion continua y sobreyectiva de un espacio compacto en
un espacio Hausdorff es una identificacion.
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Proposicién 2.4.8 Sea f: X — Y wuna aplicacion entre conjuntos.

1. La relacion “xRsx' si f(x) = f(2')” es una relacion de equivalencia.
2. La aplicacion f : X/Ry — Im(f) dada por f([x]) = f(z) es biyectiva.
3. Se tiene f =io fop, dondei: Im(f) —Y.
Teorema 2.4.9 Sea una aplicacion f : (X,7) — (Y,7') y f : (X/Ry,7/Ry) —

(Y,7'), dada por f([z]) = f(zx). Entonces f es un homeomorfismo sii f es una
identificacion.

Corolario 2.4.10 Sea una aplicacion continua y sobreyectiva f : (X, 1) — (Y, 1),
donde (X, T) es un espacio compacto e (Y, 7') es un espacio Hausdorff. Entonces
X/Ry es homeomorfo a Y.

Teorema 2.4.11 Sean dos espacios topolégicos (X,7) e (Y,7') con sendas rela-
ciones de equivalencias R y R'. Sea una aplicacion f : X — Y con la siguiente
propiedad:

si x1Rxo entonces f(x1)R' f(xq).

Sea la aplicacion f : (X/R,7/R) — (Y/R',7'/R') tal que p' o f = f op. Entonces:

1. Si f es continua, f es continua.

2. Si f es identificacion, f es una identificacion.

Corolario 2.4.12 Sean espacios topoldgicos (X, 1), (Y, 7") con respectivas relaciones
de equivalencia R y R’ y una aplicacion continua f: X — 'Y que satisface

r1 Ry <= f(o1) R f(22).

Entonces si f es una identificacion, f es un homeomorfismo entre X/R e Y/R'.



Capitulo 3

Conexién y compacidad

3.1 Conexién y propiedades. Componentes conexas

Definicién 3.1.1 Un espacio topoldgico (X, T) se llama conezo si la inica particion
por conjuntos abiertos de X es la particion trivial, es decir, si existen conjuntos
abiertos A y B tales que X = AUB y AN B = ), entonces A,B € {0,X}. Un
subconjunto A de un espacio topolégico (X,7) se llama conexo si (A,Tja) es un
espacio topologico conexo.

Proposicion 3.1.2 La conexion se mantiene por aplicaciones continuas. En par-
ticular, es una propiedad topoldgica.

Proposicién 3.1.3 Son equivalentes los siguientes enunciados:

1. (X, 1) es conezo.

2. Los tnicos subconjuntos de (X, T) que son a la vez abiertos y cerrados son ) y
X.

3. Toda aplicacion continua de (X, T) en un espacio topolégico discreto es con-
stante.

4. No existen aplicaciones continuas y sobreyectivas de (X, 1) en {0,1}.

Teorema 3.1.4 Los unicos subconjuntos conexos de R son los intervalos. Y los
conjuntos conexos de A C R son los intervalos contenidos en A.

27
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Teorema 3.1.5 (del valor intermedio) Sea (X, 7) un espacio topoldgico conexo
y f: X — R una aplicacion continua. Si f toma dos valores distintos, entonces
toma todos los valores intermedios.

Teorema 3.1.6 (del punto fijo) Sea una aplicacion continua f : [0,1] — [0, 1].
Entonces eziste xo € [0, 1] tal que f(xg) = xo.

Teorema 3.1.7 Sea un espacio topoldgico (X, 7). Si se satisface algunas de las
siguientes condiciones, el espacio es conexo:

1. Existe una familia {A;}ie; de subconjuntos conexos de X, tales que X =

Uz‘eIAi ) ﬂieIAi #0.

2. Para cualesquiera puntos x,y € X, ewiste un subconjunto conexo A, que
contiene a x e y.

3. Eziste xy € X tal que para cada x € X, existe un subconjunto conexo A, tal
que x,xg € A,.

4. Existe una familia {A,}nen de subconjuntos conexos de X, tal que X =

UnenA4n ¥ Ap N Api1 # 0, para cada n € N.

Teorema 3.1.8 Sean dos espacios topolégicos (X, 1) e (Y,7'). Entonces (X XY, T X
') es conexo sii (X,7) e (Y, ') son conexos.

Proposicién 3.1.9 Sea un espacio topoldgico (X,7)yAC BC A. SiA es conero,
entonces B es conexo. En particular, A es conexo.

Teorema 3.1.10 (Borsuk-Ulam) Sea una aplicacion continua f : S™ — R. En-
tonces eziste p € S" tal que f(p) = f(—p).

Definicién 3.1.11 Dado x € (X, 1), se llama componente conezxa del punto x a la
union de todos los subconjuntos conexos que contienen a x. Se denota por C,.

Proposicién 3.1.12 1. El conjunto C,, es conexo y es el mayor conexo que con-
tiene al punto x.
2. El espacio X es conexo si y solo si hay una unica componente conexa.

3. Las componentes conexas determinan una particion de X.
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4. Las componentes conexas son conjuntos cerrados.

Proposicién 3.1.13 Sea un espacio topoldgico (X, 1) y una particion suya por sub-
conjuntos conexos y abiertos {A;;i € I}. Entonces dicha familia de subconjuntos
constituyen la particion de componentes conexas.

Proposicién 3.1.14 Sean dos espacios topoldgicos (X, ) e (Y, 7') y un punto (z,y) €
X x Y. Entonces Cg ) = Cp X C;.

Proposicién 3.1.15 Sea f: (X,7) — (Y, 7') una aplicacion continua.

1. f(Cy) CChyy.

/

2. Si f es homeomorfismo, f(C,) = Cra)-

Corolario 3.1.16 El numero de componentes conexas es un invariante topolégico.

3.2 Compacidad y propiedades

Definicién 3.2.1 Un recubrimiento por abiertos de un espacio (X, T) es una familia
{O;;i € I} de abiertos tal que X = U;e;O;. Un subrecubrimiento de un recubrim-
tento es un subconjunto del recubrimiento que a su vez también es un recubrimiento.

Definicién 3.2.2 Un espacio (X, 7) es compacto si todo recubrimiento por conjun-
tos abiertos de X tiene un subrecubrimiento finito, es decir,

Si X = Ues0;, O; € 7, entonces existen € N tal que X = O;,U...UO

in*

Un subconjunto A de (X, T) se dice que es compacto si (A, Ta) es compacto.

Proposicién 3.2.3 Sea A C X. Entonces A es compacto sii para cualquier familia
de abiertos de X, {Oy;i € I}, con A C Ui 0;, existen € N tal que A C O;; U... U
O;, .

Teorema 3.2.4 El intervalo [0, 1] es compacto.
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Teorema 3.2.5 Son equivalentes:

1. El espacio (X, 1) es compacto.

2. Para cualquier familia de cerrados {F;;i € 1} C F tal que (,c; F; = 0, existe
n € N tal que (j_, Fi; = 0.

3. Sea B una base de abiertos. Entonces de todo recubrimiento de X por elemen-
tos de [, existe un subrecubrimiento finito.

Corolario 3.2.6 La compacidad se mantiene por aplicaciones continuas. FEn par-
ticular, es una propiedad topoldgica.

Proposicién 3.2.7 Si (X, 1) es compacto y F' € F, entonces F' es compacto.
Proposicién 3.2.8 Si (X, 1) es Hausdorff y A C X es compacto, entonces A € F.

Corolario 3.2.9 En un espacio métrico, todo subconjunto compacto es cerrado vy
acotado.

Corolario 3.2.10 En un espacio topologico Hausdorff, la interseccion de dos sub-
conjuntos compactos es compacto.

Teorema 3.2.11 Sea f: X — Y wuna aplicacion continua, X compacto e Y Haus-
dorff. Entonces:

1. La aplicacion f es cerrada.
2. Si f es una aplicacion biyectiva, entonces es un homeomorfismo.
3. Si f es una aplicacion inyectiva, entonces es un embebimiento.

Teorema 3.2.12 Sean dos espacios topolégicos (X, 1), (Y, 7). Entonces X eY son
compactos sit X XY es compacto.

Teorema 3.2.13 (Heine-Borel) Los subconjuntos compactos de R™ son los con-
Juntos cerrados y acotados.
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Corolario 3.2.14 Sea f : X — R una aplicacion continua y X compacto. Entonces
la aplicacion f estd acotada y alcanza un mdzrimo y un minimo

Corolario 3.2.15 Sea un espacio métrico (X,d), x € X y A un subconjunto com-
pacto. Entonces existe a € A tal que d(x, A) = d(z,a).

Proposicién 3.2.16 (Bolzano-Weiertrass) Sea un espacio compacto (X, ). En-
tonces todo subconjunto infinito de X posee un punto de acumulacion.

Corolario 3.2.17 Todo subconjunto infinito y acotado de R™ tiene un punto de
acumulacion.

Corolario 3.2.18 Si un espacio topolégico es conexo (resp. compacto), cualquier
cociente suyo también es conexo (resp. compacto).

Corolario 3.2.19 Sea una aplicacion sobreyectiva f : (X,7) — (Y,7'), donde
(X, 7) es un espacio compacto e (Y, ') es un espacio Hausdorff. Entonces X/Ry es
homeomorfo a 'Y .



