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Caṕıtulo 1

Espacios topológicos

1.1 Definición, bases de topoloǵıa y de entornos

Un espacio topológico es un conjunto y una familia suya de subconjuntos con las
propiedades de que los conjuntos triviales pertenecen a la familia y que esta familia
es cerrada para la unión arbitraria y para la intersección finita. Los elementos
de la familia se llaman conjuntos abiertos, y a la familia, la topoloǵıa del espacio
topológico.

Un conjunto de un espacio topológico se llama cerrado si su complementario es
abierto.

La familia de los conjuntos cerrados satisface que contiene a los conjuntos triviales,
y es cerrada para unión finita y la intersección arbitraria.

Evidentemente, si en un conjunto (no un espacio topológico) existe una familia de
subconjuntos con las tres propiedades anteriores, entonces existe una única topoloǵıa
cuyos cerrados coinciden con dicha familia: basta con definir los abiertos como los
conjuntos complementarios de cada uno de los elementos de la familia.

En un conjunto dado, una topoloǵıa es más fina que otra si está contenida en ésta.

Una base de abiertos de un espacio topológico es una familia de abiertos de forma
que todo abierto del espacio es unión de elementos de dicha familia. También es
equivalente a decir que es una familia de abiertos de forma que para todo abierto y
todo punto suyo existe un elemento de la familia entre el punto y el abierto.

Dada una base de un espacio topológico, podemos caracterizar un conjunto abierto
como aquél que es unión de elementos de la base, o diciendo que entre todo punto
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suyo y el conjunto, existe un elemento de la base.

Supongamos que en un conjunto dado (no un espacio topológico) existe una familia
de subconjuntos que satisface las dos siguientes propiedades: el espacio es unión de
elementos de la familia y por otro lado, para todo punto de la intersección de dos
elementos de la familia, existe otro elemento de ésta enmedio. Entonces existe una
única topoloǵıa en el conjunto de forma que dicha familia es base de dicha topoloǵıa.
Decimos que esta topoloǵıa es generada por dicha familia de subconjuntos.

Consideramos un conjunto con dos topoloǵıas de las que conocemos sendas bases de
abiertos. Entonces una topoloǵıa es más fina que la otra si para todo elemento de
la base de la primera y todo punto suyo, existe un elemento de la otra base enmedio
(Hausdorff ).

En un espacio topológico, una subbase es una familia de conjuntos de forma que las
intersecciones finitas de éstos constituyen una base de la topoloǵıa. En general, en
un conjunto (no un espacio topológico), cualquier familia de subconjuntos es subbase
de una única topoloǵıa.

Consideramos en un espacio topológico un punto del espacio y un subconjunto.
Decimos que éste es un entorno del punto si entre el punto y el subconjunto este
un abierto. A la familia de todos los entornos de un punto lo llamamos sistema de
entornos del mismo.

Un conjunto es un espacio topológico es abierto si y sólamente si es entorno de todos
sus puntos.

Las propiedades de los entornos son las siguientes: todo entorno de un punto, con-
tiene a éste; la intersección de dos entornos es otro entorno; todo conjunto que
contenga a un entorno de un punto, es entorno de éste; dado un entorno de un
punto, existe otro entorno de éste de forma que aquél es entorno de todos los puntos
de éste.

Rećıprocamente, dado un conjunto (no un espacio topológico) de forma que cada
punto tiene asignada una familia no vaćıa de subconjuntos con las propiedades an-
teriores, entonces existe una única topoloǵıa de forma que eta familia es el sistema
de entornos del punto. Para ello basta definir los conjuntos abiertos como aquéllos
conjuntos que son entornos de todos sus puntos.

Una base de entornos de un punto es una familia de entornos de forma que dado un
entorno cualquiera del punto, éste contiene a un elemento de la familia.

También tenemos un criterio de Hausdorff para base de entornos. Concretamente,
consideremos un conjunto con dos topoloǵıa y consideremos bases de entornos en
cada punto para cada una de las dos topoloǵıas. Entonces una topoloǵıa es más fina
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que la otra si para todo elemento de la base de entornos de la primera, existe uno
de la segunda incluido en el mismo.

Consideremos un conjunto (no espacio topológico) de forma que para cada punto
existe una familia de subconjuntos no vaćıa con las siguientes tres propiedades: cada
elemento contiene al punto; la intersección de dos elementos de la familia contiene
a otro de la misma; dado un elemento de la familia, existe otro de forma que para
cada punto de éste existe un elemento de la familia de este punto contenido en el
primero. Entonces existe una única topoloǵıa en el conjunto de forma que dicha
familia de subconjuntos constituyen una base de entornos en cada punto.

La caracterización de conjunto abierto a partir de base de entornos dice que un
conjunto es abierto si y sólamente si para cada punto suyo existe un elemento de la
familia de entornos incluido en el conjunto.

Consideremos un subconjunto de un espacio topológico. En dicho subconjunto se
llama la topoloǵıa relativa a la topoloǵıa que consiste en intersecar todos los abiertos
del espacio con el subconjunto.

La topoloǵıa relativa es transitiva, es decir, dado un espacio topológico, un sub-
conjunto suyo y otro subconjunto de éste último, la topoloǵıa relativa de éste que
procede del espacio ambiente coincide con la topoloǵıa relativa que procede del
primer conjunto del cual es subconjunto.

Entre las propiedades más directas de la topoloǵıa relativa, tenemos:

1. Los conjuntos cerrados de la topoloǵıa relativa son la intersección de los cer-
rados del ambiente con el conjunto.

2. Si tenemos una base de abiertos de la topoloǵıa del espacio ambiente, la inter-
sección de todos ellos con un subconjunto del espacio constituyen una base de
la topoloǵıa relativa de éste.

3. Los entornos en la topoloǵıa relativa son la intersección de los entornos del
espacio ambiente con el subconjunto.

4. Dado un espacio topológico, un subconjunto de éste y un punto del mismo, si
tenemos una base de entornos del punto en la topoloǵıa del espacio ambiente,
la intersección de todos estos entornos con el subconjunto constituyen una
base de entornos del punto en la topoloǵıa relativa de éste.

Un caso particular de topoloǵıas relativas aparece cuando el subconjunto es un
abierto o es un conjunto cerrado del espacio ambiente. En tal caso, y suponiendo
que el conjunto es abierto, la topoloǵıa relativa en éste no es más que los conjuntos
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abiertos del espacio ambiente que estén contenido en el conjunto dado. Del mismo
modo, un subconjunto abierto de un conjunto abierto (con la topoloǵıa relativa) es
un conjunto abierto en el espacio ambiente.

1.2 Espacios métricos. La topoloǵıa de Rn

Una distancia en un conjunto dado es una correspondencia que asigna a cada dos
puntos del conjunto un número no negativo con las siguientes propiedades: la dis-
tancia entre dos puntos es cero si y sólo si ambos coinciden; la distancia es simétrica
y; la distancia entre dos puntos es menor o igual que la distancia de uno de ellos
con un tercero más la distancia de éste con el segundo punto.

El conjunto con la distancia es llamado un espacio métrico.

Una bola de centro un punto y radio un número positivo es el conjunto que dista
del punto una distancia menor que el radio.

El conjunto de todas las bolas del espacio constituyen una base de abiertos para una
topoloǵıa que se llama la topoloǵıa inducida por la distancia.

Se deduce que una base de entornos de un punto son todas las bolas centradas en
dicho punto.

En un conjunto dado, dos distancia se llaman equivalentes si las topoloǵıas que
generan son las mismas.

También tenemos un criterio de Hausdorff, a saber. Consideramos un conjunto con
dos distancias, y las topoloǵıas relativas. Una topoloǵıa es más fina que la otra
si para toda boda del primer espacio métrico existe otra bola del segundo espacio
métrico y centrada en el mismo punto que está contenida en la bola inicial.

Dado un espacio métrico, consideramos un subconjunto del espacio. En éste existe
la distancia inducida del espacio ambiente sin más que restringir la distancia a dicho
subconjunto. Entonces esta distancia genera un topoloǵıa (como espacio métrico
que no es más que la topoloǵıa relativa en el subconjunto por la topoloǵıa que hay
en el espacio ambiente inducida por la distancia.

En un espacio métrico, una sucesión converge a un punto llamado ĺımite, si para
todo número positivo, a partir de un cierto lugar de la sucesión, la distancia entre
los puntos de la sucesión y el ĺımite es menor que dicho número.

La convergencia de una sucesión se puede caracterizar por abiertos, base de abiertos,
entornos y base de entornos del siguiente modo. Sea una sucesión. Entonces la
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sucesión converge a un punto si y sólamente si para todo abierto que contiene al
ĺımite (o todo elemento de la base que contiene al ĺımite; o todo entorno del ĺımite;
o todo elemento de la base de entornos del ĺımite), a partir de un cierto lugar, la
sucesión se encuentra en dicho abierto (o en el elemento de la base, o en el entorno,
o el elemento de la base de entornos).

El ĺımite de una sucesión convergente en un espacio métrico es único.

1.3 Operaciones con subconjuntos

Consideramos un espacio topológico, un subconjunto suyo y un punto del espacio.

1. el punto es interior al conjunto si existe un entorno del punto incluido en el
conjunto.

2. el punto es exterior al conjunto si existe un entorno del punto incluido en el
complementario del conjunto.

3. el punto es frontera del conjunto si todo entorno del punto interseca al conjunto
y a su complementario.

En las definiciones anteriores podemos cambiar la palabra ‘entorno’ por la de ‘abierto
que contiene al punto’ o ‘elemento de una base de abiertos que contiene al punto’ o
‘elemento de una base de entornos’.

Entre las propiedades de interior, exterior y frontera se encuentran las siguientes:

1. el interior, exterior y frontera de un conjunto constituyen una partición del
espacio ambiente.

2. el interior de un conjunto coincide con el exterior de su complementario.

3. el exterior de un conjunto coincide con el interior de su complementario.

4. la frontera de un conjunto coincide con la de su complementario.

De entre las propiedades del interior de un conjunto, destacamos:

1. el interior de los conjuntos triviales coinciden con ellos mismos.

2. el interior conserva la inclusión de conjunto y la intersección de conjuntos.
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3. el interior del interior de un conjunto coincide con el interior del mismo.

Pero la propiedad más interesante del interior de un conjunto es que caracteriza a
los conjuntos abiertos del siguiente modo. un conjunto es abierto si y sólamente
coincide con su interior.

También se tiene que el interior de un conjunto es el mayor conjunto abierto con-
tenido en él, o lo que es lo mismo, la unión de todos los conjuntos abiertos que están
contenidos en él.

Dado un espacio topológico, un conjunto y un punto del espacio, se dice que éste es
un punto adherente del conjunto si todo entorno interseca al conjunto. De nuevo,
podemos sustituir la palabra entorno por ‘abierto que contiene al punto’ o ‘elemento
de una base de abiertos que contiene al punto’ o ‘elemento de una base de entornos’.
Al conjunto de los puntos adherentes de un conjuntos, se llama la adherencia del
conjunto.

La propiedad que relaciona la adherencia con las anteriores definiciones es la sigu-
iente: la adherencia del complementario de un conjunto es el interior del complemen-
tario. O lo que es lo mismo, la adherencia de un conjunto es el complementario del
exterior, y por tanto, coincide con la unión del interior y la frontera (o el conjunto
y la frontera).

Esta relación permite decir entonces que un conjunto es cerrado si y sólamente si
coincide con su adherencia; o que la adherencia de un conjunto es el menor cerrado
que contiene al conjunto; o que es la intersección de todos los cerrados que contienen
al conjunto.

En un espacio métrico, los puntos interiores (y por tanto, los puntos exteriores,
frontera y adherentes) están caracterizados por sucesiones del siguiente modo. Un
punto es interior de un conjunto si para cualquier sucesión que converja al punto, a
partir de un cierto lugar de la sucesión, ésta se encuentra contenida en el conjunto.

Para puntos adherentes, se tiene: un punto es adherente a un conjunto si y sólamente
si existe una sucesión de dicho conjunto que converge al punto.

También, para puntos adherentes, se tiene la siguiente caracterización: un punto es
adherente al conjunto si la distancia al mismo es cero.


