TOPOLOGIA. Examen del Parcial 1
- Licenciatura de Mateméticas. GRUPO 2° A -
Curso 2010/11

Nombre:

Razonar las respuestas

. Sea X un conjunto y A C X un subconjunto fijo. Se define 7 = {O € X; A C O} U{0}. Probar que
7 es una topologia en X. Para cada z € X, probar que 3, = {{7x} U A} es una base de entornos de
xz en (X, 7). Dado B C X, hallar int(B) y B.

. En R? se considera el cilindro X = {(z,y,2) € R*; 22 + 4> = 1} y el hiperboloide reglado ¥ =
{(z,y,2) € R* 22 +y? — 22 = 1} (ver figura). Hallar explicitamente un homeomorfismo entre ambos
conjuntos.

. Se considera en N la topologia 7 = {A,;n € N} U {0}, con A, = {n,n+1,...}. Estudiar la
continuidad de las aplicaciones f: (N,7) - (Nx N;7 x 1), ¢: (Nx N, 7 x 7) — (N, 7) dadas por

f(n) = (n*,n+1), g(n,m) =n+m.

. Estudiar conexién, componentes conexas y conexién local del siguiente conjunto de R%: X =

(10,1 x {0 UU,,en{(@ )}

Todas las preguntas valen lo mismo.
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1. Sea X un conjunto y A C X un subconjunto fijo. Se define 7 = {O C X; A C O} U{0}. Probar que
7 es una topologia en X. Para cada z € X, probar que 3, = {{7x} U A} es una base de entornos de
xz en (X, 7). Dado B C X, hallar int(B) y B.

Solucion.
(a) Como X D A, entonces X € 7. Por otro lado, si dos conjuntos contienen a A, lo mismo sucede

con su interseccién; y si una familia de conjuntos contienen a A, su unién también contiene a
A. Esto prueba que 7 es una topologia.

(b) El conjunto {x}UA es una abierto (contiene a A), luego es un entorno de z. Si U es un entorno
de z, entonces existird O € 7 tal que x € O C U. Como O es abierto, contiene a A, y como
x € O, entonces {z} U A C O.

(c) El interior de B es el mayor abierto dentro de B. Si A ¢ B, entonces int(B) = 0. Si A C B,
entonces B es un abierto y su interior coincide con B.

SiANB # (0, entonces todo punto z es adherente a B, ya que ({zr} UA)NB D> ANB # 0.
Entonces B= X. Si AN B =), entonces B= B, yaquesiz & B, ({z}UA)NB =40.

2. En R? se considera el cilindro X = {(x,y,2) € R* 22 + y*> = 1} y el hiperboloide reglado ¥ =
{(x,y,2) € R*; 2?2 +4? — 22 = 1} (ver figura). Hallar explicitamente un homeomorfismo entre ambos
conjuntos.

Solucion. Se define la aplicacion f : X — Y mediante

flzyy,2) = (x\/1+z2,y\/1+z2,z).

Esta aplicacion es biyectiva y su inversa es

9(x,y,2) = . -
) 9 \/$2+y27\/1.2+y27 .

Tanto f como g son aplicaciones continuas, sin mas que componer con las proyecciones de R3.

3. Se considera en N la topologia 7 = {A,;n € N} U {0}, con 4, = {n,n + 1,...}. Estudiar la
continuidad de las aplicaciones f: (N,7) = (Nx N,7 x 1), g: (Nx N,7 x 7) — (N, 7) dadas por

f(n) = (n*n+1), g(n,m)=n+m.
Solucion.

(a) Como f llega a un espacio producto, componemos con las proyecciones. Con la primera,
pof:(N,7) — (N,7), f(n) = n?. Esta aplicacién es continua, pues

1 o [ {meNym > E[\/n]} = Ag m siv/neN
(pof)  (An) ={meN;m Zn}—{ {mGN;sz[\/ﬁHl}i[\/@[mH G Vn N

Para la segunda proyeccién p’, p’ o f es continua, pues

(® o /)T An) = Ap1.



(b) La aplicacién g es continua. Una base de entornos de n es 3, = {A,}. Una base de entornos
de (n,m) en 7 x 7 es A, X A,,. Finalmente, g(A, X Ay) C Angm)-

4. Estudiar conexién, componentes conexas y conexién local del siguiente conjunto de R?: X =
([0,1] x {0}) UU,,en (1, )}
Solucién. Las componentes conexas de X son [0,1] x {0} y los puntos (1, ). Para ello, cada uno
de los conjuntos son conexo, ya que el primero es convexo (también es homeomorfo a [0,1]) y los
otros son puntos. Veamos que son los conexos mas grandes. Sea (0,0) € [0,1] x {0} y supongamos
que [0,1] x {0} € C0,0)- Entonces existira (1, 1) € C(g,0) — ([0,1] x {0}). Sea yo = (+ + %_H)/Z
Se tendria la siguiente descomposicién en abiertos de C'g,):

C0,0) = (Cio,0) N {(x,9);y < yo}) U (Cro,0) N {(z,9);y > yo})

la cual no es trivial, pues en el primer conjunto esté (0,0) y en el segundo (1,1/n). Esta contradiccién
prueba que [0,1] x {0} es una componente conexa.
Sea ahora (1,1/n) y supongamos que {(1,1/n)} & C(1,1/n). Entonces existirdi m € N tal que
(1,1/m) € C(1,1/n) (no puede ser de la forma (z,0), ya que C(4,0) = C(0,0)). Sin perder generalidad,
supongamos que m > n. Usando la notacién anterior, tendriamos una particién no trivial de
Caa/my

Caim = (Caaymy (@ )5y <yo}) U (Cim N{(2,9);y > y0}),
lo cual es una contradiccion.

El espacio no es localmente conexo, ya que el punto p := (1,0) no tiene ningiin entorno conexo. Sea
U tal entorno. Entonces existird r > 0 tal que B,.(p) N X C U. Es evidente que existe n € N tal
que (1,1/n) € B,(p) N X C U. Si U es conexo, entonces

UccC,= [0,1] x {0}, U C C(l,l/n) ={(1,1/n)}:

contradiccion.



