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Nombre:

Razonar las respuestas

1. Estudiar si las siguientes parejas de conjuntos son homeomorfos entre si:
(a) Bl((lv O)) U Bl((07 _1)) y Bl((17 O)) U Bl((_la O))
(b) S'((1,0)) y S$'((1,0)) US'((~1,0)).

2. Estudiar las componentes conexas y la conexion local del siguiente conjunto
de R? X = ([0,1] x {0}) UU,enf (1, 7)}-

3. Estudiar la conexion local y las componentes conexas del siguiente conjunto
de R?: X = {(z,y) € R*2? —y*> = 1}.




1. Estudiar si las siguientes parejas de conjuntos son homeomorfos entre si:

(a) Bi((1,0)) U Bi((0,=1)) y Bi((1,0)) U Bi((=1,0)).
(b) S'((1,0)) y S'((1,0)) US'((~1,0)).

Solucion.

(a) El primer espacio X no es conexo pues X = B;((1,0)) U By((0,—1)) es
una particion por abiertos no trivial. El segundo espacio Y es conexo, ya
que B1((1,0)) U B1((—1,0)) = B1((1,0)) U B1((—1,0)) es unién de dos
conexos (son convexos) con interseccién no trivial (el punto (0,0)).

(b) Si fueran homeomorfos, sea f : S'((1,0)) — S'((1,0)) US*((—1,0)) un

homeomorfismo. Entonces,

Serwon-r—100y : S'((1,0)={f71(0,0)} — S'((1,0))uUS' ((—1,0))—{(0,0)}

serfa también un homeomorfismo. Pero el dominio es homeomorfo a R,
por tanto, conexo; pero el codominio no es conexo al tener la siguiente
particion no trivial por abiertos:

Z ==S((1,0)Us'((-1,0))={(0,0)} = (Z{(z,y); = > OHU(ZN{(x, y);z < 0}.

2. Estudiar las componentes conexas y la conexion local del siguiente conjunto
de R*: X = ([0,1] x {0}) U, en{(1, %)}
Solucidn. Las componentes conexas de X son [0,1] x {0} y los puntos (1,1).
Para ello, cada uno de los conjuntos son conexo, ya que el primero es convexo
(también es homeomorfo a [0, 1]) y los otros son puntos. Veamos que son los
conexos més grandes. Sea (0,0) € [0, 1] x {0} y supongamos que [0,1] x {0} €
Clo,0)- Entonces existird (1, +) € Cio0) — ([0,1] x {0}). Sea yo = (+ + +7)/2.

Se tendria la siguiente descomposicion en abiertos de Cg ):

Cio0) = (Cooo N {(z,9):y < yo}) U (Cro0) N {(x,9);y > yo})

la cual no es trivial, pues en el primer conjunto estd (0,0) y en el segundo
(1,1/n). Esta contradiccién prueba que [0, 1] x {0} es una componente conexa.

Sea ahora (1,1/n) y supongamos que {(1,1/n)} € C1,1/n). Entonces existird
m € N tal que (1,1/m) € Cpu1/n) (no puede ser de la forma (x,0), ya que
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Cz0) = Clo0))- Sin perder generalidad, supongamos que m > n. Usando la
notacién anterior, tendriamos una particion no trivial de C(y 1/n):

Camy = (Caam N, 9)5y < yo}) U (Caim N {2, 9):y > vo}),

lo cual es una contradiccién.

El espacio no es localmente conexo, ya que el punto p := (1,0) no tiene ningin
entorno conexo. Sea U tal entorno. Entonces existird r > 0 tal que B,.(p)NX C
U. Es evidente que existe n € N tal que (1,1/n) € B,(p)N X C U. Si U es
conexo, entonces

U C Cp = [0, 1] X {0}, U C 0(171/n) = {(1, 1/n)} :
contradiccion.

. Estudiar la conexion local y las componentes conexas del siguiente conjunto
de R*: X = {(z,y) € R%2* —y* = 1}.

Solucion. Se tiene la siguiente particién por abiertos de X:

X ={(z,y) eR*% 2 <0}) U (X Nn{(z,y) € R*z > 0}).

Esta particién no es trivial ya que (—1,0) estd en el primer abierto y (1,0) en
el segundo.



