TOPOLOGIA. Examen del Tema 6
Nombre:
. Dar un ejemplo de un espacio topolégico y un subconjunto suyo que sea compacto pero no

cerrado. Lo mismo, pero que sea cerrado y no sea compacto.

. Se considera (R,7(8)), 8 = {(a,0),a € R}. Encontrar dos subconjuntos compactos cuya
interseccién no lo es.

. Estudiar la compacidad local del siguiente espacio topolégico: (R?,7(3)), donde 8 = {B,;a €
R} y B, = {(z,y) € R*x > a}.

. Hallar f para que ([0, 2], f) sea una compactificacién de [0,1). Estudiar si es la compactifi-
cacién de Alexandrov.



1. Dar un ejemplo de un espacio topoldgico y un subconjunto suyo que sea compacto pero no
cerrado. Lo mismo, pero que sea cerrado y no sea compacto.

Solucion.

(a) (El espacio no puede ser Ty) Sea (X;7;,) siendo p € X el "punto incluido”. Entonces
A = {p} es compacto pues es finito, pero no es cerrado ya que su complementario no es
abierto (ya que no contiene a p).

(b) Se toma X =Ry A =[0,00): A es cerrado, pero no es compacto al no ser acotado.

2. Se considera (R,7(8)), 8 = {(a,),a € R}. Encontrar dos subconjuntos compactos cuya
interseccién no lo es.

Solucion. Sea A = {0}U(2,00) y B ={1}U(2,00). Entonces tanto A como B son compactos.
Por ejemplo, si A C U;erB;, con B; € 3, entonces existe 79 € I tal que 0 € B;,. Pero como
B, = (a,00), para un cierto a (en particular, a < 0) entonces B;, D A.

Sin embargo AN B = (2, 00) no es compacto, ya que (2,00) = U, N (2 + %, 00) ¥ no se puede
extraer un subrecubrimiento finito, ya que en tal caso, su unién es de la forma (2 + %, 00)
para un cierto m € N.

3. Estudiar la compacidad local del siguiente espacio topolégico: (R?,7(f)), donde 3 = {By;a €
R} y Bo = {(x,y) € R*;z > a}.

Solucién. Sea (xo,y0) € R?. Una base de entornos de dicho punto es Blzoyo) = 1Bao}-
Veamos que cualquier conjunto B, es compacto. Sea B, C UjerB.,. Sea (a,0) € B,.
Entonces existe i € I tal que (a,0) € B., = [¢;,,00) x R. En particular, ¢;, < a. Por tanto,
B., D B,.

Cio
Cio
4. Hallar f para que ([0,2], f) sea una compactificacién de [0,1). Estudiar si es la compactifi-
caciéon de Alexandrov.
Solucion. Sea f:[0,1) — [0,2] el homeomorfismo f(z) = 2z. Entonces [0,1) = f([0,1)), 2 €

[0,2) = [0,2] y [0, 2] es compacto. Como card([O7 2] — f([o, 1))> = 1, es una compactificacién
por un punto.

Por otro lado, [0,1) es T» (por ser un espacio métrico) y es localmente compacto, al ser
interseccién de un abierto y de un cerrado ([0,1) = [0,1] N (—1,1)). Por otro lado [0,2] es
T,. Como conclusién, es la compactifacién de Alexandrov.



