TOPOLOGIA. Examen del Tema 5
Nombre:

. Estudiad los axiomas ANI y ANII de la topologia de los complementos finitos.

. Sea un espacio topoldgico (X, 7) y p un elemento que no pertenece a X. Sea X' = X U {p}.
Se define en X' la topologia dada por 7/ = 7 U {X'}. Estudiad los axiomas de separacién de
(X', 7).

. Estudiad los axiomas de numerabilidad de la topologia en R que tiene por base 8 = {(a, >0);a €
R}.

. Probad que un subconjunto cerrado de un espacio normal también es normal.



1. Estudiad los axiomas ANI y ANII de la topologia de los complementos finitos.

Solucidn. Supongamos que X es numerable. Entonces el conjunto de cerrados F = {F C
X; F es finito } es numerable. Como hay tantos abiertos como cerrados, entontes la topologia
es numerable. Esto prueba que es ANII y, en consecuencia, también ANI.

Si X no es numerable, demostramos que no es ANT (y por tanto, tampoco ANII). Sea x € X
y Be = {Un;n € N} una base de entornos de = (U,, = X — F,, con F,, un conjunto finito y
¢ F,). Paracaday € X,y # x, U = X —{y} es un entorno de z. Por tanto, existe n, € N
tal que Up, C X — {y}, es decir, y € F,,,. Luego

X—{ytc P,
YyF#T

El conjunto {n,;y € X,y # x} es numerable. Entonces X — {z}, que no es numerable, estd
incluido en una unién numerable de conjuntos finitos (que es un numerable): contradiccién.

2. Sea un espacio topoldgico (X, 7) y p un elemento que no pertenece a X. Sea X' = X U {p}.
Se define en X' la topologia dada por 7/ = 7 U {X'}. Estudiad los axiomas de separacién de
(X', 7).

Solucion. Observemos que el conjunto de cerrados es
F ={0yu{FuU{ph FeF}

El espacio no es T} ya que el tnico entorno de p es X’ (también porque si z € X, el conjunto
{2} no es cerrado). El espacio es Ty si X loes (si z € X, U, = U, U{X'}). Para ello, la
propiedad es cierta si z,y € X. Sixz € X y p € X', tomamos X entorno de z. Entonces
p € X, probando que X' es Tj.

Veamos la propiedad de 'regularidad’. Sea x ¢ F’ := F U {p}. Como el tinico abierto que
contiene al cerrado F’ es X' (ya que tiene que contener a p), el espacio no es regular.

Como dos cerrados no triviales siempre se intersecan, el espacio es normal.

3. Estudiad los axiomas de numerabilidad de la topologia en R que tiene por base 8 = {(a,0);a €
R}.
Solucidon. El espacio es ANII (y asi ANI) pues 5’ = {(¢,00); ¢ € Q} es una base de abiertos:
si O es un abierto y € O, entonces existe a € R tal que = € (a,00) C O. En particular,
a < x. Sea q € Q tal que a < ¢ < z. Entonces z € (¢g,00) C (a,00) C O.

El espacio es separable ya que N es un conjunto denso: todo elemento de J interseca a N.

4. Probad que un subconjunto cerrado de un espacio normal también es normal.

Solucion. Sea A un subconjunto cerrado de un espacio normal X. Sean Fy,Fy € Fu y
FiNnF,=0. Como F; = F/ N A, siendo F, un cerrado de X, entonces F] es interseccién de
dos cerrados de X, es decir, es un cerrado de X. Como el espacio es normal, existen abiertos
O; tales O; D F! y O1 N Oy = (. Llamamos G; = O, N A € 74. Como F; C A, entonces
G; D F;. Por otro lado, G; NGy C O N Oy = 0.



