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1. Dado un espacio vectorial, probar que la suma de dos métricas euclideas es

otra métrica euclidea y que el producto de una métrica por un nimero positivo
también es una métrica euclidea.

. Estudiar si las siguientes métricas sobre R? dadas por las expresiones matriciales
respecto de la base usual, son euclideas:

1 -1 1 2 1 1 at+d =2 p
1 50,1 -5 —1], 2 a+1 -1
1 0 3 1 -1 0 2 -1 a+1

. Utilizar la desigualdad de Cauchy-Schwarz en un espacio vectorial euclideo con-
veniente para probar las siguientes desigualdades y caracterizar cudndo se obtiene
la igualdad en cada una de ellas:

(a) Para cualesquiera xy,...,z, >0,

(&) < (&) (&)

(b) Para cada matriz cuadrada de orden n, (tr(A))? < ntr(A2).

(c) Para cualquier funcién continua f : [a,b] — R, se tiene

(/abf(w) dm)2 <(b-a) /:fm? .



4. En el espacio euclideo R*, hallar una base ortonormal de
U=A{(x,y,z,t): 2z +4y — 2+ 3t = 0}.

Ampliar dicha base hasta conseguir una base ortonormal de R* y hallar las coor-
denadas respecto de dicha base del vector (1,0,0,1).

5. Sea un espacio euclideo de dimensiéon n y B = {ej,...,e,} una base tal que
le;]l = 2,1 <i<ny 4L(e,ej) = n/3 para i # j. Hallar Mp(g) y una base
ortonormal.

6. En S5(R) se considera la métrica euclidea g(A, C') = tr(AC). Usar el método de
Gram-Schmidt para hallar una base ortonormal a partir de la base

o) ) (G0

7. Hallar una base por Gram-Schmidt en los siguientes espacios euclideos y bases:

11 1 01 e
(a) EnU<{<0 0),<1 0),(1 O)}>,conesabaseyconlametrlca

usual de las matrices

(b) En U =< {sin(x), cos(x),sin(2x)} >, con esa base y con la métrica g(f, g) =
Jo f(z)g(x) da.
(¢) En Ry[z], la base usual y la métrica g(p,q) = f_llp(a:)q(x) dx.

8. En R? se considera la métrica

Mp,(9) = | —

— = W
O = =
_ o =

(a) Probar que es euclidea.
(b) Hallar el angulo entre los vectores (1,1,0) y (0,—1,1).

(c) Hallar la proyeccién ortogonal y la simetria ortogonal del vector (2,1,0)
respecto del plano U = {(z,y,2) : v +y + z = 0}.



9.

10.

11.

12.

13.

14.

En el espacio Ms(R) con la métrica usual y
10 -2 1
(21) e=(42)

(a) Hallar la proyeccién ortogonal de A sobre U y la simetria ortogonal respecto
de U.

(b) Hallar una base de U+.

U=<(C>.

Se considera R* con la métrica usual. Hallar la expresién de la proyeccién ortog-
onal y simetria ortogonal respecto de U = {(z,y, 2,t) : x —t = 0}. Lo mismo,
pero ahora U =< (1,0,0,1),(1,0,0,0) >.

En Ry[z] con la métrica g(p, q) = f_llp($)q($)dx, hallar la proyeccién ortogonal
y simetria ortogonal respecto de la recta U =< x + 222 >

Probar que f € End(R?) dado por f(z,y,2) = 2r+y+2,2+2y+ 2z, +y+22)
es autoadjunto respecto de la métrica g:

3 -1 2
M(g,B,)=| -1 2% -1
2 -1 3

Hallar una base ortonormal de (R3, g).

El mismo que antes pero cambiando la métrica y f por

= O =

5 —1 2
Mp,(g9)=| -1 2 0 |, M(f,B, =
2 01

=N
wWw o O

En Ry[z] se considera la métrica

Mz, (9) =

S = DN

10
10
01
(a) Hallar el déngulo entre los vectores p(z) = 1+ x y q(z) = 2z + 2%
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15.

16.

17.

18.

19.

(b) Hallar la expresién analitica de la proyeccién ortogonal y la simetria or-
togonal de la recta vectorial U =< 1 4+ x >. item Hallar una base de
Gram-Schmidt a partir de la base {1 + z,1+ z + 2?,5}.

En R? se considera el endomorfismo f(z,y) = (x + 3y, z + 3y). Probar que f es

21 ) Hallar una

autoadjunto respecto de la métrica g dada por Mp,(g) = ( 13

base ortonormal de vectores propios.

Se considera en R3 la métrica

3 =7 =2
Mg, (9)=| -7 17 5
-2 5 2

Probar que el endomorfismo f(z,y,2) = (20 —4y — 2z, 0 — 2y — z, —x+2y+2) es
autoadjunto y hallar los valores propios asi como una base ortonormal de vectores
propios.

Se considera el endomorfismo de R? dado por f(z,y,2) = (x+3y, x+y+2,x—y+
2z). Hallar, si es posible, la expresiéon matricial de una métrica g de R? respecto
de la base usual de manera que f sea un endomorfismo autoadjunto respecto de
dicha métrica.

En R? con la métrica usual y respecto de la base B = {(1,1,0), (0,1,1),(1,0,1)}
se define un endomorfismo mediante

M(f,B) =

O O =
|
albolw O
awates O

Estudiar si f es una isometria y clasificarla. Estudiar si f es autoadjunto y en
tal caso, hallar una base ortonormal donde diagonaliza.

Dada la matriz

-1 1 -1
A= 1 -1 -1 |,
-1 -1 1

encontrar una matriz ortogonal P tal que P~1AP sea diagonal.



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Sea B una base de un espacio vectorial euclideo de dimensién 2 tal que Mp(g) =
5 —8

-8 13

afirmativo, clasificarlas:

M(f,B):(Z __13> M(h,B):%(:g 13)

Lo mismo que antes pero ahora en (R, g,) vy

. Estudiar si los siguientes endomorfismos son isometrias y en caso

1
flz,y,z) = g(:zc—2y—22,—2x—|—y—22,2x+2y—z).

Describir las isometrias de (R?, g,) v (R3, g,) dadas respecto de la base usual:

1 2
19 2
1 1 1 1

(7575) (75 75) Yoy 0

S I G G IO B - 7

V2 V2 V2 V2 0 1 0
01 0 12 2 L[ 122
00 -1 |, = 2 =1 2|, 2| =2 12
10 0 3\ 2 2 1 3\ 2 921

En Ry[z] con la métrica usual, se considera el endomorfismo

1
flaptaz+axz?) = 3 ((2a0 — ar + 2a2) + (—ao + 241 + 2a2)x + (2a9 + 2a1 — az)z?) .

Probar que es una isometria y clasificarla.

Lo mismo pero en V = (S3(R), g,) y

(:0)-(4 - 2)

En R? con la métrica usual, y respecto de la base usual, hallar la matriz de la
simetria axial respecto de U =< (2,3) >, y el giro que lleva el vector (—4,3) en
el vector (5,0).

Lo mismo que el anterior, pero en R?, y para las siguientes isometrias:
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27.

28.

29.

30.

(a) La rotacién de angulo 7/2 con eje U = {(x,y,2) : x +y = 0,2 — 2 = 0}.
(b) La simetrfa ortogonal respecto de U~.

(c¢) Una isometria directa (rotacién) que lleva (1,—1,0) en (1,—1,0) y (1,1,5)
en (3,3, -3).

(d) La reflexién respecto del plano de ecuacién z — z = 0.
(e) El giro de dngulo 7/3 respecto del eje z +y =0,y + 2z = 0.

(f) Clasificar la isometria resultante de la composicién de las dos anteriores
isometrias.

(g) El giro de dngulo 7/4 respecto de U = {(x,y,2) : x =y, z = 0}.
En R? se considera la métrica g asociada a la forma cuadrdtica ¢(z,y,z) =

S5a? — 4wy — 4wz + 13y? + 6yz + 222, Estudiar si los siguientes endomorfismos son
isometrias y clasificarlos:

1 0 —4 1 0 0
M(f,B,)=|0 1 =2 |, M@B,)=[0 1 0
2 -3 -1 2 -3 -1

Igual que el anterior, pero ahora ¢(z,vy,2) = 2% + 222 + y* + 2yz + 322 y

N I W L
M(f, Bu) = 1 V3 —1+V3
0 0 2

En R? con la métrica usual, se considera f el giro de dngulo 7/4 y g la simetria
ortogonal respecto de la recta © —y = 0. Clasificar fo f, gog, fogy go f.

En un espacio vectorial euclideo de dimension 3 y respecto de una base ortonormal
B = {ey, e9,€3}, se define un endomorfismo f mediante

flertes) = %((—61—624—463), Fles) = %<el—2e2+2eg), Fles) = %(2e1+262+eg).

Probar que f es una isometria y clasificarla, calculando los elementos geométricos
que la define.



31.

32.

33.

34.

En un espacio vectorial euclideo de dimension 3 y respecto de una base ortonormal
B ={ey, es,e3}, se define un endomorfismo f mediante

M(f,B) =

o = O
s O ot
clee O otk

Probar que f es una isometria y clasificarla, calculando los elementos geométricos
que la define.

En un espacio vectorial euclideo de dimension 3 y respecto de una base ortonormal
B = {ey, eq,€3}, se definen dos endomorfismos f, g mediante

fler —V3es) = —2e3, flea) = es, f(V3er +e3) = 2ey).

gler) = e1,g(ea) = —es, gles) = —ea).

Probar que f y g son isometrias y clasificarla calculando los elementos geométricos
que la define. Hacer lo mismo con f o g.

En R3 respecto de la métrica usual, se considera el endomorfismo dado por

M(f,Bu) =

O = O
OO =
—_— O O

Probar que f es una isometria y clasificarla, calculando los elementos geométricos
que la define.

Se considera B una base en un espacio vectorial euclideo V' y una métrica euclidea
g dada por

1 01
My(g)= 0 1 0
1 0 2

Probar que
T 0 8
5 5
M(f,B,) = 0 -1 0
4 o -1
5 5

es una isometria. Clasificarla, calculando los elementos geométricos que la define.



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Hallar la expresién matricial respecto de la base usual de R3 del giro de 120 grados
respecto de la recta de ecuacién x —y = 0, x — z = 0, y hallar los subespacios
invariantes.

Lo mismo que el anterior, siendo ahora la simetria axial respecto de la recta
anterior.

Lo mismo que el anterior, siendo ahora el giro de angulo 60 grados respecto de
la recta L dada por x —y = 0, z = 0, seguido de la reflexién respecto de L*.

Hallar la expresién analitica de f en coordenadas respecto de la base usual de la
reflexién respecto del plano 2z + y + z = 0.

Hallar la expresion matricial respecto de la base B = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)}
de la simetria central de R3.

En R2, se consideran U =< u >y W =< w >. Probar que la composicién de las
reflexiones respecto de U y W es un giro y hallar el angulo de giro.

Probar que en un espacio euclideo de dimension 3, la composicion de dos reflex-
iones respecto de dos planos es un giro. Hallar el eje de giro y el angulo.

Clasificar la isometria de R® dada por

V3
2
M(f,Bu): 0
1
2

Ml& O NI
(e}

Clasificar calculando los elementos geométricos que la define, la isometria que es
la composicién de dos giros de 90 grados respecto de la recta U =< (0,0,1) >y
luego respecto de W =< (0,1,0) >.

Clasificar calculando los elementos geométricos que la define, la isometria que es
la composicién de dos giros de 60 grados respecto de la recta U =< (1,1,0) >y
luego respecto de W =< (0,1,1) >.

Estudiar si son verdaderas o las siguientes proposiciones:

(a) Si g es una métrica euclidea, entonces todos los elementos diagonales de la
matriz de g en cualquier base son positivos.



Si g es una métrica tal que todos los elementos diagonales de la matriz de g
en cualquier base son positivos, entonces g es euclidea.

Si g es una métrica cuya matriz en una base B tiene un valor propio negativo,
entonces g no es euclidea.

Sean u, v dos vectores no nulos en un espacio euclideo. Si « es el angulo
entre v y v, entonces 2« es el angulo entre 2u y 2v.

Si U es un hiperplano de un espacio vectorial euclideo, entonces hay exac-
tamente dos vectores perpendiculares a U y unitarios.

Toda matriz cuadrada con determinante 1 o —1 es ortogonal.

Si dos subespacios de un espacio vectorial euclideo son perpendiculares,
uniendo dos bases ortonormales de cada uno de ellos obtenemos una base
ortonormal de la suma de los dos subespacios.

Sea U un subespacio vectorial de un espacio euclideo (V,g). entonces I, =
2T U—0yu.

Todo endomorfismo autoadjunto de un espacio euclideo es automorfismo.

Todo endomorfismo diagonalizable de un espacio vectorial es autoadjunto
respecto de alguna métrica euclidea en dicho espacio.

Dos vectores propios linealmente independientes de un endomorfismo au-
toadjunto son ortogonales.

Si f es una isometria de un espacio euclideo, entonces dos vectores propios
de f asociados a valores propios distintos son ortogonales.

Toda isometria de un espacio euclideo es un endomorfismo autoadjunto.

En un espacio euclideo (V, g), dados dos subespacios de la misma dimensién,
existe una isometria de (V, g) que lleva uno en otro.

En el espacio euclideo R?, consideramos el giro Ry de angulo 6 € (0,27) y la
simetria ortogonal o respecto de la recta de ecuacién y = 0. Entonces f =
Ry oo es la simetria ortogonal respecto de la recta (cos @ — 1)z + sin fy = 0.

En un espacio euclideo de dimension 2, la composicion de dos simetrias
axiales es un giro.

Si una matriz ortogonal de orden 2 no es diagonal y tiene determinante
positivo, entonces no es diagonalizable.

Toda isometria de un espacio euclideo de dimensién 5 para la que el sube-
spacio de vectores fijos tiene dimension 2 es invertible.

9



(s) En un espacio euclideo de dimensién impar no existen isometrias f tales que

fof=-Iy.
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