Tema 3

Interpolacién de funciones

3.1 Introduccién a la teoria de interpolacion

Interpolar una funcién f de un cierto espacio funcional F es encontrar una funcién
p de un espacio funcional mas "manejable” o con propiedades deseables H tal que
f v p coincidan en un numero finito de datos.

Un ejemplo de un problema de interpolacién seria el siguiente:
Dada f:Q—R, QCR yxzg,...,z, €Q, hallar p € P(Q) tal que
f(z) = p(x), Vo € Q,

stendo
P,.(Q) = {polinomios de grado < n en Q,

tal que p(xy) = f(xy), VE=0,...,n.}

Lo primero que debemos estudiar es la unisolvencia del problema, es decir, si
tiene solucion y, en tal caso, si ésta es tnica.

Por ser p € P,(f), se tiene que
n
p(x) =ap+ax+ - +a,z" = Zaixz
i=0
y ademas, se debe verificar que

Vk=0,...,n, p(xk):Zaixfng(xk).

=0

27
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Asi pues, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales con incégnitas
ap, A1, ..., 0y
ap+ arxo+ - +apxy = f(xg),
ap +arzy + - +ary = f(x1),

o+ 1Ty + -+ apxl = f(xy),

cuya matriz de coeficientes tiene por determinante

n
1 o - Iy
n n
Loy o2y |
j<i
=1
1z, .

Como z; # x;, para todo i # j, el anterior determinante, que es del tipo Van-
dermonde, es no nulo y, por lo tanto, el sistema tiene solucién tnica, es decir, el
problema es unisolvente.

Las soluciones de este sistema determinaran el polinomio que utilizaremos como
aproximante de la funcién, al que llamaremos polinomio de interpolacion de f(z)
para los datos f(xo), f(x1), ..., f(x,).

A continuacion se expresa la formulacion general de un problema de interpo-

lacion:

Problema de Interpolacién
Sea V' un espacio vectorial real n-dimensional y Ly,...,L, : V — R, n aplica-
ciones lineales.

Dados z1, ..., 2z, € R, se considera el siguiente problema.: :

{ hallar p € V' tal que (3.1.1)

Lip) =2z, Yi=1,...,n.
NoTA 3.1 En los casos mas usuales sucede que:

a) zi = f(x:) 6 z = f®)(x;), siendo f un elemento de un espacio de funciones

reales de variable real y x4, ..., z,, n valores del dominio de f;

b) V es un espacio real funcional con propiedades ”particulares”;
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c) las aplicaciones lineales son de alguno de los tipos siguientes:

Li(p) = p(w:),
Li(p) = p™ (),
y se dicen de tipo lagrangiano en el primer caso y de tipo Hermite en el

segundo.

O
El estudio de la unisolvencia del problema de interpolacion viene determinado
por el siguiente resultado.
Teorema 3.1 Sea {pi1,ps,...,pn} una base de V. FEI problema de interpolacion
(3.1.1) tiene solucion unica si y sélo si det(L;(p;)) # 0.

DEMOSTRACION Si p € V. Entonces, deben existir ay,...,a, € R tales que
n
j=1
Para todo i = 1,...,n, se verifica que L; lineal y, por tanto, se tiene que

Li(>_aip;) = Y a;Li(p;) = 2,
p j=1

de donde se deduce el sistema de ecuaciones lineales dado por

n

ZajLi(pj):Ziy Vizl,...,n,

j=1

que tiene solucién nica si y sélo si se cumple que

Det(L;(pj))ij=1,.n 70

3.2 Algunos casos particulares

3.2.1 Interpolaciéon polinomial clasica

Para una funcién f se considera el espacio vectorial de funciones V' = P, [z], cuya
dimensién es dim V' = n+ 1. Asimismo, se consideran los puntos xg, 1, ..., T, € R,

las aplicaciones lineales

Ly(p) =p(xr), VEk=0,...,n,
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y los datos
2z = f(xg), Vk=0,...,n.

Para la base de V = P,[x] dada por pi(x) = 2%, para todo k = 0,...,n, se

verifica que

1 xy

1z ... 2V -
Det(Li(py))ij=0,... = tl= H(% — ;) #0,

Cee e e <

Iz, ...

de donde se deduce que este problema tiene solucién tnica.

3.2.2 Interpolaciéon de Taylor

Para una funcién real de variable real f y zy € R, se considera el espacio vectorial

V = P,[z], cuya dimensién es dim V' = n + 1, las aplicaciones lineales
Li(p) = p™ (o), Vk=0,...,n,

y los datos
Zk:f(k)(ﬂfo), Vk’:O,,TL

Tomando, de nuevo, la base de V = P,[z] dada por pi(z) = z*, para todo k =

0,...,n, se verifica que
1 x x% x4
0 1 2z ... nxg_l
Det(Li(pj))ij—o..m=] 0 0 2 ... nn—1)ai2|=121...n#£0.
0 0 0o ... n!

Por tanto, este problema tiene solucién tnica y el interpolante resultante es el poli-

nomio de interpolacién de Taylor de grado n centrado en xg, es decir,

m ) (g
p(z) = Z fk—ﬁ):vk



3.3. Formula de Lagrange para el problema de interpolacion polinémica 31

3.2.3 Interpolaciéon de Hermite

Para una funcién derivable f en zq,xs,...,z, € R, se consideran

V = Pyy1[z], dimV = 2n,;
Lop_1(p) = p(xy), YE=1,....,n;
L2k(p) :p/(l‘k), Vk=1,...,n;
zop—1 = f(zn), Vk=1,...,n;

n

sz:f/(l’k), \V/kzl,, 3
pj =, Vi =0,1,...,2n — 1.
Sea p la posible solucién del problema para los datos 2z, = 0, para r = 1,...,2n,

entonces p es divisible por (z — z3)?, para k = 1,...,n. Por tanto p es de grado 2n
lo cual no es posible, pues p € Py, _1, salvo que sea p = 0.
Por tanto, el problema homogéneo tiene tnicamente la solucién nula y, en con-

secuencia, el problema general de interpolacién de Hermite tiene solucion tnica.
3.3 Férmula de Lagrange para el problema de interpolacion
polinémica

Partimos del problema de interpolacion polinémica clasico, es decir, consideramos
dados
oy .., Tp €ER, 205+, %n € R, V =P,[z].

Tomemos como base de P,[z] el conjunto de polinomios {ly,...,1,} tales que

lk(l’]) = 5kj7 \V/k,j = 0, .o, N

Es decir, para cualesquiera i,k = 0,...,n, se tiene que l(z;) = 0,811 # k,y lx(zx) =
1.

Luego, para k =0, ...,n, [x es un polinomio de grado n que se anula en n valores
Zg,...,Z,. Por tanto,

lp(x) = aH(a: — ;).
ik

Como se debe verificar que

lp(xy) = aH(a:k —x;) =1,

itk
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se tiene que

1
a = ,
[T —22)
ik
y, por tanto, .
h(z) = =———[J(z - =). (3.3.1)
H(fﬂk ) i£k
i#k

En consecuencia, si p € P, es tal que p(xy) = 2, se puede expresar de la forma

n

p(x) = zli(x),

k=0
es decir,
n 2
pla) =) ——"—TJJ@-=) (3.3.2)
k=0 H(xk — ;) ik
ik
A los polinomios {ly,...,l,}, definidos en (3.3.1) se les llama polinomios de La-

grange, y a la expresién de p(x) dada por (3.3.2), formula de interpolacion de La-

grange.

3.4 Formula de Newton para el problema de interpolacién
polinémica

Consideremos, de nuevo, el problema de interpolacion polinémica clasico para una
funcién f(z) definida en los puntos xy, . .., x,. Podemos expresar el polinomio p de

interpolacion en la forma
pn(z) = Ao+ Aj(x — 29) + As(x — o) (x — 1) + ... + Ap(T — 20) ... (T — 1),
lo cual facilita el calculo del polinomio p,.1(x) en los n + 2 puntos xo, ..., Ty, Tni1,
sin mas que sumar a p,(z) el término A, 1 (z — x¢) ... (x — xp_1)(z — x,):
Pnr1(x) = Apg+ Ai(x —x0) + As(x — o) (x — 1) + ... + Ap(z — x0) ... (T — Tpp1)+
Apii(z —x0) ... (. — 2p1)(x — 2p)
lo cual es una gran ventaja.

Sélo queda conocer un algoritmo para el cdlculo de los coeficientes Ay, para

k=0,1,...,n, alos que llamaremos diferencias divididas y se denotaran por

Ak = f[ZL‘(), e ,J]k].



3.5. Estudio del error de interpolacion 33

Se puede comprobar, a partir del polinomio de interpolacién de Lagrange, que

f[iL’o,ZBl,...,iEk] = f[xl’.”?xk} _f[xow.vxkil], Vk = 1,...,71,
T — Lo

siendo

flzw] = f(zr), Yk=0,...,n.

Por tanto, construyendo una tabla del siguiente tipo:

zo  flzo]
flwo, 1]
x1 fla] flzo, 21, 22
flza, o]
o flrs] ... oo flros 1, o x4,
flon—2, Tn_1, 7]
flTn-1, 0]
T flan]

se obtienen los coeficientes del polinomio buscado como los primeros elementos de

las columnas de la misma. En definitiva, el polinomio obtenido es

pn(x) = f[xO] + f[ZE(),ZL’l](JZ - {L‘()) +oeee f[an e ,[En](l‘ - CCO) U (l’ - xn) (341)
y se denomina polinomio de interpolacion de Newton para el problema de interpo-
lacién polinémica clésico.

3.5 Estudio del error de interpolacion

Sea p(x) el unico polinomio de interpolacién de f en zg,...,z,, expresado en
cualquier forma. El error que se comete a aproximar f(z) por el valor de p(x),

para cualquier x, es

y una expresion del mismo puede deducirse para cualquiera de las formas en que

puede expresarse p(z).
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Teorema 3.2 El error de interpolacion de f(x) por el valor de p(x), siendo p el

polinomio de interpolacion de f en xg,...,x,, puede escribirse en la forma
i=0

DEMOSTRACION De la expresion (3.4.1) de Newton para el polinomio de interpo-

lacién se deduce que

Entonces, se tiene que

x) —p(z
f[an R >$n7$] = M?
H(:B — ;)
=0
de donde se concluye el resultado deseado. 0

Pero la expresion (3.5.1) del error de interpolacién no es muy apropiada ya
que requiere una estimacién previa de la diferencia dividida f[zo,...,z,, x]. A
continuacion se dan una serie de resultados para resolver este problema, en funcion
de la derivada n + 1-ésima de f, siempre que esta exista.

Teorema 3.3 Sea f € C"([a,b]) y o,...,2Tn, n+ 1 puntos distintos de [a,b]. En-

tonces, existe £ € |a,b] tal que

RIG)

flzo, ... xn] = o

DEMOSTRACION Consideremos la funcién error de interpolacién E(z) = f(x)—p(z),
que es de clase C"([a, b]).

Por hipétesis de interpolacién, E(z) se anula en los n + 1 puntos zg, ..., Zn, ¥,
por tanto, aplicando el teorema de Rolle, E’(x) se anula en n puntos intermedios.

Aplicando de nuevo el teorema de Rolle se tiene que E”(x) se anula en n — 1
puntos intermedios entre x, ..., x,.

Reiterando el proceso n veces, se deduce que E™ (x) se anula, al menos, en un

punto & intermedio entre los puntos de interpolacién. Por tanto,

E™(&) = [(€) = p"™(€) = 0.
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Teniendo en cuenta la formula de Newton para el polinomio de interpolacion se tiene

que p™ (&) = flwo,...,xu]n! y, por tanto,
f(n)<£) - f[$0, s 7x"]n! =0,

de donde se concluye que

flzoy .- xn] = f(rZ'(é)

OJ
Teorema 3.4 Sea f € C")([a,b]) y xo,...,%n, n+ 1 puntos distintos de [a,b]. Si
E(z) es el error de interpolacion polinomica de f en los puntos xy, ..., x,, entonces

existe £ € [a,b] tal que

(n+1) n
E(z) = ) [@—=).

|
(n+1)! 24

DEMOSTRACION Del teorema 3.3 se deduce que existe £ € [a,b] tal que

F(E)

flzo, .- xn, x] = CFSIR

y teniendo en cuenta el teorema 3.2 se concluye que

(n+1)(£) {2
E(zx) = “’ZRTS,) 1_]0(;3 — ;).

)

v Ejercicios

1.- Estudie el problema de interpolacién: encontrar un polinomio p € Psfz] tal
que p(xo) = f(zo), P'(x1) = f'(x1), P'(22) = ['(22).

2.- Estudie el problema de interpolacién: encontrar p € V' tal que p(xo) = f(xo),
p(z1) = f(z1) y p'(zo) = f'(x0), siendo V el espacio fectorial generado por las

funciones {1,senx,cosz}.

3.- Sea V el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales generado
por {1,2?}. Estidiese el problema de interpolacién en V asociado a los datos

f(a) y f(b), donde f es una funcién real de variable real definida en a y b.
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9.-
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Halle las funciones de base [(x) de Lagrange para el problema clasico de

Hermite en dos nodos zg y ;.

Una viga estd sujeta por un extremo y libre por el otro. La caida en el extremo
libre es de 10 ¢m y la longitud total es de 20 m. Aproxime la forma de la viga

mediante una parabola.

Un cable que une dos postes de igual altura, separados 100 metros en un llano
tiene una caida de 2 metros en la parte central. Aproxime, mediante una
parabola, la caida del cable. Utilicese esta aproximacion para estimar la caida

a 25 metros del extremo.

Las vias de un tren estan separadas 10 metros y se va a realizar un cambio de

via con una longitud de 20 metros. Calcular la ctibica del cambio de via.

Aproxime, usando polinomios de grado 1, en cada subintervalo [z;, x;11], los

siguientes datos de una funcion

a) El aproximante es una poligonal, ;de qué clase?

b) ¢Podria obtenerse un aproximante formado por polinomios a trozos de
grado 2 (pardbolas) que interpolase a los datos anteriores y tuviese clase
17 En caso afirmativo, ;podria interpolar este aproximante otro dato

mas?

¢) Supongamos que se conoce f'(3) = 0, ademds de los datos de la tabla
anterior. Calcule, si es posible, una funcién formada por pardbolas en

cada subintervalo que, globalmente, sea de clase 1.

Calcule el polinomio p € Py[x] tal que p(0) =1, p(1) = 1, p(2) = 5, p(3) = 19,
p(4) = 19, usando

a) la férmula de Lagrange,

b) la férmula de Newton.
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10.- Estudiar el problema de interpolacion: encontrar un polinomio p de grado no

mayor que 2 tal que p(zg) = 20, p(z1) = 21 y P'(x2) = 22.

11.- Escriba, mediante la formula de Lagrange, un polinomio de grado no mayor

que 2 que tome los valores 1,2, —1, en los puntos 0, 1, —2.



