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Practica 8

Limite, continuidad y derivabilidad

Limite de una funcion

Definamos la siguiente funcion:

fIx_ 1:= T3

Esta definida en todR exceptox = +1.

Mathematicadispone de una orden para calcular el limite defuncion en un punto, y los correspondientes disnit
laterales.
La primera es

Limit [funcién variable-puntd

En nuestro caso, el limite cuandltiende a 2, por ejemplo, se tdeermina como sigue:
Limit [f [x],Xx =-> 2]

La existencia de este limite garantiza la existedei los limites laterales correspondientes, gireicen con el valor
del limite. En la ordehimit puede utilizarse la opciddirection—1 para hallar el limite por la izquierda y Direck»
-1 para el limite por la derecha.

Limit [f [x], X -> 2, Direction ->1]
Limit [f [x], X -> 2, Direction ->-1]
Podemos trabajar en el punte: 1.
Limit [f [x],Xx ->1]
Observemos la salida obtenida.
Podemos calcular los limites laterales.
Limit [f [x], X -> 1, Direction ->1]
Limit [f [x], X -> 1, Direction ->-1]
Representemos la gréafica de la funcién en un entalnededor del punto= 1.

Plot [f [x], {x,0.9,1.1 1}, PlotRange -> {-100, 100 }1;
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Observemos que el limite por la izquierdaxey -co por la derecha. En sentido estricto, no debergmase ningin
signo al infinito en el punto 1, aungiathematicdo asigna.

Enx = -1 podemos actuar de igual modo.
Limit [f [x],Xx =->-1]
Limit [f [x], x -> -1, Direction ->1]
Limit [f [x], X -> -1, Direction ->-1]
Plot [f [x], {x, -1.1, -0.9 }, PlotRange -> {-100, 100 }7;

El limite por la izquierda er= -1 es e y oo por la derecha.

La misma orden puede emplearse para calcular i lémnco (0 en eo)
Limit [f [X], X => o]
Limit [f [x], X =-> -]
La grafica de la funcidon que estamos considerasdisitotica a la recta de ecuaca0 en o.
llustramos la situacién representando graficamienftencion en un intervalo centrado en el origen.
Plot [f [x], {X, -2,2 }];

Definamos una nueva funcion.
X
g[x_]1:=Which [-r<x <0,Sin [x],0 <xsx 1 -x, True, (—2-) |

Los Unicos puntos en los que hay que determinaxisdencia de limite som; 0, yr.
Usemos la ordehimit .
Limit [g[X], X -> -, Direction ->1]

No obtenemos ningun resultado. La ordémit no se puede usar con funciones definidas condientWhich. Para
trabajar podemos definir cuatro funciones difereratepartir de las diferentes expresiones que ietegn en la
definicién de g, asociadas a la particiéro, —7) | [-7, O] U (0, 7] U (71, +0).
X\ 2
gLIx_]: = (-2-)
g2[x_]: =Sin [x]
g3[x_]1:=1-x

940X ] = (—)2(—)2

Limit [gl[x], X -> -, Direction ->1]

-Limit [g2[Xx], X -> -, Direction ->1]

Los limites laterales en= —r existen pero son diferentes, luego no hay limite € —r.
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Limit [g2[x], X -> O, Direction ->1]
Limit [g3[x], x -> 0, Direction ->-1]

Lo mismo sucede ex= 0.

Limit [g3[x], X -> 7, Direction ->1]
Limit [g4[x], X -> 7, Direction ->-1]

Y enx =z tampoco hay limite, aunque existen los limitetetailes.

Podemos ilustrar graficamente la situacion repteseio por separado estas cuatro funciones y repiéesiolas
conjuntamente.

grafl =Plot [gl[x], {X, -2xw, -mx},

PlotStyle -> {RGBColor [1, 0, 0 ]}, DisplayFunction -> ldentity  1;

graf2 =Plot [0g2[x], {X, -, O}, PlotStyle -> {RGBColor [0, 1,0 1},
DisplayFunction -> Ildentity 1;

graf3 =Plot [g3[x], {X, 0, =}, PlotStyle -> {RGBColor [0, 0,1 1},
DisplayFunction -> ldentity  71;

graf4 =Plot [g4[Xx], {X, 7« 2 =}, PlotStyle -> {RGBColor [1,0,0 1},
DisplayFunction -> Ildentity 1;

Show[ {grafl, graf2, graf3, graf4 }, DisplayFunction -> $DisplayFunction 1;

Podriamos haber representado graficamente la fugcio
Plot [g[x], {X, -2, 2 7}];

La diferencia estriba en que la orden de represiémarafica produce segmentos verticales en fficgrde la funcién
(que no pertenecen en realidad a la grafica denl@dn).

Plot [g[x], {X, -2 2 =}, Axes -> None];

Continuidad de una funcion
Estudiemos la continuidad de la funcién

_ x+a .
f(X)— mSIX<O

f(0) =1
fX)=vVvb+x2 six>0

dondeaeR yb > 0.

Es claro que sélo es necesario estudiar la codiduénx = 0. Ademas, la funciéh sera continua si y sélo si esta
definida en 0, existe limite en 0 y dicho limitenmide corf (0).

La funcion esta definida en 0, y su valor es igual

Comenzamos definiendo la funcién de modo que stelipueda ser calculado cathematica
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X+a
flx 1=z ———
1+Exp[]

f2 [x_1:=vVb+x2
Como

Limit [fl [x], x -> 0, Direction ->1]
y

Limit [f2 [x], x -> 0, Direction ->-1]

se tiene que los limites laterales existen, y ¢dirdm si y sélo sa=vb. En este caso, la funcion tiene limite si y
s6lo sia=vb.

La funcién sera continua si y séloast Vb = f(0) = 1.
En definitiva, la funcién es continua siy sél@si b = 1.

Representemos la funcién cuando se cumple estécoamd

X +1
f[x_]:=Which[st, —+1—,x >0, Vl+x2]

1+Exp[—x-]

Plot [f [x], {x, -4,2}];

Derivabilidad de una funcién

Una funcién es derivable en= a si existe

f(x)-f@

X—-a

f(a+h)—f(a)

“mx—>a h 1

= Iirnh—>0
en cuyo caso el limite se llama derivadaf dm a, yse notaf ' (a).

Utilicemos la definicién para estudiar la derivatad de las funciones(x) = Vx yg(x) = x*.

fIx_1:=x

f [x]-f[a]

Limit | v

x ->a]
La funciénf (x) es derivable ea.
grx_]:=x*

Limit [w_,

v x ->a]

Obsérvese qug(x) es derivable ea> 0.

Mathematicapuede calcular la derivada formal de una func&iresf[x], la derivada se calcula con la ord§x] o
D[f[x],X] . En los casos anteriores,
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f' [x]
g' [x]

En este Ultimo caso, es necesario simplificar:
Simplify  [%

Consideremos la funcién definida por

hx)=c2x%+x+ae six<0
hix)=x3+axX+ce*six>0

Para que sea derivable es necesario que sea @ntinu

hi[x_]:=c¢?x?+x+aExp[x]
h2[x_1:=x%+ax?+cExp[-X]

Como

Limit [h1[x], x -> 0, Direction ->1]

Limit [h2[x], X -> 0, Direction ->-1]
para que haya limite debemos imponer la igualdad:

Se tiene automaticamente la continuidad.

hi[x] - h1[0]

Limit [ —————, x -> 0, Direction ->1]
X -0
h2[x] -h2[0
Limit [Mx -> 0, Direction —>—1]
x-0

La funcién sera derivable siy solo si se cumpleajs c y1+ a= —c. La solucién de este sistemaaes ¢ = —% .

Para estos valores, podemos representar la furleadrejemplo, utilizamos la ord&dhich para definirla.

1
a=C=-—,;
2
hix_1:=Which[x <0,c2x?+x+aExp[x],x >0,x3+ax?+cExp[-x]]

Plot [h[x], {X, -6,2 }1;

La ordenWhich no permite trabajar cdomit , pero si con la derivada (una vez probado quereidn es derivable).
En el caso anterior, es muy simple representagria@atia de la funcioh.

Plot [h' [x], {X, -6,2 }1;
También se puede "preguntar” por la derivada gouaio.

h' [0]
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Ejercicios

1.- Calcule los limites de las funciones definidaslas siguientes expresiones, en los valoreseuedican:
a) (x"2-4)/ (x-2), x->2,
b) ((t+h)~2-t"2) / h, h->0,

2.- Calcule y simplifique las derivadas de lasigigtes funciones:
i) f(xX) = Ln((x"2+x+1)(1/2) - 1/Sqrt[3]) atg((2x+1) / Sqrt[3])
i) f(x) = ((cos x)™"X)"g x



