practica6.nb 1

Diagonalizacion de matrices,
Semejanza.

Introduccion

Si A es una matriz real cuadrada de dimension praddlema de la diago-
nalizacién de A consiste en:

- hallar una matriz regular P;

- y hallar una matriz diagonal D tal que:

A=P D P1.
NOTA:
Cuando dos matrices cuadradas A y D cualesquiera riican una relacion del
tipo anterior,
diremos que ambas matrices son semejantes.

Supuesto que A sea diagonalizable, veamos quiamedéser estas matrices P y D.
Escribamos P fijandonos en sus columnas, es degixP| x> | ... | X, | siendox;
la i-ésima columna de P,
y llamemosiy, Ay, ..., Ay alos nimeros que aparecen en la diagonal dettzba
Entonces, reescribiendo la relacion entre A, Pdela siguiente forma

ADP! = AP=PD,
y fijaAndonos en la i-ésima columna de las dos ip@dés obtenemos:

A X =i X,

para cadaide 1l an.
Cuando se encuentra namero realA y unvector no nulox que verifican la rel-
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acionAx = A x, diremos que:
- A es un valor propio o autovalor de la matriz A;
- X €S un vector propio o autovector de A asociad@kair propioA.

Por lo tanto, encontrar la matriz D equivale a ety n valores propios (no necesari
amente distintos), que seran los que conformenalgodal de D, y encontrar la
matriz P equivale a encontrar n vectores projpneslimente independientegpara
gue P sea regular) asociados a sus respectivagsgmpios que conformaran las
columnas de P. Asi, las columnas de P formariarbasa d®" compuesta Unica-
mente por vectores propios de la matriz A.

Es fundamental, pues, hallar los valores propio& gidos vectores propios asocia-
dos. Como los primeros hacen que el sistBma= A X

tenga soluciox distinta de la solucion cero, la matriz de coefitesA— A | (donde

| denota la matriz identidad de orden n) debe tdetgrminante no nulo.

Este determinante det(Al) es un polinomio en de grado n y se denomipalino-
mio caracteristicode A.

Por lo tanto los valores propios de A seran losséel polinomio caracteristico de
A al que se suele notar como

pa(d) = detA-Al).

Por otro lado, el conjunto de vectores propios desdciados a un mismo valor pro-
pio A forman un subespacio vectorial B que se llama subespacio propio asociado
al valor propia.

Para concluir si una matriz A es 0 no diagonaledizstara pues averiguar si hay
"suficientes" valores propios para construir D &y "suficientes" vectores propios
linealmente independientes asociados; esta infoémanos la dara la dimension de
los subespacios propios y queda recogida en aksiguresultado.

Ejemplo 1, matriz diagonalizable.

Veamos cOmo se pueden usar las 6rdenes de Matharpata estudiar si una matriz
es diagonalizable.

A={{2, 2, -2}, {6, 9, -17}, {6, -3, -5}};
Al'/ Mat ri xFor m
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I =ldentityMatrix[ 3];
val or p=Ei genval ues[ A]

Como todos los valores propios son distintos, tddesubespacios propios son de
dimension uno y por lo tanto la matriz es diagaaddie. Hallamos una base del
correspondiente al primer valor propio, le vamaadando los vectores que forman

las base de los restantes subespacios propioslispenemos de las columnas de la
matriz P de paso.

Aunque podriamos usar la ordBigenvector§A] para determinar los vectores
propios de A, vamos a determinarlos secuencialmente

hallando las soluciones de los sistemas lineale®béneos correspondientes a cada
uno de ellos mediante la ordEllSpace| ]

vect or p=Nul | Space[ A-val orp[[1]]*i];
Vat ri xFor nf Tr anspose[ vect or p] ]

vect or p=AppendTo[ vect or p, Nul | Space[ A-valorp[[2]]*i][[1
Vat ri xFor nf Transpose[ vect or p] ]

vect or p=AppendTo[ vect or p, Nul | Space[ A-valorp[[3]]*i][[2
Vat ri xFor nf Tr anspose[ vect or p] ]

La matriz diagonal se forma facilmente con el coteediagonalMatrix] lista |

di ag=D agonal Matri x[ val or p];
di ag// Matri xForm

Y la matriz de paso P la construimos colocandedasores propios por columnas:

P=Tr anspose[ vect or p] ;
P/ /[ Matri xForm

Es inmediato comprobar la exactitud de los resaftahcontrados:
basta estudiar la anulacion de la matriz A-P.dmgiise[P].

==P. di ag. | nver se[ P

Ejemplo 2, matriz no diagonalizable.

Consideramos, ahora, la matriz A, a la que le tahcas los valores propios.
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A={{0,1,0},{0,0,1},{2,-5,4}};
val or p=Ei genval ues[ A]

El valor propio 1 es doble y el valor propio 2 es@e. Para que sea diagonalizable,
el subespacio propio asociado al valor propio dir&que tener dimension 2.

vect or p=Nul | Space[ A-val orp[[1]]*i]

Como es un subespacio de dimension uno y el vatmig 1 es doble, la matriz A
no es diagonalizable.

Ejemplo 3, matriz simétrica.

Veamos ahora como diagonalizar una matriz simétiecenanera que la matriz de
paso resulte ortogonal.

A={{-1,1,0},{1,-1,0},{0,0,-2}};
Al / Mat ri xFor m

val or p = Ei genval ues[A]

En este caso, el valor propio= —2 es doble y (como sabemos que A es diagonaliz-
able, por ser simétrica) el subespacio propio tiémension 2.

vect or p=Nul | Space[ A-(-2)*IdentityMatri x[ 3]]

Para que P resulte ortogonal necesitamos que bsattores base de este espacio
propio sean ortonormales. En este caso, ya sormpaiqulares, por lo que Unica-
mente hay que normalizar (si no lo fuesen podensas @l método de Gram
Schmidt):

vectorpl[L]] vectorp[[1]]

vvectorp[[1]].vectorp[[1]] |

vectorp[[2]]

vectorp[[2]]

vvectorp[[2]].vectorp[[2]] |

Por altimo, afadimos el vector propio asociadoadbvpropio A = 0, (es decir, una
base del nucleo de A). Como sabemos, vectoresqa@giociados a valores propios
diferentes siempre son linealmente independienteteynas, en el caso de matrices
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simétricas, son perpendiculares, por lo que bastarndalizar este tercer vector
propio para tener construida la base ortonormal:

vect or p=AppendTo[ vect or p, Nul | Space[ Al [[1]]];
vectorp[[3]]=vectorp[[3]]/Sqrt[vectorp[[3]].vectorp[[?3G

Construimos la matriz diagonal respetando el misrden de valores propios {-2,
-2, 0}

di ag=Di agonal Matri x[ val or p];
di ag// Matri xForm

Y la matriz de paso P la construimos colocandedasores propios por columnas:

P=Tr anspose[ vect or p] ;
P/ /[ Matri xForm

Por altimo, comprobamos tanto que P resulta ortalyaomo la relacion de
Semejanza:

P. Transpose[ P] ==l denti tyMat ri X[ 3]
==P. di ag. Transpose|[ P]

Aplicacion: potencias de una matriz.

En ocasiones es necesario calcular potencias ‘tdeVae una matriz dada o incluso
"raices". En estos casos es util disponer de utaznse@mejante a la dada a la que
sea facil calcularle esas potencias o rices pamiwliir el coste computacional. La
simplificacion se basa en que:

ADP! = A"=PD"P!,
Si la matriz D es diagonal, sus potencias se lalcsimplemente haciendo la

misma potencia (incluso fraccionaria) de cada unéod elementos de la diagonal,
lo que conlleva menos coémputo que hacerlo paranataz arbitraria.
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Para la sigiente matriz

1 2 ... 5

2 3 ... 6
A= Do \ : ’

5 6 ... 10

calculemos por un 1ada®°C y por otro, calculemos una matriz B tal dgfe= A. A
la matriz B se le llama "una raiz cubica de la maf.

A=Table[i +j -1, {i, 5}, {j, 5}1;
Mat ri xFor m[A]

Como la matriz es simétrica, sabemos que es difigabke. La diagonalizamos.
I =ldentityMatri x[5];
val or p=Ei genval ues[ A]

Dado que el conjunto de valores propios sigue siesethcillo, repetimos el proceso
anterior. Hagase también usando la orden Eigemgegtobsérvense los resultados.

vect or p=Nul | Space[ A-val orp[[1]]*i];
vect or p=AppendTo[ vect or p, Nul | Space[ A-N[ val orp[[4]]] *i]
vect or p=AppendTo[ vect or p, Nul | Space[ A-N[ val orp[[5]]]*i]

Obsérvese que hemos usado el valor numerico dealoses propios. ¢ Qué ocurre si
no lo hacemos?

Por ultimo construimos Dy P.

di ag=D agonal Matri x[ val or p];
Vat ri xFor nf di ag]

P=Tr anspose[ vect or p] ;
MVat ri xFor ni P]

Comprobamos la semejanza y calculamos las potepedidas.
Puesto que el penultimo valor propio es negatiaoa vitar una raiz cubica com-
pleja lo hacemos positivo y luego le volvemos acal el signo negativo en su sitio.
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==P. di ag. | nver se[ P

True

val or p8000 = N[val or p]~8000;

val or pcubi c = Si gn[val orp] N[Abs[val orp]1” (1/3);
di ag8000 = Di agonal Matri x[val or p80007;

di agcubi ¢ = Di agonal Matri x[val or pcubi c];

B = P.diagcubic.Inverse[P];
Mat ri xFor m[B]

Print ["A8000 - v
Mat ri xFor m[P. di ag8000. | nverse[P] ]

Verificamos la construccion de B.

También comprobamos (en esta matriz 5 x 5) laeliiga de tiempo si usamos la
orden MatrixPower.

Mat ri xPower [B, 3] ==
Mat ri xPower [A, 80007;

Ejercicios
o 2 1
1.- Diagonaliza la siguiente matriz: A= 2 7 O
1 0 -3

2.- Verifica, con los datos obtenidos en el ejeocanterior, la relacion:

A= PD>P L,
2 5 0
3.- Calcula los valores propios de la matriz |A&= 3 5 | y las dimensiones de

0O 0 3
los subespacios propios asociados a cada uno.

Determina si es o0 no diagonalizable.
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-1 1 0
4.- Comprueba que la matriz simétrica EAzl -1 0 | esdiagonalizable calcu-
0O 0 -2

lando los valores propios y los subespacios propios



