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Practica de
Aplicaciones Lineales

Aplicaciones lineales y matrices

Las matrices también desempefian un papel migade® en el estudio de las aplicaciones linealee espacios
vectoriales finito-dimensionales. Concretamentadés bases en ellos, la aplicacion lineal conadequeda represen-
tada por una matriz de ordemxn, donde m es la dimensién del espacio vectoriaiahy n la del final.

m Ejemplo 1
Supongamos que f: R®-R* es la aplicacion lineal definida por

f(x,y,2=(x-y, x-z, 0, X).
fI{x_,y_, z_}]:={x-y, x-2z, 0, x}

Se puede ya, calcular la imagen de cualquier vetgtorR® . Por ejemplo sea el vector de coordenadas easia b
canénica (1, -1, 1), su imagen se calcularia

fI{1, -1, 1]
En R3 yR* consideramos las bases candnicas, es decir

Al =l dentityMatrix[3];
A2 =l dentityMatrix[4];

¢ Cudl es la matriz derespecto e estas bases?. Se halla calculantamséormados mediantef de los vectores de
Al respecto d&2.
Las listas resultantes seran las columnas de ldzmat

matri zf = {};
For[i =1, i <=3, i ++,
AppendTo[matri zf, f [AL[[i]111]

]
matri zf = Transpose[matri zf ];

matri zf // Matri xForm

A partir de la matriz dérespecto de las bases especificadas, la imageector se calcula facilmente. Por ejemplo,
la imagen del vector que respectaidetiene coordenadas (1, -1, 1) es

matri zf. {1, -1, 1}
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Como se puede observar el vector imagen del (1) aplicando la expresion de f es igual atmernagen haciendo
uso de la matriz de la aplicacion.

Ejemplo 2

Otra forma de especificar una aplicacién liresmproporcionar los transformados de los vectoeesnd base del
espacio inicial. Supongamos, por ejemplo, que liaagon lineal g : R* -R? esta definida por

091,2,3,49)=(1,2), 9(2,1,3,4)=(1,3p(1,0,0,1)=(2,1), 9(0,0,0,1)=03,

El conjuntoB1 = {(1, 2, 3, 4), (2, 1, 3, 4), (1, 0, 0, 1), (Q,@ 1)} es base d&* pues da lugar a una matriz de
determinante no nulo:

Det [{{1, 2, 3, 4}, {2, 1, 3, 4}, {1, O, O, 1}, {0, O, O, 1}}]
Consideremos, pues, las siguientes bas®s'deR?, respectivamente:

Bl=({1, 2, 3, 4}, {2, 1, 3, 4}, {1, 0, 0, 1}, {0, O, O, 1}};
B2 = {{1, 0}, {0, 1}};

¢Cudl es la matriz de la aplicacion g consideraddo base Bl en el espacio
inicialR* yla base B2(la base candnigaen el espacio findik?

Recordando lo realizado al comienzo de la practa matriz de g respecto de las b&kskyg B2 es

Ag = Transpose[{{1, 2}, {1, 3}, {2, 1}, {1, 0}3}1;
Mat ri xFor m[Ag]

¢ Como se hallaria la imagen del vector que oéspke la base candnicaBé se escribe (1, -2, 3, -4)?

El problema estriba en que no se puede usatdinente la matriz calculada, pues para ello hajpautilizar la lista
de coordenadas respectoBtedel vector cuya imagen se pide. Se puede resfdgémente efectuando un cambio de
base en espacio inicial, para lo que vamos a cerssida rutina que creamos en la practica dediahdambio de base
en espacios vectoriales. (También sera Util ada He resolver los problemas propuestos).

r4 2, R2
A
B, g B2
A171 T A Ag.A171

Bc

Al = Transpose[B1]

Definimos la base candnica Bé.
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La matriz de cambio de baseB&aBces

Entonces, la matriz dgrespecto d8cy B2 es
Cg = Ag. | nverse[Al];
Cg // Matri xForm

Ahora es muy facil hallar el transformado de (1,3,24). Es

Cg. {1, -2, 3, -4}

Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Asociados al concepto de aplicacion lineal teselos de nucleo de la aplicacién , N(f) e imageif d Im(f). En esta
seccién mostraremos como usar las érdenes incalp®adMathematicapara trabajar con ellos.

Supongamos que disponemos de la aplicacion Im&f — R*que, respecto de bases fijadas en los espacids iic
final, tiene la siguiente matriz asociada:

matri zh = {{1, 0, O, O}, {O, 1, O, -1}, {O, -1, 1, O}, {O, O, O, O}};
matrizh // Matri xForm

Puesto que, segundafinicion de nucleo de una aplicacién esta formado por logectores del espacio inicial que
tienen como imagen el vector cero del espacio findlomamos un vector genérico déR* y obligamos a que tenga
como imagen el vector cero del espacio final, quave a seR*, por lo tanto,es (0,0,0,0).

V={X,VY, z, t};
Solve[matrizh.v = {0, 0, 0, 0}, {X, vV, z, t}]

Lo que nos dice este resultado es que (x,y(@,H&t)=1t (0,1,1,1) , luego el vector (0,1,1gBnera N(f) y al ser
distinto del vector cero es l.i., esto es, es loasH(f).

Una base del nicleo de la aplicacion lineal hussde obtener directamente con la orbefiSpace, de la siguiente
manera:

BaseNucl eo = Nul | Space[matri zh]

El nucleo de h es, pues, un subespacio vectigiaimension uno. Podemos hallar sus ecuaciomempticas e
implicitas:

param= {a};

coord = {X, Yy, z, t};

par amNucl eo = Logi cal Expand[coor d == Transpose [BaseNucl eo]. par am]
i mplicitasNucl eo = El i m nat e[paramNucl eo, param)

Para hallar una base de la imagen de h, asi samecuaciones paramétricas e implicitas debesgosdar que un
sistema de generadores esta formado por los vectore

correspondientes a las columnas de la matriz delo que es lo mismo, por las filas de la twaspa de dicha matriz.
Lo definimos, pues.
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gener ador | magen = Transpose[matri zh];

A partir de él hallamos una base con algunamdetocedimientos indicados en la primera practioa,ejemplo,
mediante la reduccion por filas .

RowReduce [gener ador | nagen]
Una base es, por ejemplo,
Basel magen = Tabl e[%[ [i 11, {i, 3}]
Las ecuaciones correspondientes son
param= {a, b, c};
coord = {X, Yy, z, t};
par anl magen = Logi cal Expand[coor d == Transpose [Basel nagen]. par am

i mplicitasl magen = El i m nat e[par am nagen, param)

El subespacio imagen de h tiene dimensidn trpsiytanto, una Unica ecuacién implicita.

Imagen de un subespacio vectorial por una aplicaaidineal

Finalizamos esta practica mostrando cémo hkllmnagen de un subespacio vectorial U del espacitaininediante
una aplicacion lineal.

Supongamos qug: R® - R3 es la aplicacion lineal que tiene, respecto dedéjadas en los espacios vectoriales
involucrados, la siguiente matriz asociada:

matrizj = {{1, O, O, 1, O}, {1, -1, O, O, 1}, {1, -1, O, O, O03}};

Pretendemos hallar el subespacial@R® tal que, V=f(U) donde U es un subespacidde ¢Como se calcula W?
es el subespacio engendrado por las imagenes deestores de una base de.lSi sabemos una base de U, la
formacion de V es inmediata, basta calcular la enagde cada vector de la base. Asi pues, si U ndsrigpor medio de
un conjunto generador o una base, bastaria caleularagen de cada uno de los vectores. Si U Wede por sus
ecuaciones implicitas , entonces tenemos que eacamia base de U. Veamos cémo hacerlo

implicitasU= {x+y-z2==0, y-z==0, y+t ==0};
Para ello, definimos coordenadas.

coordU= {x, vy, z, t, u};
Resolvemos en las variables x, y,z, ty u.

parametri casU= Sol ve[i nplicitasU coordU]
Un vector genérico es

vectorU=coordU/. paranetricasU[[1]]

Se aprecia que un sistema generador es
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generadorU= {{0, 1, 1, -1, 0}, {0, 0, 0, O, 1}};

Ya tenemos un conjunto generador de U, que asles base,un sistema generador del subespacienmsadnalla
calculando la imagen de cada uno de los vectotemtirior conjunto.

generadorV = Tabl e[natri zj.generadorU[[i 1], {i, 2}]

Ss ademas quisiéramos las ecuaciones paramétricgsicitas del subespacio imagen del dado armdgtsus ecua-
ciones implicitas se calculan como sigue:

coordV={X, vy, z};

paranV = {a, b};

paranetri casV = Logi cal Expand[coor dV == Tr anspose[gener ador V]. par anV]
inplicitasV=-Eimnate[paranetricasV, paranV]

Ejercicios

1.- Se considera la aplicacion linéaR3—-R? dada por
f(x,y,z) = (x+y, y+32)

a) Halle su matriz asociada respecto de las basgsicas dR> y R?.

b) Halle las coordenadas de la imagen del vectmodedenadas (1,2,4) (se
entiende todo con respecto a las bases candnicas).

c) Halle la matriz asociada a f respecto de la &k={(1,1,1),(0,1,-
1),(1,0,0)} del espacio inicial y la candnica dekH.

d) Halle la matriz asociada a f respecto de la basénica del espacio ini-
cial y la baseB2 ={(1,2),(0,1)} del espacio final.

e) Halle su matriz asociada respecto de las basemicaBl y B2.

2.- Se considera el endomorfisthdR*—-R* que respecto de la base usual de
R*tiene como matriz asociada

14,1,1,1), (1,2,1,1),(1,1,2,1),(2,1,1,19/28)}

a) Halle una base y las ecuaciones implicitasuddicleo.
b) Halle una base y las ecuaciones implicieasudimagen.
c) Determine si el vector (-3,-3, -2,-1) pedea a la imagen de f.

3.- Sea
A={(1,1,1,2,7), (2,2,2,3,3),(3,3,7,1,0),(4,4,4,3,2)
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Supongamos que A representa una aplicacion engregpmcios vectoriales de dimen
sion 5y 4 respectivamente.

a) Halle una base del nucleo de dicha aplicacion.

b) Escriba un vector, no nulo y distinto de lodalbase del nacleo, que se
transforme mediante la aplicacién lineal en el aklo segundo espacio vectorial.

c) Calcule laimagen de (1,2,3,4,5).

4.- Se considera la aplicacion lineal Bé enR3 definida por:

(40, 7, 4, 6)> (1, 0, 1)
(6,7, 40, 7 (1,1, 1)
(5, 1, 4, 30)> (0, 1, 0)
(1,2,2 10 (1, -1, 1)

a) Calcule la matriz asociada a dicha aplicacidedi respecto de las bases
usuales (bases canonicas de cada espacio).

b) Calcule una base del nucleo de la aplicacion.
c) Calcule una base de la imagen de la aplicacion.
d) ¢Es el vector (7, 0, 3) un vector de la ima@en



