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1) 16 ptos.

1.A) Sea f ∈ C0(R) y supongamos que existe ε > 0 tal que f(x) < 0 si x ∈ (x0 − ε, x0) y f(x) > 0 si
x ∈ (x0, x0 + ε). Se considera la ecuación diferencial no lineal de segundo orden

x′′ + f(x) = 0. (1)

Define su funcional de enerǵıa asociado y demuestra que el sistema conserva enerǵıa. Demuestra
que la solución x(t) ≡ x0 es un punto de equilibrio estable para (2).

1.B) Se considera la ecuación diferencial no lineal de primer orden

x′ + g(x) = 0,

donde g ∈ C0(R). Construye un funcional de Liapunov y caracteriza las propiedades de es-
tabilidad asintótica e inestabilidad de los puntos de equilibrio de la ecuación a partir de las
propiedades de crecimiento y decrecimientos de g en un entorno de los puntos de equilibrio.

2) 16 ptos. Discute en función del parámetro λ la existencia de soluciones del siguiente problema de
contorno

x′′ + λx = cos(2t),
x′(0) = 0, x′(π/2) = 0.

3) 7 ptos. Sea A ∈ MN (R) y Φ(t) la matriz fundamental principal en t = 0 del sistema x′ = Ax.
Demuestra que A y Φ(t) conmutan ∀t ∈ R.

4) 16 ptos. Sea x(t; ε) la solución maximal del problema de valores iniciales

x′′ + ε
(
x′

)2 + 4x = 0, x(0) = 0, x′(0) = 2.

4.A) Justifica que existe el
ĺım
ε→0

x
(π

2
; ε

)
y es igual a 0.

4.B) Calcula, si es posible, ∂x
∂ε (t; 0).



5) 21 ptos. Se considera la siguiente ecuación diferencial

t2(t+ 1)x′′ + t
(
(t+ 1)2 + 1

)
x′ − 2(t+ 1)3x = 0, t > 0. (2)

5.A) Comprueba que el cambio de variables s = t + ln t transforma (2) en una ecuación diferencial
con coeficientes constantes.

5.B) Encuentra un sistema fundamental de soluciones de (2) y determina la solución que satisface
x(1) = e, x′(1) = 2e.

5.C) ¿Dónde está definida dicha solución?

6) 24 ptos.

6.A) Estudia el comportamiento asintótico de las soluciones de la ecuación x′ = Ax en función del

parámetro a ∈ R, donde A =
(
−1 1
a 0

)
.

6.B) Estudia, según el valor de a ∈ R, la existencia de soluciones π–periódicas del sistema

x′ =
(

0 1
a 0

)
x(t) +

(
0

cos(4t)

)
.

6.C) Esboza el diagrama de fases de

x′ =
(

0 1
−1 0

)
x.


