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(Hay un matematico en la sala..?

Les Aventures d'Anselme Luturlu, Jean-Pierre Petit [4]

En las matematicas de ensefianza primaria y secundaria se suelen estudiar los repartos
como aplicacion de las propiedades y calculos proporcionales. Los multiples problemas
relacionados con herencias, pagos, mezclas y aleaciones, grifos, jornales, etc. nos han servido
para contextualizar la proporcionalidad directa o inversa. Los profesores estamos convencidos de
que en estas situaciones se ha requerido una utilizacion pericial de las matemadticas, lo que da
lugar a que el matematico se convierta en un Salomon que establece criterios objetivos de
reparto.

Esta labor pericial de la matematica se restringe al aula, ya que los repartos
proporcionales, realizados en los problemas reales similares a los planteados en clase, no siempre
dejan contentos a los implicados, que pueden despreciar por simplista la solucion matematica. La
complicacion real de los problemas de reparto hace que se pongan en juego otros datos y
circunstancias que no siempre son reducibles a aplicaciones lineales. Asi, los repartos de terrenos
no pueden hacerse por simple division de la superficie, ya que, por ejemplo, la forma del terreno
puede introducir aspectos no repartibles (acceso a un camino, orografia del terreno, etc.) (Alonso
y otros, [1]). También pueden influir la vegetacion del terreno o la conveniencia o no de partirse
para poder edificar. Una herencia compuesta por una casa, un coche y los muebles solo admite
un reparto proporcional si se traduce en dinero y se reparte este, con la consiguiente pérdida de la
integridad de los bienes que los herederos quisieran conservar.

Recientemente, la revista Muy Interesante presenta un articulo de un matematico y un
sociologo, quienes se ocupan de la forma de repartir entre dos personas, tres, cuatro, ... etc. tartas
y objetos reales, de manera que todos ellos se sientan satisfechos (Hively y Sardon, [3]).

También esta de actualidad el reparto del tiempo de publicidad gratuita a los partidos politicos en



tiempo de elecciones, o el de los minutos dedicados a cada partido en los noticiarios.

En vista de la dificultad de afrontar en clase de matematicas estos repartos, los profesores
seguimos haciendo uso de los problemas tradicionales para hablar de repartos proporcionales.
Pero la introduccion del debate en clase como forma de validar la resolucion de problemas
vuelve a poner en evidencia lo incompleto de los procedimientos estddares de resolucion.

En este articulo vamos a referirnos a problemas tipicos de reparto, y como estos
problemas han sido resueltos en diferentes niveles de ensefianza. Un enunciado que ha suscitado
diversas respuestas, y ha llegado a interesar a los alumnos por la validez de cada una de ellas, se

refiere al reparto de los gastos en una oficina. Por ejemplo:

Un abogado, un gestor y un contable comparten una oficina. El abogado la utiliza 5
dias por semana, el gestor 3 y el contable 2. El alquiler semanal de la oficina
es de 12.000 pts. ;Cuanto debe pagar cada uno?

La expectativa del profesor al plantear este problema es que los alumnos hagan un
reparto proporcional, y efectivamente, algunos estudiantes lo resuelven sin dudar sumando dias,
dividiendo el precio entre la suma de dias y multiplicando esta cantidad por el nimero de dias
que asiste cada uno. Esta respuesta tiene la ventaja de que la suma de lo que pagan los tres es
12.000 pts y que las proporciones relativas entre las cantidades pagadas es la misma que existe
entre los dias que emplean la oficina (el abogado paga 5/3 de lo que paga el gestor, etc.)

Al plantear este problema en 1° de BUP, algunos alumnos me preguntaron por el niimero
de dias en que coincidian dos o tres de los inquilinos. Esta pregunta, aparentemente
improcedente, me hizo reflexionar sobre la interpretacion que hacian los alumnos de las
condiciones del problema y de los criterios de reparto. Sélo entonces cai en la cuenta de que el
papel pericial del que se arropa el profesor de matematicas choca a veces con la realidad de la
situacion. Pero ademas observé que en general el grupo de alumnos aceptaba como equitativas
otras formas de reparto, en las que se consideraba cada uno deberia pagar menos el dia que
coincidia con otros que si iba solo.

Este problema lo he planteado también en cursos de formacion inicial de profesores,



tanto a estudiantes para profesor de ensefianza primaria, como a futuros profesores de
matematicas de ensefianza secundaria. En estos tres &mbitos han surgido cuestiones similares, y
aunque en el caso de los estudiantes de los ultimos cursos de la licenciatura de matematicas la
disposicion inicial fue resolverlo por el reparto proporcional, no rechazaron de plano otras
soluciones e interpretaciones posibles.

Una situacion similar se planted6 con un problema tipico, que ha tenido diversos

enunciados: el problema de los camellos:

Un sefior deja en herencia a sus tres hijos, 11 camellos. En su testamento manifiesta
su voluntad de que el hijo mayor reciba la mitad de su fortuna, el segundo
un cuarto de la misma y el tercero un sexto. ;Cuantos camellos le
corresponden a cada hijo?

Como no se pueden partir los camellos, el notario pide prestado un camello al
vecino. De esta forma junta 12 camellos, la mitad de los cuales, 6,
corresponden al hijo mayor, la cuarta parte, 3 camellos, corresponden al
segundo hijo, y 2 camellos, un sexto de 12, corresponden al pequeiio. Se han
repartido asi 6 +3 + 2 = 11 camellos, con lo que se puede devolver el camello
prestado.;Como es posible que sobre este camello al hacer el reparto?

Al plantear este problema, mi expectativa, como profesor, es que los alumnos descubran
que el reparto previsto por el difunto no es exhaustivo.

He planteado este problema también en los tres ambitos descritos: primero de BUP,
primero de Magisterio y formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria. Se
obtuvieron respuestas diversas. La primera reaccion, de los alumnos de 1° de BUP y algunos de
Magisterio fué el aceptar el reparto como perfecto, ya que: se repartian los 11 camellos, no tenia
que intervenir el carnicero, y se respetaban los criterios del padre. Algunos se limitaron a
considerar que lo entendian, ya que habian comprendido que 6 es la mitad de 12, etc. Otros se
extrafiaban de un reparto en el que sobra justamente lo prestado, pero no llegaban a encontrar la
razon. Los mas aventajados de BUP y Magisterio, asi como todos los estudiantes de la
licenciatura de matematicas sumaron las fracciones y mostraron la incomplitud del reparto
propuesto.

Sin embargo, una profesora de matematicas de los cursos de formacion propuso una



solucion original a la que habia llegado junto con su hermano, graduado social. La naturaleza de
la solucion y las reflexiones que realizaron me ha parecido tan interesante que le sugeri a la
autora que las generalizara y las escribiera para su publicacion. El texto que aparece a
continuacion refleja este razonamiento de la profesora en formacion. Posteriormente

establecemos unas conclusiones en relacion con los repartos y a las soluciones propuestas.

EL PROBLEMA DE LOS CAMELLOS.

Este tipo de problemas "con truco" no dejan de ser curiosos e intrigantes para muchas
mentes matematicas y otras "no tan matematicas". En este caso, resulta un tanto extrafio el hecho
de que haga falta pedir prestado un camello para poder repartir, y luego sobre justamente ese
camello. Es cierto que mediante este procedimiento se reparte toda la herencia y se supone que
todos quedan conformes...;0 no?.

Socialmente, cabria plantearse si se ha respetado realmente la voluntad del difunto. Si no
fuera asi, alguno de los hermanos podria protestar. Pero ocurre que en este particular reparto
todos salen ganando, porque se llevan un poco mas de lo que les corresponde (6 camellos es mas
de la mitad de 11 camellos, etc.). Asi, todos quedan contentos. Sin embargo, alguno podria
plantearse si sus hermanos han ganado més o menos que ¢€l.

En teoria, las matematicas deberian dar respuesta a cualquier problema de reparto.
Entonces, habra que justificar de algin modo el que los camellos se hallan distribuido de esa
forma.

Estas son algunas de las reflexiones que surgieron al afrontar este problema.
Primeramente, llegué a la conclusion de que las fracciones de la herencia propuestas por el padre
no sumaban el total, que es la respuesta que se pretende obtener de los alumnos. Asi se explicaba

el hecho de que al pedir un camello y realizar las divisiones correspondientes con doce camellos,

: 1,1, 1 11 . . .
sobrara uno. Es decir, como E+Z+EZEO, si tomamos estas proporciones de cualquier

cantidad, siempre va a sobraréO de esa cantidad. En particular, para 11 camellos se



tendria:£+£+£=]l*£=£0
2 4 6 12 12

Si tomamos un camello prestado, efectivamente se reparten los 11 camellos y sobra 1 (que es un

doceavo de 12):%+§+%=6+3+2=110.

Llegados a este punto, yo pensaba que el problema no estaba totalmente resuelto, que
habia que dar una respuesta mas concreta sobre si el reparto final era justo o no. Fue entonces
cuando se lo planteé a mi hermano, que tampoco quedé satisfecho con la respuesta anterior, y
entre los dos empezamos a discutir y a reflexionar sobre lo que ocurria en este reparto. Llegamos
asi a la conclusion de que era "relativamente justo", tal como pone de manifiesto la formalizacion
matematica de este razonamiento, desarrollado a continuacion.

En principio, no se reparte la herencia como quiere el padre, puesto que esto es imposible
sin que intervenga el carnicero. Ademas, ;quién se lleva lo que sobra de la herencia?. La
solucion estd en intentar dividir el total de la herencia respetando en lo posible los deseos del
padre.

Veamos primero cudnto le corresponderia exactamente a cada hermano:

1° 17 5+iO , 5 camellos y L 0 de camello
2 2 2

2% % =2 +§ 0,2 camellos y %O de camello

3% 17 ]+£ 0, 1 camellos y 20 de camello
6 6 6
Como £+£+£=£0, sobraria 11-ﬂ=£0 de un camello, o lo que es lo
2 4 6 12 12 12

mismo, un doceavo de la herencia. Lo mas justo seria ahora dividir esta cantidad restante en la
proporcion especificada por el padre. De este modo, al primer hermano le corresponderia
1

L1 0, al segundo z *QO y al tercero Lol 0, ademas de lo que tenian (podemos apreciar
2 12 4 12 6 12

que les faltaba justamente éO, 50 y éO a cada uno para completar un camello, pero éstas son

proporciones de 1, y no de % 0, que es lo que sobra). En total, se tiene:



2. 24345 77,

4 48 48
3o p+2+ 47
6 72 72

Pero la herencia aun no se ha repartido del todo, puesto que, de los % 0 sobrantes, s6lo

se han distribuidoé « 1 + L1 + LA _121 0. Quedan todavia 11 120 11

——O0 por
12 4 12 6 12 144 12 144 144

repartir (un doceavo de % 0).

Reiterando este proceso, vemos que siempre va a sobrar un doceavo de lo que se reparte,

si lo hacemos segun la férmula inicial del testamento. Es facil comprobar por induccion que en el

- 11
n-ésimo reparto sobran — 0:
12"

Para n=1, repartimos 11 camellos y sobran % 0.

Supongamos que la n-ésima vez sobran lO. Entonces, en la (n+1)-ésima vez hay que
]2)1

repartir dicha cantidad.

Asl:
LI P PR I ) T
2 12" 4 12" 6 120 12 120 12"

11 1P 11
y sobran —-——=

]2n ]2n+1 ]2n+1 '

. e 11 . , ,
Observamos que, cuando n tiende a infinito, —0 tiende a cero. Asi, en un nimero
12

infinito de pasos, se repartiria el total de la herencia de la manera adecuada. Veamos cuanto le

corresponderia a cada hermano, suponiendo realizado este reparto en sus infinitos pasos:

e M 11 i*£+i*£+w:£(1+L+L+L+....)=
2 2 12 2 122 2 12 2 12 12° 12°

1, 1 _11,12_

Al primero le corresponderian justamente 6 camellos, al segundo 3 y al tercero 2. Por

tanto, el reparto que se ha efectuado es el que seria justo, después de un nimero infinito de



pasos. Podemos observar, por otro lado, que se conservan las proporciones relativas (el primero

se lleva el doble que el segundo y el triple que el tercero, etc.).

27 £+i*£ i*ﬂ-ki*i-hm:ﬂ*g:
4 4 12 4 12° 4 12 4 11
go o M 1,00 T, 0T T 1 1,12,
6 6 12 6 12° 6 12 6 11

La idea de "infinito actual" presente en este razonamiento no es facilmente comprensible
por personas no matematicas. Mi hermano hizo un comentario curioso al respecto: segtn ¢l, tal
reparto era imposible de realizar, puesto que nosotros no podemos concebir el infinito como algo
real; s6lo podemos aceptarlo como justo si "creyéramos en el infinito", de la misma forma en que
se tiene fe en Dios. Esto me hizo reflexionar sobre el concepto de infinito, que si a veces es
dificil de comprender incluso para un matematico, mas aun lo es para los que no lo son. De
acuerdo con esta idea, seria probablemente una ardua tarea convencer a los tres hermanos del
problema de que el reparto ha sido "lo mas justo posible". Pero, al menos matematicamente, se
ha llegado al fondo del asunto.

No obstante, quedaria ain una cuestion por resolver en el aspecto matematico: ;porqué
funciona el "truco" de pedir prestado un camello?. Este es el recurso practico que se emplea para
solucionar el problema de una manera sencilla y rapida. Pero hay que justificarlo.

En el caso que nos ocupa, se ve claro que, como 12 es multiplo de 2, 4 y 6, se obtienen

, . , . 11
nimeros enteros al repartir, y ademas, se reparten justamente 11, que son EO de 12. Por otro

lado, hemos demostrado que estos niimeros coinciden con los "justos".

Pero, si inicialmente tuviéramos un nimero de camellos distinto de 11, ;cudntos
tendriamos que pedir prestados para que se repartieran de la forma adecuada?. ;Y si las
proporciones exigidas por el padre fuesen otras distintas?.

Nos estamos planteando, como es usual en matematicas, la posibilidad de generalizacion

de este problema. Si consideramos una cantidad genérica ¢ de objetos cualesquiera, a repartir



, . 1 1 1
entre 3 personas, segun unas proporciones —,—,— 0, de manera que su suma sea menor que 1,
a; a: as
podriamos seguir el mismo proceso anterior para repartir totalmente ¢ (evidentemente, c, a;, a, y
a3 son numeros naturales):

donde m=m.c.m.(a, a,, a3).

Si denominamos s a la

m . m  m
e m " m m  m
7 11 T suma —+—+—0 (que
_+_+_:w<1, a; da> as;
a, a: as m

obviamente es un numero

entero), podemos escribir:

., s m-S .
La proporcion sobrante es /-—= 0. Por tanto, a la primera persona le
m m
c, 6 c,m-s c, m-S c m-s  m-s
— e F R P = ([ (—— )=
aj aj m aj m aj m m
S By
aj ]_m's ar S

corresponderia:

. . . cm cm
Procediendo de forma analoga, la segunda persona se llevaria — 0 y la tercera — 0.
azs ass

Se ve facilmente que la suma de las tres cantidades es c:



cm + cm + cm :ﬂ*(i+_+_):_

1 1 cm ., s
ars as ass N a a: as s m

=cC

De este modo, se consigue repartir totalmente la cantidad inicial. Pero lo ideal seria que
cada una de esas tres cantidades fuese un numero entero, para poder resolver un caso andlogo al
de los camellos. Esto no siempre va a ocurrir. Unicamente sera cierto si cm es multiplo de as,
ays y ass. Para cantidades y proporciones que no verifiquen esto, no se podria resolver el
problema por esta via, sin tener que "partir" los objetos.

Busquemos, pues, condiciones para la cantidad inicial y para las proporciones del

. . . cm . .
reparto. Consideremos la primera cantidad, —0. Se tiene que cumplir que a;s|cm, pero
as

sabemos que a;|m, por definicion. Entonces, lo que hay que imponer es que s|c*—0.
ai

Igualmente, se ha de verificar que s | ¢*—0y s | ¢ *— 0. Distinguimos dos casos:
a:z as

1) Si s es un nimero primo, como s | ¢—0, el teorema de Euclides afirma que s|c 6
ai

s| —0. Pero s no puede dividir a —0 porque s=—+—+—>—0, luego, necesariamente,
ai aj a a> as dai

s | ¢. Considerando las otras dos cantidades se obtiene la misma condicion. Esta condicion es

necesaria y suficiente, ya que si s | c=s | c—0,s | c—0,s | c—O0.
aj a: as

2) Sisno es primo, y s| ¢c—0, s| c—0, s| ¢— 0, puede ser que s no divida a ninguno
aj az as

de los dos factores de cada producto. Supongamos que s no divide a c. Entonces, s tiene factores

primos comunes con ﬂ0, ﬂO, L) y ¢. Si llamamos p al producto de los factores de s

aj az as



comunes con ¢ y q al producto del resto de los factores de s (q#1, puesto que s no divide a c),

tendriamos que s=pq, conp|cyq| 2o, q EOYCH To.
aj a as

Siq| —0=q|—*g,=m0 = — 0 es un niimero entero. Por otro lado, si q| —0 =
q q 1 q
aj ai q ai

a1q|ﬁ*a1=m0:>a1|ﬂ0.
aj

, m m
Anélogamente, se deduce que a, | — 0y a3 | — 0.
Pero esto es una contradiccion, ya que — 0 seria multiplo de a;, a y a3, y

m . .
—<m=m.c.m.(a;,a,,as)0. En consecuencia, se ha de cumplir que s | c.
q

En cualquier caso, se llega a que ¢ ha de ser multiplo de s. Es decir, la cantidad inicial a
repartir debe ser divisible por el numerador de la suma de las proporciones. Esto se cumple en el
caso particular de los camellos, en donde c=11y s=11.

En la practica, como ya he sefialado, para hacer este reparto nos convendria saber cuantos
objetos hemos de pedir prestados para dividir y obtener las cantidades adecuadas, de manera que

se reparta solo la cantidad inicial y podamos devolver lo prestado. Si notamos por ¢' a la nueva

cantidad a repartir, debe verificarse lo siguiente:

, . , _cm ¢ — e
Por estas igualdades, se tiene que ¢’ = — = —m 0. Esto implica que ¢' es multiplo de m,
s s

c , .. . .
ya que — 0 es un niimero entero, por la condicion obtenida anteriormente.
s

m-Ss

cm m c
c'-c=—-c=c(—-1)=c =—(m-s)
s s s



El niimero de objetos que tendriamos que pedir seria la diferencia:

Es decir, el nimero buscado seria la diferencia entre el denominador y el numerador de la

suma de las fracciones multiplicada por el nlimero de veces que ¢ contiene al numerador.

Asi, en el caso de los camellos, ¢’ = % *12=120yc'-c=1.

Veamos mas ejemplos, variando el nimero de camellos y las proporciones:
1) Si a;=2, ay=4 y a;=6, necesitamos un ¢ que sea multiplo de 11, puesto que

i+i+i = £O. En este caso, s=11 y m=12.

2 4 06
Tomemos c¢=2*11=22. Entonces, c¢'= %* 12=2%]2=240, y hay que pedir 2

camellos.
Si c=3*11=33 = ¢'=3*12=36, hay que pedir 3 camellos.
Si c=4*11=44 = c'=4*12=48, hay que pedir 4 camellos.
Se puede observar que si tomamos c=ns, con n un niamero natural, entonces c'=nm y

c'-c=n(m-s), o sea, todas las cantidades se multiplican por el mismo nimero.

2) Si a;=2, ay=5 y a;=6, é+§+é = %0, luego s=26 y m=30 (no debemos simplificar

la fraccion porque el denominador dejaria de ser multiplo de 2, 5 y 6, y no saldrian nlimeros

enteros).

Tomemos distintos valores para c:
c=26= ¢'= %* 30= 300, hay que pedir 4.

c=52= (= %*30 =2*30= 600, hay que pedir 8.

=718 = c'= %*30 =3*30=900, hay que pedir 12.

Aqui también se aprecia claramente que c, ¢' y c-¢' se van multiplicando por el mismo

numero.

En resumen, sera posible resolver un problema de este tipo si partimos de una cantidad

que sea miultiplo del numerador de la suma de las fracciones, y bastara con sumar a ¢



tantas veces la diferencia entre el denominador y el numerador como c contiene al
numerador, y luego dividir segiin las proporciones establecidas.

Se puede seguir un procedimiento analogo para repartir una cantidad entre n personas,
segun n proporciones cualesquiera (considerando siempre fracciones irreducibles) con suma
menor que 1. El razonamiento presenta ligeras variaciones en el caso de que algunas de las

fracciones tengan numerador distinto de 1, pero las conclusiones son las mismas.

Conclusion
Hett y Desjardins [2] establecen tres niveles en el dominio de las fracciones. El nivel de
prefraccion se caracteriza por la no exhaustividad de la particion (figura 1) o por obtener una

particion desigual (figura 2)

|

Figura 1 Figura 2

I
| L]L]]
33 3”

La proporcionalidad realiza los repartos de manera exhaustiva, igualitaria y
manteniendo las proporciones relativas, con lo que salva simultancamente tres
exigencias: - equitatividad de reparto (las partes son una porcion establecida de la
cantidad total)
- exhaustividad (la suma de las partes cubre el total a repartir)
- proporciones relativas (los trozos resultantes guardan entre si la misma relacion que las
fracciones que los definen).
Cuando el reparto tiene unas condiciones que impide la proporcionalidad, la matematica
también puede ayudar a realizarlo salvando alguna de estas tres exigencias. Este estudio
matematico es el que lleva a Hively y Sardon, [3] a proponer el reparto de "Salomon", que no es

exhaustivo (ya que en el caso de repartos entre mas de dos personas tienen que prescindir de



porciones del total).

En el caso de los camellos, o bien el reparto no es exhaustivo (si se considera que el total
a repartir es los 11 camellos mas el prestado), o bien no respetan las proporciones (ya que 6 no es
la mitad de 11, 3 no es la sexta parte, etc). Sin embargo si se respeta la relatividad de las
proporciones: 6 es el doble de 3, como 1/2 es el doble de 1/4, etc.

Sin embargo, el reparto propuesto por Lina mantiene la proporcionalidad relativa y le da
exhaustividad en relacion a la poblacion de 11 camellos, aunque no respete las proporciones.
Observamos, pues, que esta forma de entender el reparto ha mejorado la interpretacion que
hacemos en clase al plantear el dilema. Da un paso en la utilizacion de métodos matematicos
para la resolucién de problemas de reparto, en aquellos casos en que es imposible hacerlo
mediante la proporcionalidad. La generalizacion realizada le da una mayor profundizacion
matematica.

Las reflexiones que se han suscitado en Lina son dignas de tener en cuenta en el contexto
de formacion de profesores por dos razones: primero por que muestran el papel que ha jugado el
andlisis de situaciones escolares (de reparto) para generar esas reflexiones; segundo por que nos
ha ayudado a criticar el papel pericial (reparto como proporcionalidad) de la matematica,

llevandonos a profundizar en otros tipos de empleos de la matematica.
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Resumen
Con objeto de contextualizar la proporcionalidad, hemos planteado en diversos niveles de
enseflanza de las matematicas, el clasico problema de la herencia de camellos. En este articulo
presentamos la solucion y las reflexiones que ha realizado sobre el problema una estudiante para
profesora de matematicas de secundaria. Estas reflexiones nos han permitido profundizar sobre

el significado matematico de reparto y sobre el papel pericial de las matematicas.
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