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Resumen

La actual reforma de la ensefianza de las Matematicas propone cambiar la idea de que el
profesor es un agente que transmite un conocimiento cultural unico y preestablecido. Para
que el profesor se sienta participe de este cambio tiene ¢l mismo que afrontar un cambio
actitudinal en relacion al conocimiento matematico, y en relacion a la ensefianza. En este
articulo proponemos el empleo de paradojas matemadticas para provocar conflictos cognitivos
en el sujeto, de manera que se vea abocado a revisar de manera critica sus concepciones y a
adoptar nuevas soluciones. Presentamos una secuencia para emplear en la formacion de
profesores basada en una paradoja y el andlisis de la paradoja desde diversos campos de la

matematica.

Abstract

The current reform in mathematics teaching proposes a change in the way of regarding
teaching and learning. This change breaks away from the concept of the teacher as an agent
passing on a single and preestablished cultural knowledge. The teacher must adopt a new
approach to mathematical knowledge and teaching in order to feel his own participation in
this change. In this paper we propose the use of paradoxes to provoque cognitive conflicts in
the individual, so that he will be forced to review his conceptions in a critical way and
therefore to adopt new solutions. We present a secuence to be used in teacher education
based on a paradox, and its analysis from various fields of mathematics.



PARADOJAS MATEMATICAS PARA LA FORMACION DE PROFESORES

La reforma de la ensefianza de las Matematicas que esta en curso (NCTN 1991; MEC
1992) aboga por unas Matematicas abiertas a todos los alumnos y por un método mas
participativo de ensefianza, con mayor protagonismo del alumno. Pone el énfasis en el
"proceso" de hacer Matematicas, mas que considerar el conocimiento matematico como un
"producto" acabado. Asi en el Curriculum de Educacién Secundaria de Andalucia se indica:
"El Curriculum del Area de Matemdticas (..) quiere partir de una concepcién de este Area
integradora y cultural, superadora de la vision academicista, encerrada en si misma y

principalmente basada en la deduccion que con frecuencia la ha caracterizado" (p. 4188)
Para llevar a cabo esta renovacion en la ensefianza es preciso que los profesores

compartan sus intenciones epistemologicas. La formacion de profesores tiene que ayudar a
los profesores en formacion a tomar en consideracion esta vision epistemologica, para lo que
debe buscar estrategias de formacion que favorezcan el cambio epistemolédgico.

No basta con formar profesores que busquen la eficacia en la transmision de
conocimientos matematicos establecidos. Tampoco es suficiente el que los profesores
incorporen a su clase habitos mas abiertos y democracticos de actuacion y participacion de
sus alumnos. Se trata de que los profesores busquen los significados educativos de los
contenidos matematicos y establezcan estrategias formativas acordes con ello. Una de las
formas de hacer mas educativa la ensefianza de las matematicas es procurar que los alumnos
"hagan matematicas".

Pero los estudiantes para profesor y los profesores no experimentados tienden a
concebir la ensefianza como transmision de un producto externo, Unico, de quien lo conoce a
quien no lo conoce. Los cursos de formacion tienen que procurar cambiar esta expectativa de
los futuros profesores, y hacerles asumir su papel profesional: son educadores matematicos.

Para llegar a hacer patente esta propuesta, es necesario que los estudiantes para profesor



sientan que ellos "también pueden hacer matemadticas". Ademas, es preciso que rompan la
vision unidimensional de la matematica, que hace que se identifique geometria con algebra
lineal, 4lgebra con teoria de ecuaciones o andlisis con estudio de curvas. Se trata de mostrar
que los problemas matematicos pueden contemplarse de formas variadas, y al hacerlo de esta
forma se amplia la riqueza interpretativa de estos problemas.

Con vista a este fin, en este articulo presentamos una secuencia de razonamiento
matematico basado en la resoluciéon de una paradoja matematica, con la intencion de que
dicha propuesta se utilice en los cursos de formacion de profesores de matematicas de
secundaria. El analisis matematico y didactico de las tareas relacionadas con la paradoja nos
permitird mostrar la riqueza interpretativa de significados y formas de representacion de los
conceptos matematicos ligados a ella. Creemos que mediante la realizaciéon de modulos
formativos basados en la busqueda de significado y de resoluciéon de paradojas podemos
poner a los estudiantes en formacion a "hacer matematicas". De esta forma percibirdn que se
puede hacer matematicas a partir de problemas elementales, y podran comprender mejor la
propuesta que se esta haciendo para que sus alumnos "hagan matematicas en clase".

En el punto siguiente (§1) haremos algunas reflexiones sobre el interés que tiene
emplear paradojas en la formacion de profesores, cuando se trata de provocar en ellos un
cambio de actitudes hacia la ensefanza de la matematica. Posteriormente (§2) presentaremos
una secuencia de ensefianza basada en la apariciéon de una paradoja relacionada con las
operaciones con segmentos, y al analizar esta paradoja mostraremos que el estudio desde
diversas perspectivas nos ayuda a comprender mejor la situacion sorprendente que encierra la
paradoja. Finalmente haremos algunas consideraciones sobre las cualidades educativas de las

paradojas para la formacion de profesores de matematicas de secundaria.

1. Paradojas y formacion de profesores de matematicas



La formacién de profesores de Matematicas parte, en la actualidad, de una postura
epistemologica constructivista de las Matematicas. Esta postura estd en consonancia con la
concepcion constructivista del aprendizaje (von Glasersfeld 1989) segtin la cual el propio
alumno construye el conocimiento, a partir de sus estructuras cognitivas anteriores. Si se
quiere formar profesores para que ayuden a sus alumnos a construir su aprendizaje, habra que
realizar esta formacion mediante actividades que permitan al profesor en formacion generar
su propio aprendizaje del conocimiento profesional del profesor. Como consecuencia, la
formacion de profesores se apoyard en procesos interpretativos, criticos, de investigacion
sobre la tarea profesional, basados en la indagacion sobre el conocimiento profesional del
profesor de matematicas, siempre partiendo del conocimiento del profesor en formacion
sobre la tarea docente.

Con esta formacion critica se pretende que el profesor busque significados de su
conocimiento profesional, y por tanto, de su conocimiento matematico y de sus cualidades
educativas. Sin embargo, el profesor en formacidon inicial estd habituado a razonar en
matematicas, y parece que "domina las matematicas" suficientemente, con lo que solo
demanda para su formacion estrategias de "ensefianza" del conocimiento matematico
establecido. Para que el estudiante para profesor rompa esa actitud, desde el paradigma de
formacién de profesores basado en la reflexion en la accidon, se estan proponiendo la
utilizacion de paradojas, metaforas, etc. como base para suscitar la reflexion de los profesores
en formacion (Smyth 1991).

La idea de utilizar paradojas y metaforas no es nueva en educacion matematica. Entre
las investigaciones relacionadas con las creencias de los profesores sobre las Matematicas y
su ensefianza y aprendizaje, hay algunas que han empleado elementos evocadores, para
facilitar que los estudiantes expresen sus representaciones sobre la ensefianza de las

matematicas. Johnston (1994) estudid las caracteristicas personales de tres profesores



canadienses, empleando para su andlisis las metaforas con las que el profesor caracteriza la
ensefianza. Bullough y Stokes (1994), utilizaron las metaforas como un medio para la
exploracion de los profesores por ellos mismos. Hoyles (1992) ha empleado caricaturas para
sintetizar las visiones, actitudes y practicas de diversos sujetos de los que ha realizado
estudios de casos. Nosotros hemos propuesto en otro momento los chistes sobre las
Matematicas y la ensefianza (Flores, 1996) y las metaforas sobre la esefianza (Flores, 1998),
como forma de facilitar la comunicacion entre los educadores matematicos o entre los
formadores y los profesores en formacion.

Movshovitz-Hadar y Hadass, (1990) ya han empleado paradojas en la formacién de
profesores de Matemadticas en Israel. La investigacion realizada llevd a estos autores a
afirmar que las paradojas matematicas proporcionan un campo conveniente para una revision
no rutinaria y refinada de los materiales del bachillerato, y hace que se genere en los
estudiantes para profesor conflictos cognitivos. En este articulo nos basamos en esta idea, y
hacemos una propuesta de formacion centrada en el significado matematico de los objetos
relacionados con la paradoja. Tratamos con ello de mostrar la riqueza interpretativa que
puede generar.

Precisemos que se entiende por paradoja y el tipo de paradojas que vamos a
considerar en nuestra propuesta.

Watzlawick y otros (1981) definen paradoja como "Una contradiccion que resulta de
una deduccion correcta a partir de premisas congruentes (p. 173)". Estos autores clasifican
las paradojas en tres tipos: 1) légico-matematicas o antinomias (paradojas sintacticas, como
la que estd ligada al conjunto de los conjuntos que no se pertenecen a si mismos); 2)
definiciones paradodjicas o antinomias semdnticas (paradojas semanticas, como la del
mentiroso: "soy un mentiroso") y 3) paradojas pragmaticas, que pueden ser instrucciones

paraddjicas (como la que resulta cuando el capitan que ordena al soldado barbero que afeite a



todos los soldados que no se afeitan a si mismos) y predicciones paraddjicas (como la
resultante de la imposibilidad de poner un examen sin avisar, incluyendo la paradoja del
prisionero).

Martin Gardner (1983) indica que las paradojas que emplea en su libro Paradojas
aja! corresponden a cuatro tipos: /) Afirmaciones que parecen falsas, aunque en realidad son
verdaderas. 2) Afirmaciones que parecen verdaderas, pero que en realidad son falsas.3)
Cadenas de razonamiento aparentemente impecables, que conducen sin embargo a
contradicciones logicas (falacias).4) Declaraciones cuya verdad o falsedad es indecidible.
(p. vii)

Las paradojas que nosotros vamos a proponer corresponden a los dos primeros tipos
de Gardner: afirmaciones que parecen falsas/verdaderas, pero en realidad son
verdaderas/falsas. De esta forma vamos a proponer un razonamiento contrario al sentir
comun que provoca un sentimiento de sorpresa (Gardner p. vii). Pero nuestra idea es que no
se reduzcan a un sentimiento de sorpresa, sino que incluyan una componente que esté ligada
al significado de los conceptos matematicos utilizados. Se trata de provocar una sorpresa que
ponga de manifiesto que no se dominan los conceptos en toda su extension, pero que es
posible profundizar para buscar una explicacion conceptual, que no se reduzca a analizar la
forma de expresion de los conceptos. Con ello, las paradojas que vamos a considerar
podriamos incluirlas en las paradojas pragmaticas de Watzlawick.

Hemos buscado paradojas que se manifiesten como contrarias al sentir en
determinado contexto, pero que tras un estudio mas fino, puedan desaparecer o explicarse.
Nuestra intencién es presentar conceptos matematicos, razonamientos, etc. que en una
primera vision aparezcan como paraddjicos para el estudiante para profesor, es decir, que
contradiga sus expectativas intuitivas. Esperamos que de esta forma el estudiante para

profesor, que esta habituado a que el razonamiento matematico sea univoco, correcto, valido



y no contradictorio, se sienta obliguado a buscar la interpretacion mas amplia de la
afirmacion y/o razonamiento paraddjico, y profundice en el sentido de los conceptos
matematicos ligados a esa paradoja. No vamos, pues, a entrar en las clasicas paradojas que,
con su aparicion, han moldeado la historia de la matematica. Nos interesan las paradojas que
llevan a profundizar en conceptos matematicos, para percibir la riqueza de relaciones que
existen entre los componentes de los conceptos.

Antes de exponer la paradoja que hemos analizado en profundidad, veamos algunas
paradojas clasicas y su potencialidad de significados matematicos.

La paradoja de Ball, (Gardner 1956), que aparenta la pérdida de la superficie de una
unidad en un rectangulo de 169 unidades de superficie en un proceso de descomposicion y
recomposicion de figuras (figura 1). Esta paradoja reune las siguientes caracteristicas, que
cubren las expectativas que pretendemos:

a) es aparentemente sorprendente,

b) tiene una solucion no trivial,

¢) esta relacionada con otros conceptos de la matematica (en el caso de la paradoja de Ball,
su generalizacion nos hace llegar a la sucesion de Fibonacci, y al numero de oro), y

d) es expresable en diferentes sistemas de representacion (en esta paradoja se relacionan la
representacion numérica-aritmética de los términos de la sucesion de Fibonacci, la algebraica
mediante la busqueda de la solucion de la ecuacion/inecuacion y la geométrica, mediante el
calculo de pendientes, la determinacioén de las superficies y la identificacion de las figuras
que se ponen en juego).

Otra paradoja muy clasica es la del reparto de camellos, que ya tratamos en Gamiz y
Flores (1996), y en las que aparece un elemento importante, como es el paso al limite, y la

relacion aritmética ligada a las fracciones. La primera paradoja que solemos tratar en los



cursos de formacion de profesores es la que se refiere a la idea de nimero decimal periddico

y la controversia de los nimeros de periodo 9.

D C
5
8
Area, del cuadrado ABCD Area del rectangulo
13x13=169 21 x8=168

Figura 1: Paradoja de Ball

En este articulo vamos a desrrollar con mayor detalle una paradoja relativa a las operaciones

con segmentos.

2. Una paradoja en las operaciones con segmentos
Para que un razonamiento de lugar a una paradoja es necesario situarlo. Vamos a
proponer una secuencia de actividades que van a crear un marco adecuado para realzar la

paradoja.

1* Tarea Dado un circulo, dibujar otro circulo concéntrico con el primero que tenga de

superficie la mitad de la superficie del primero

La resolucion de este problema puede llevarse a cabo de muchas formas; la mas

espectacular consiste en dibujar el circulo inscrito en el cuadrado inscrito en el primer




circulo. La generalizacion de este problema puede dar lugar a diversas lineas de trabajo que
suponen un manejo de la representacion aritmética-algebraica y la geométrica.
Una primera generalizacion consiste en obtener con regla y compdas circulos cuya
area sea: la tercera parte, dos terceras partes, cuarta parte, tres cuartas, .. , en general m/n
veces el area del circulo original.
Un método general para estas construcciones es el basado en la espiral de triangulos
de hipotenusas irracionales crecientes ( 2, 3, 4, etc..) (figura 2).También se podria afrontar
la bisqueda de métodos particulares para algunos casos. Un problema intermedio que surge
al resolver esta primera linea de cuestiones consiste en
obtener el radio de una circunferencia concéntrica con dos
circunferencias que forman una corona, tal que determine
con ellas coronas circulares de igual drea.

Figura 2: Espiral de irracionales

El método de dibujar el cuadrado inscrito en la circunferencia y luego inscribir otra
circunferencia en el cuadrado es un caso particular de inscripcién y circunscripcion de
poligonos regulares en circunferencias. Otra forma de generalizacion de la tarea: determinar
en qué proporcion dividen al drea del circulo los circulos inscritos en los poligonos
regulares inscritos en el circulo original. Para resolver esta tarea podemos emplear las
razones trigonométricas de los angulos de los poligonos regulares, con lo que surge otra linea
de generalizacion: ;De qué angulos se pueden calcular el valor exacto de sus razones
trigonométricas? ;Como averiguar si un angulo admite razones trigonométricas exactas?
Estas preguntas nos llevan hasta los limites de calculo de razones trigonométricas de angulos

que sean combinacion lineal de d&ngulos conocidos.



La resolucion de estas tareas esta insistiendo en la obtencidon del resultado de
multiplicar un segmento (el radio del circulo original), por un nimero irracional. Esta

operacion es relativamente facil cuando el nimero irracional es algebraico.

2% Tarea (Cuadratura del rectdngulo): Dado un rectangulo, dibujar un cuadrado de igual area

que el rectangulo

Esta segunda tarea es aparentemente paradodjica, sobre todo si se intenta resolver
desde el algebra. En efecto, el cuadrado de igual area que el rectangulo de lados a y b debe
tener de lado la raiz cuadrada del producto a.b, y esto ;qué significa?.

Empecemos con un ejemplo mas facil. Queremos cuadrar un triangulo equildtero, con
lo que sélo tendremos un dato en la figura de partida, el lado a. El area del triangulo es .

e

4
Luego el lado del cuadrado debe medir:

ail3
2
(Como obtener el segmento raiz cuadrada de un segmento? ;Coémo obtener el segmento raiz

cuarta de 3?.

Esta supuesta paradoja se resuelve de manera geométrica mediante dos métodos
ingeniosos. El primero es de naturaleza puramente geométrica, y consiste en aplicar el
Teorema de la Altura correspondiente a la hipotenusa de un tridngulo rectangulo, (la altura
es media proporcional entre los dos segmentos en que divide a la hipotenusa). Con ello
podemos dibujar un segmento x tal que su cuadrado sea igual a a.b, tal como necesitdbamos

en la cuadratura del rectangulo. En la figura 3 aparece este método de cuadrar un rectangulo,




y la cuadratura del tridngulo equilatero. El segundo método es fundamentalmente algebraico,

y consiste en hacer transformaciones con la igualdad x.y = h2, tal como indica la figura 4.

Figura 3: cuadratura del rectangulo y del tridngulo equilétero

b|
a
X
A) Primera cuadratura del B) Cuadratura del triangulo
tectangulo equilatero

Si x.y = h2, entonces, (x+y)?2 - (x-y)? = 4xy = (2h)2. Luego [(x+y)/2]? - [(x-y)/2]? = h2. Para
construir h basta con construir un tridngulo rectangulo de hipotenusa (x+y)/2, y de cateto (x-

y)/2. El otro cateto medird h

Figura 4: 2° método de cuadratura del rectangulo.

Teniendo en cuenta que todo poligono se puede descomponer en tridngulos, y todo
triangulo es la mitad de un paralelogramo, cuya superficie es la misma que la de un

rectangulo de base y altura la del paralelogramo, al resolver la tarea 2 podemos afirmar que
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todo poligono es convertible en una suma de cuadrados. ;Seria posible transformar cualquier
poligono en un cuadrado? Esta es una linea de investigacion que dejamos abierta.
Nos interesa mas una segunda linea de generalizacion, la realizacion del problema

Inverso.

3* Tarea Dado un segmento a, dibujar el segmento cuya longitud sea la raiz cuadrada de la

longitud de a

A partir de la tarea anterior se comprende facilmente que el segmento buscado sera el
lado del cuadrado de superficie igual a la longitud del segmento a. ;Como calcular un
segmento con longitud igual a la superficie de un rectangulo? ;Es posible realizarlo?

Para afrontar esta tarea podriamos dibujar un rectangulo cuyos lados fueran a y el
segmento de longitud unidad (media proporcional entre 1 y a). De esta forma, el 4rea del
rectangulo seria igual a la longitud de a. Al cuadrar este rectdngulo obtenemos el segmento

cuya longitud es a. (figura 4)

Figura 5: Raiz cuadrada de un segmento

11




Pero tal como se ve en esta figura 4, la longitud buscada depende de la unidad de

longitud que tomemos. Aqui estd la paradoja que buscabamos

L;C(')mo es posible que la raiz cuadrada de un segmento dependa de la unidadl

‘de longitud? ;Por qué no depende de la unidad de longitud el resultado de‘

\multiplicar un segmento por un numero? ;Qué ha cambiado en este caso\

‘respecto a la tarea 1?|

En efecto, los resultados de la tarea 1 eran tunicos, independientes de las unidades
tomadas, ya que se basaban en relaciones entre areas, y éstas no podian variar (el circulo
inscrito al cuadrado inscrito tiene de area siempre la mitad de la del circulo original) ;Qué ha
cambiado?

Para resoler esta paradoja vamos a trabajar con diversas formas de representacion del
problema: algebraica, magnitudes, geométrica y aritmética.

a) resolucion algebraica: partamos del estudio de la funcion irracional cuadratica.

Sabemos que la funcién raiz cuadrada de x, estd definida en R+ donde es estrictamente
creciente, con un minimo absoluto en el 0 y con una rama parabolica cuando x crece. Si
comparamos esta funcion con la funcidn lineal y = x, observamos que se cortaenel x =1,y
que como funcién creciente, esta por encima de la funcién lineal cuando x es menor que la
unidad, y por debajo cuando x es mayor. Aparece pues una primera explicacion de la
paradoja: la raiz cuadrada de un numero es mayor o menor que dicho numero segun sea este
numero menor o mayor que la unidad. Seria pues inconsecuente que la raiz de la longitud de
un segmento fuera siempre la misma cantidad, independientemente de la relacion de esta
longitud con la cantidad unidad. En la figura 6 se sintetiza este estudio algebraico de la
paradoja, en la que se observa la forma de construir la grafica de la funcion raiz cuadrada de

X geométricamente.
12



Figura 6: Obtencion de la funcion raiz cuadrada de x geométricamente, y su relacion con y=x

Esta explicacion tiene que ser compatible con la unicidad del resultado de multiplicar un
segmento por un nimero. ;/No es cierto que cualquiera que sea la relacién de a con la unidad,
2.a es mayor siempre que a? ;Deberia pues ser multiforme también el resultado de
multiplicar un segmento por un niumero? Para aclarar estas cuestiones es conveniente afrontar

otras formas de representacion.

b) Consideracién como magnitudes. Formalmente, una magnitud es un semimdédulo,
construido sobre un conjunto de cantidades, entre las que se establece una suma que lo
estructura como semigrupo, una ordenacion compatible con la suma, y una operacion externa

definida sobre un semianillo.
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En el caso de la longitud, partimos de los segmentos, que clasificados mediante una
relacion de equivalencia (AB es equivalente a CD sii existe una transformacion plana que
lleva a hacerlos coincidir), definen cantidades de longitud (la cantidad de longitud
representada por un segmento a corresponde con la de todos los segmentos equivalentes a a).
Se define la suma de cantidades de longitud a y b mediante la seleccién de dos segmentos de
estas clases, que se encuentren en la misma recta, uno a continuacion del otro, con lo que la
cantidad suma es la clase a la que pertenece el segmento formado por la unién de ambos. La
suma de cantidades de longitud es una cantidad dnica, independiente de los representantes
tomados. El orden de cantidades de longitud se define de igual modo que la equivalencia,
buscando segmentos de la clase que tengan un origen comun, y comparando los extremos.

Notese que estamos operando con cantidades de longitud, y por tanto, no necesitamos
los niimeros, con lo que la asociacion de la unidad a una cantidad no aparece por ningtn lado.
Los numeros aparecen como operadores mediante la operacion externa: la multiplicacion de
un numero natural por una cantidad de longitud se obtiene mediante suma repetida; la
multiplicacion de un nimero racional m/n por una cantidad de longitud a se obtiene
buscando otra cantidad de longitud b, tal que m.a = n.h. La multiplicacion de un nimero
irracional por una cantidad de longitud se realiza mediante un paso al limite de
multiplicaciones racionales.

Cuando realizabamos la tarea 1, estdbamos multiplicando cantidades de longitud por
numeros irracionales, mediante la operacion externa. El resultado era, pues, una cantidad de
longitud, y, tal como hemos dicho para la suma (la multiplicacion externa se reduce a una
suma), este resultado es unico.

Llamamos medida de una magnitud al homomorfismo entre la magnitud y un
semimodulo numérico, que conserva el orden. La medida de una magnitud es pues, una
correspondencia que asocia a cada cantidad un nimero. En esta aplicacion lineal se debe

14



conservar la operacion externa. Para realizar la medida comenzzmos por asociar a una cierta
cantidad de magnitud la unidad del semimo6dulo numérico. Esta asociacion es arbitraria, con
lo que la medida de una cantidad dependera de como hagamos la asociacion unitaria.

Para medir la longitud, se comienza por establecer una longitud a la que se le asocia
la unidad (unidad de medida), y a partir de ella se asigna una medida a cada cantidad. Dada
una cantidad de longitud, su medida dependerd de la cantidad unidad adoptada.
Reciprocamente, si queremos dibujar un segmento de medida dada, necesitamos previamente
indicar cual es la unidad de medida. La cantidad de longitud es unica, pero su medida
depende de la cantidad unidad elegida.

En la tarea 3% buscabamos la raiz cuadrada de .... la medida de una cantidad de
longitud, y esta medida depende de la cantidad tomada como unidad. En la tarea 1%
buscabamos la cantidad de longitud resultante de multiplicar una cantidad por un niimero y
esta operacion no depende de la unidad, ya que no corresponde con medida de longitudes.

Desde el punto de vista aritmético, la raiz cuadrada esté relacionada con la potencia, y
¢ésta es una multiplicacion. Detras de la tarea 3* se esconde la multiplicacion de medidas de
cantidades de longitud. Sabemos que mediante el dbaco continuo se puede realizar la
multiplicacion y division de .. numeros representados en la recta real, de manera grafica,
basdndose en el Teorema de Thales. Pero, tal como se puede ver, esta multiplicacion es .. de
medidas de segmentos, no de cantidades de longitud, con lo que su resultado depende
igualmente de la unidad adoptada, y la multiplicacién aparentemente interna entre

segmentos, depende de la unidad de medida.

c) Consideraciones aritméticas. Hemos llegado, pues, a establecer una relacion entre
la supuesta paradoja y la caracteristica y significado de las operaciones que se estan poniendo
en juego. El andlisis de la multiplicacion desde el punto de vista aritmético puede afiadir
algin resultado interesante. La multiplicacion responde a problemas fundamentalmente de
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dos tipos (Vergnaud, 1983): isomorfismo de medidas, y multiplicacion de medidas. La
primera responde a problemas del tipo A y la segunda a problemas como el B siguientes:

A) Tengo 4 cajas, en cada una de las cuales hay 5 lapices. ;Cudntos lapices tengo en total?
B) Tengo 4 camisas y 5 pantalones ;jde cuantas maneras diferentes puedo vestirme?

(Qué tipo de operaciones son las planteadas en estos dos problemas? ;Internas o
externas?. Si escribimos las unidades de referencia, la resolucion de ambos problemas seria:
A) 4 cajas x 5 lapices/caja = 20 lapices
B) 4 camisas x 5 pantalones = 20 formas de vestirme

Como vemos, en el primer caso utilizamos dos tipos de datos, un dato puntual
(nimero de cajas), un indice (nimero de lapices por caja), y obtenemos otro dato puntual
(numero de lapices). ;En qué conjunto se esta definiendo la operacion?

En el segundo caso, multiplicamos datos de conjuntos diferentes, y obtenemos un
resultado de .. otro conjunto distinto a los dos anteriores. Esta situacion es aun mas
paraddjica cuando multiplicando medidas de longitudes de los lados de un rectangulo
obtenemos .. areas del rectangulo (Segovia, Castro, Flores, 1997, Castro, Flores y Segovia,
1998).

Si buscamos la significacion de la suma y el producto externo, podemos encontrarnos
situaciones similares, pero también podemos plantear una suma de cantidades homogéneas
(tengo 5 lapices en mi mano derecha y 3 en la izquierda, cuantos lapices tengo).

Si profundizamos en la significacion de la multiplicacion, observamos que su
resultado depende de la unidad. Tal como indica Vergnaud, en los problemas multiplicativos
de isomorfismo de medidas (al menos) contamos con tres datos. En efecto, en el problema
A, tenemos los datos siguientes:

cajas : 1 4
lapices: 5 X

16



Tal como se observa, dependiendo de la unidad de medida (de la cantidad que
corresponde con la unidad), sera diferente el resultado. Esto puede explicarnos también la
situacion paraddjica anterior. La raiz es un tipo de multiplicacion y hemos visto que el

resultado de la multiplicacion depende de la unidad que tomemos.

Conclusiones

En este articulo hemos presentado una secuencia de actividades que ha dado lugar a
una paradoja relacionada con la raiz cuadrada de un segmento. Hemos querido mostrar la
riqueza interpretativa que puede tener incorporar este tipo de actividades a la formacion
inicial y permanente de profesores de Matematicas de ensefianza secundaria. Nuestra
expectativa es que los profesores en formacion tengan una creencia arraigada en la unicidad
de los resultados de las operaciones, lo que puede llevarlos a buscar formas de superar la
supuesta paradoja. Los comentarios presentados han pretendido mostrar la necesidad de
profundizar en el significado y la red de conceptos matematicos para resolver la paradoja.

Las paradojas y otros elementos matematicos evocadores, como las metaforas, los
chistes, y los pasatiempos han sido siempre temas de referencia en la ensefianza de las
Matematicas, especialmente para hacer mas amenas las clases y romper la consideracion
formal. En este articulo hemos querido mostrar la riqueza interpretativa y formativa que
encierra uno de estos elementos, las paradojas. Hemos tratado de mostrar el interés auto -
formativo que genera la resolucién de paradojas matematicas, valiéndonos para ello de un
ejemplo concreto. Esperamos con ello animar a disefiar médulos de formacion de profesores
de matemadticas de secundaria, que contemplen el conocimiento matematico en toda su

extension y con toda la riqueza de formas de andlisis y representacion posibles.
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