FASE LOCAL DE LA XLIV OME

PRIMERA SESION

Maifiana del viernes 18 de Enero de 2008

1. Sea P una familia de puntos en el plano tales que por cada cuatro puntos de P pasa
una circunferencia. ;Se puede afirmar que necesariamente todos los puntos de P estin
en la misma circunferencia? Justifica la respuesta.

2. En un cuadrildtero convexo se trazan las perpendiculares desde cada vértice a la
diagonal que no pasa por él. Demuestra que los cuatro puntos de interseccion de cada
perpendicular con su correspondiente diagonal forman un cuadrildtero semejante al
dado.

3. Halla las soluciones reales de la ecuacion: x(6 _ x)(G —X + x) =8.
x+1/\x+1

No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se califica sobre 7 puntos.
El tiempo de cada sesion es de tres horas y media.
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4. Demuestra que 2222%% +5555"* es miiltiplo de 7.

5. Dada una circunferencia y dos puntos P y Q en su interior, inscribir un triangulo
rectangulo cuyos catetos pasen por Py Q. ;Para qué posiciones de P y Q el problema
no tiene soluciéon?

6. Sean a,b,c tres niimeros positivos de suma uno. Demuestra que

3

aa2+2ca bb2+20b cc2+2bc > 1

No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se califica sobre 7 puntos.
El tiempo de cada sesion es de tres horas y media.
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1. Demuestra que no existen enteros a, b, ¢ d tales que el polinomio
P(x)=ax’ +bx* +cx+d (a#0), cumplaque P(4)=1 y P(7)=2.

2. En el tridngulo ABC, el 4rea S y el angulo C son conocidos. Halla el valor de los
lados a y b para que el lado ¢ sea lo mds corto posible.

3. Determina todas las ternas de ntimeros reales (a,b,c), que satisfacen el sistema de

a’ =5b* —4c¢
ecuaciones siguiente: <b° = 5¢° —4a.
¢’ =5a°-4b

No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se califica sobre 7 puntos.
El tiempo de cada sesion es de tres horas y media.
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4. ;Qué ntimero es mayor: 999! 6 500° ? Justifica la respuesta.

5. Sean D,E,F los puntos de tangencia del circulo inscrito al tridngulo ABC con los
lados BC,ACy AB respectivamente. Demuestra que

, 48 per <8 4pc
donde S,,, denota el 4rea del tridngulo XYZ.

6. Las longitudes de los lados y de las diagonales de un cuadrilatero convexo plano
ABCD son racionales. Si las diagonales AC y BD se cortan en el punto O, demuestra

que la longitud OA es también racional.

No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se califica sobre 7 puntos.
El tiempo de cada sesion es de tres horas y media.
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1. Sea m un entero positivo. Demuestra que no existen nimeros primos de la forma
2°" 42" +1. .

2. Un cuadrilatero convexo tiene la propiedad que cada una de sus dos diagonales
biseca su drea. Demuestra que este cuadrilatero es un paralelogramo.

3. Se consideran 17 enteros positivos tales que ninguno de ellos tiene un factor primo
mayor que 7. Demuestra que hay al menos una pareja de estos nimeros cuyo producto
es un cuadrado perfecto.

No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se califica sobre 7 puntos.
El tiempo de cada sesi6n es de tres horas y media.
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4. Determina el tridngulo de menor perimetro entre todos los que tienen la
circunferencia inscrita con el mismo radio y el mismo valor de un 4ngulo.

5. Un club tiene 25 miembros. Cada comité estd formado por 5 miembros. Dos
comités cualesquiera tienen como mucho un miembro en comin. Prueba que el nimero
de comités no puede ser superior a 30.

6. Halla todas las ternas (x, y,z) de nimeros reales que son solucion de la ecuacién

37 +77) + [ (77 +37) 4/ 737 +57) =2 (37 +57 +77).

No esta permitido el uso de calculadoras.
Cada problema se califica sobre 7 puntos.
El tiempo de cada sesi6n es de tres horas y media.



