- Soluciones
Problema 1
Hallar todos los pohnormos P( ) de una vanable que cumplen

P(x ~y) P(x+y) ~P(x— y)

para todqs 1os niimeros reales x e y.

La ecuacu’)n funcional dada P(x*>-y*)=P(x+y)P(x—y) {(*) es equivalente a la ecuacion
funcional Py = P(u)P(v) {**) conel cambio de variables « = =x+y Yy v=x-y, paratodos
u,ve R

Poniendo n=v=0 en (**) se obtiene P(0) = (P(0))?; de donde P(0)=1-6 P(0)=0. Sea
P(©)y=1, haciendo v=0 en(*) se deduce que P(0)=P)P(0) paratodoc #cR, es dég;ir
P(u)=1. Sea ahora P(0)=0. Entonces P(u)=uQ(u),siendo O(u) un polinomio de grado una
. unidad inferior al grado de P(u). Facilmente se comprueba que () satisface la ecuacion
funcional (**). Por tanto P(u)=u" con neN.

Reciprocamente se comprueba sin dificultad que P(x)=1 y P(x)=x" con ne N satlsfacen la
ecuacion funcional inicial (¥). " o
También puede hacerse sin el cambio de variable haciendo x = y = 0 se llegaa P(0)= (P(()))2 :
Ademas esta la solucién trivial P(x) = 0.

Problema 2 ‘ -
En un tridngulo ABC, A4’ es el pie de la altura relativa al vértice 4'y H el ortocentro.

- -a) - Dadorun nimero real positivo ktal ‘que —— =%, encontrar la relacion entre los dngulos By
P T y ,

C en funcién de k.
b) Si By C son fijos, hallar el lugar geométrico del vértice 4 para cada valor de k. .

-a) Tenemos:
. HA' o,
BA'=ccosB; tgHBA cth~—éj4— AA'=csen B .
Dedonde e
| pen L k:AA S ¢senB <:>..‘the1g'C-="k:(1)
B v' ) C HA' cceosBetgl

b) Pomenf}e a =B8C, tomando unos -ejes-con ﬁﬂgeneﬂel punto medio- de BC yeje-OX sobre el lado
BC, resulta B(—-—z— 0) C [g ) y Hamando A(x, y), Ia condicién (1) se escribe:

ke k[—i-x ]

a _a
——X = +x
2 2

que, una vezzﬁperada resulta:-

2

_=1 (2)

x2
2

&;Q

4
ecuacion de una elipse en la que distinguimos dos casos:



Si k< 1, elipse con eje mayor sobre OX, semidistancia focal = —z—«ﬁ -y semigje mayor = —

2
Si k >1, elipse con gje mayor sobre OY; sernidistancta focal = g—«ﬂv 1 y Q'ermeje rngygr I n

Problema 3
La funcién g se define sobre los nimeros naturales y satisface las condlcxones

-g2)=1

- g(2n) = g(n)

-g@2n+D=glm+1
‘Sea # un ntimero natural tal que 1 <» < 2002. Caleula el valor méaximo M de g(r). Calcula también
cuantos valores de » satisfacen g(n) = M. ' ,
Para cualquier natural », consideramios su representacion binaria,

n=a,2" +4,,2"" +...+a2+a,=q,...aq;, ,

dondea;=0-01.
Probaremos por mducaon que g n = Za pot mducmon sobre k:
J=0

Parak=0escierto: g 1, =g 1 =L. Supglesto cierto para k, hay dos casos para k + 1:
g a...a.0,0, ~g 2::17€ al 0y Za},

g a,..aal, =g l+2a,.. ady, «—1+Za
J=0

donde se han aplicado las propiedades de g y la hipétesis inductiva.
Entonces g(r) es el namero de unos de 7 escrito en base 2.

Como 2'' = 2048 > 2002 > 1024 = 2", resulta M=10.
Hay cinco soluciones de g(n) = 10: 1623, 1535, 1791, 1919y 1983. .



Problemz} 4
Sea r un numero natural y m el que resulta al escribir en orden inverso las cifras de n. Determmar

s existen,. loF numeros-de tres cifras-que-cumplen 2m + S=, siendo 5 la suma de las cifras de n.

n=abc=c+ lOb + 100a;
m=cha=100c+ 10b +a

2m+ S=nnos-da: D
o 20()c+20b+2a+(a+b+c)—100a+10b+c
es decir
. 200c+ llb 97a = 0.
Por lo tante 200c¢ — 97a €s mul’aplo dell. : o :
Moédulo 11: 2(c + a) es 0,y como med (2,11) = 1, resultaquea + ces congruente conO modulo 11.
Modulo 9: 2(c +a + b) congruente.con 0, y.c +.a + -b-congruente-con-0. S
) Por 1a primera congruencia, c +a@ =0, obien c +a=11. : :
Si ¢+ a = D,-entonces -a= ¢=0yno hay selucién-per sezﬂumeresde{res cifras. .
Si ¢+ a =11, entonces b 7. =

Por lo tanto,. ZOQc 97a es miltipla da 1.

Trabajando médulo 7: 4¢ + a es congruente con 0 médulo 7, es decir;

4e+a=0,7,14, 21, 28, 35,42

Como a + ¢ = 11, tenemos que 3¢ debe tomar uno de los valores -11, -4, 3, 10, 17 24, 0 31 y ser
miltiplo de 3. Luegoc loc=28. L

Si ¢ = 1, entonces a = 10, imposible. :

Sic=8,a=3.Peron=7378 no es solucmn y no emsten numeros con las condiciones pedldas

Problemas _
Se consideran 2002 segmentos en el plano tales que la suma de sus longitudes es la unidad. Prebar
que existe pna recta r tal que la suma de las longitudes de las-proyecciones de los 2002-segmentos

’ 2
dados sobre res menor que —3— .

Cada segmento determina dos vectares de igual moédulo y sentido opuesto.

Considergmos. los 2 x 2002 =-4004 vectores -asi -obtenidos y los-ordenamos por sus direcciones
entre 0 y 2n respecto de un sistema de referencia ortonormal arbitrario. Construimos shora yn
poligono ¢anvexo de 4004 lades “uniendo” los vectores uno a continuacidn-del otro, a partir-de uno
cualquiera dado. Claramente el perimetro de este poligono es 2 Ademds es un poligono centrado y
smgtrico, respecto de un punto O (la prueba de esta observacion es sencilla y es necesario hacerla).
Tomamos entonces uno de los lados mas préximos a O; sea d el segmento perpendicular a ese lado
y a su opuesto que pasa por €l centro 0. La proyeccion del poligono sobre la recta que contiene a
este segmento es d 'y por tanto la suma de las. proyecciones sobre la recta anterior es también d. Por

otra p—arté Ia circunferencia de centro O y radio g esta totalmente contenida en el interior del
poligono y entonces su circunferencia es menor que e perimetro det poligono. '
Es decir: dr <2 v-d '<§— < —%

Falta considerar el caso trivial de que todos los segmentos tengan la misma direccién en cuyo ¢aso

ni hay poligeno pero tomande la recta perpendicular a la direccién comun sale d = 0.



Problema 6 . ‘
En un poligono regular H de 67 + 1 lados (» entero positivo), » vértices se pintan de rojoy el resto
de azul. Demestrar que el nimero de tridngulos isésceles que tienen sus tres vértices del mismo
color no- depende del modo de dlsﬁ‘lbmr los colores en los vértices de H.

Debido a que el nimera d.e ladQs. dﬁl poligone H deja de resto unao al dividirse entre seis, cada
diagonal y cada lade del mismo pertenece sélo (exactamente) a tres tridangulos tsosceles dlstmtqs (la
demostracién es sencilla y se debe hacer). .

Denotamos por 44, AR y RR los nimeros de segmentos que son lados y dlagonales cuyos
extremos respectivamente estdn coloreados ambes de azul, de azul y de rojo o. ambos de rojo.
Andlogamente denotamos por 444, 44R, ARR y RRR el ntimero de triangulos isdsceles cuyos
vértices son MMdmmﬂes y uno ro0jo, uno azul y el otro ro;o o los tres rojos y nmguno
“azul, respectivamente. . .

Entonces 3x A44:=3x AAA +. AAR porque cada dlagonal olado de H :pertenece-a tres triangulos
isésceles y los triangulos isésceles con tres vértices azules tienen tres lados con sus dos extremos
azules. Los triangulos isésceles con dos vértices -azules-tienen sélo_un lado con sus extremos de
color azul y los trisngulos isdsceles con menos de dos vertlces azules no tiene ningun lado con los
extremos del mismo coloraznl_. :

Analogamente establecemos: 3x R4 = 2x AAR+2% ARR y - 3xRR= ARR+3xRRR.

(se deben probar estas dos nuevas relaciones). Las tres relaciones obtenidas conducen aque:

AAA+RRR=RR-FAA~"£><M'=‘~1—>'<R><'-(R‘—1)+_—5<AX(A-l)'vfoxA,‘ O
2" 2 ‘ 2 2 AR

donde A es_el niimero. dev%mm@A— 6n+1- R_Esio completa la prueba |
Se observa que ¢l resultado es también cierto si el poligono H tiene 6n+5 lados.



