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Soluciones de Ia propuesta de problemas

Problema 1

. ¢{Qué digitos se han omitido en la siguiente multiplicacién?

2 * %
* *
* 6 1
* * 4
% * 0 1

Solucion al problema 1:

Se sustituyen los nueve digitos omitidos por letras (por ejemplo: a,b,c,d,e f,g h i) yse .
~ “hace un anélisis de posibilidades a partir del enunciado. La solucién es: 287 x 23 = 6601

Problema 2

€t varian sus ventas (de forma continua) segin la siguiente proporcién: por cada 7 euros
- que aumente o disminuya el precio de sus bicicletas, disminuye o aumenta la venta en 3
‘unidades. L
a) (Puede aumentar el precio y obtener mayores ingresos?
b) (A qué precio los ingresos seran méximos?

Soluqién al problema 2:

Al precio actual, los ingresos semanales son 600 x 300 =180.000 euros.

(a) Si incrementa el precio en 7 euros, entonces vende 297 bicicletas, obteniendo en este
caso 607 x 297 =180.279 euros. Luego la respuesta a la'primera pregunta es: Si.
' (b) Llamamos x a la cantidad de euros en que incrementa el precio de cada bicicleta (x
puede ser cualquier niimero real positivo o negativo, segiin aumente o disminuya el precio),
entonces el nuevo precio de cada bicicleta sers 600 + x . Segtin la proporci6n del enunciado, las

sentas las ventas variaran hasta 300 — —;x bicicletas.
| Se considera la funcién de ingresos, donde la variable es el incremento de precio:
J(x) = (600 + x) x (300 - ;x) = —71«(1.260.000 +300x-3x7)).

Los puntos criticos de Ax) se obtienen al anular la derivada: S'(x) = (1/7)300 - 6x).

El punto unico critico es x = 50, que efectivamente da un maximo de la funcion Ax).
Entonces la solucién a Ia pregunta es: 650,
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Problema 3

Dado un tridngulo ABC, con baricentro G.
a) Prueba que para cualquier punto del plano M se verifica: , _
M4 +MB’ +MC" >G4’ +GB" +GC", obteniéndose la igualdad si y solamente siM=G -
~ b) Fijado un niimero £ > GA  +GB" +GC’ , halla el lugar geométrico de los puntos M tales que

MA" +MB +MC’ =k

12 solucion al problema 3‘(vectorial):

A ' a) Del baricentro G de ABC sabemos que cumple:

§4+ G_;B+G_)C = 6 | (1)
se tiene:
- - >\ I - -
MA" = MA =(MG+ GA) =MG' +GA +2MG-GA

-> . - -y 2 JE—— e - d
MB =A/[Bzz( G+GB)_=MG2+GBZ+2MG-GB

i d ) - - 2 —y __k ~> Red
MC’ =MC2.=(MG+ GC) ~MG +GC +2MG-GC

y sumando,

MA' +MB" +MC" =3MGC +GA" +GB + GO + 20t (§4+§B+G_’C)

¥y por (1) queda:

MA' +MB" +MC" =3MG +GA' +GB' +GC" =3MG" +g @)

siendo g = GA’ +GB’ +GC” >0 una constante independiente de M.

La expresion (2) muestra de una parte que el baricentro es el punto que hace minima la
suma de cuadrados de distancias a los vértices.

De otra nos resuelve el apartado b) ya que si imponemos la condicién del enunciado,
queda:

3MG +g =k < MG = k;g =r
expresion que muestra que el lugar pedido es una circunferencia de centro G y radio r.

27 solucién al problema 3 (analitica):
a) Setrata de minimizar la expresion: FM)=MA * +MB’ +MC” |
Analiticamente, sean 4 =(a,, a,), B=(b,, b,)y C=(c,, c,) los vértices del triangulo
dado. Para un punto genérico M = (x,)) se obtiene
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S(x,p) ='(x‘—al)2 +(y-a,) +(x=58) +(y-b,)" +(x-c)* +(y—¢,) =
=3x? +3y - 2x(aq, +a,+a;)=2y(b, +b, +b, ) +a’ +a,” +b +b," +¢” +¢,° =

:3[(,6_.&:3311)”@_%&)2]% R

(donde g es una determinada constante real). ‘ :
Por lo tanto, esta cantidad resultara minima si ){E‘éélo s1 los cuadrados que aparecen en la
~ . ' a’+a,+a, b +b,+b, -

expresion son cero; es decir cuando M = (x,y) = (= 32 2 = 32 —2), que corresponde

precisamente al baricentro G.

. b) Setrata de encontrar el lugar geométrico de los puntos M tales qué f(M)=k . Paraello
determinaremos en primer lugar la constante g aparecida anteriormente. En efecto, tomando

M=G en (*) se obtiene g = f(G) = GA* +GB’ +GC". Porlo tanto:

FM)=k o 3[(x

4 +a, +a3)2 +(y—. b+b, +b3)2]+g:k
-3 3 .
_A+@+@f_k—g '

3 .73

' a +a,+a
<‘:>(x_ 1 2 3)2+

O

‘ o : .. . ’ . . lk—g-
* que es exactamente la ecuacion de la circunferencia de centro G y radio r = 1/—5—8: .

Problema 4

Halla todos los pares de niimeros naturales x, Y (x <y)tales que la suma de todos los
numeros naturales comprendidos estrictamente entre ambos es igual a 1999.

Solucién al problema 4:

Tenemos que sumar del niimero x-+1 hasta el nimero Y — 1y obtener el nimero 1999.
Esta suma: (x +1)+(x+2)+...+(y-1)=1999 corresponde a la de una progresion aritmética de v
diferencia 1y con y—x—1 términos, por tanto es:

(gfil%;izjlxy-x—d):l999

De donde se deduce la descomposicion: (x + N —-x-1)=2x1999.
Porserx>0e y—x-1<y+x, y teniendo en cuenta que 2 y 1999 son nmiimeros primos.

Solamente pueden ocurrir los siguientes casos: ~ _
Caso 1: Si y +x=2x1999 e y—x—1=1. La solucion de este sistema es x =1998 ey =2000.

€Cas02:Si y+x=1999 e y—x—1=2. La solucién de este sistema es x =998 ¢ y =1001.
Los pares buscados son: fr=1998 y = 2000}, que verifica 1999 = 1999,
y&:%&yzmmhmwwmmw%+1mo=ww.
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Problema 5

Prueba que la longitud de los catetos de un triangulo rectangulo isosceles es siempre igual
a la suma de los radios de sus clrcunferenclas inscrita y circunscrita. :

Solucioén al problema 5:

Sea ABC un triangulo rectangulo e
1isésceles con angulo recto en el vértice C. Sea O el
-centro de la circunferencia inscrita, la cual

consideramos tangente a la hipotenusa 4B en su
punto medio My al lado AC en el punto P_El

radio de esta circunferencia es r = OP=0M .
Por ser esta circunferencia tangente a los
~ lados del triangulo, los radios OM'y OP son

perpendiculares a los lados ABy AC en My P
respectivamente.

- Por ser el tridngulo isosceles, CO (y CM) es
bisectriz del angulo recto en C, por lo que el ;
trié.ngulo OCP es, también, rectangulo e isOsceles

(4ngulo OCP de 45°); es decir, OP = PC .

Por estar O en la bisectriz del angulo CAB, los friangulos rectangulos AMO y APO son
iguales (simétricos respecto a la hipotenusa), resultando que AM = AP . ,
Por otra parte, como el tridngulo es rectangulo, el punto M, punto medio de la hlpotenusa,

es también el centro de la circunferencia circunscrita a ABC. Por lo que R =AM , es el radio de
esta circunferencia. '
En conclusxon, la longltud del cateto AC la podemos escribir como: -

" AC=AP+PC = AM +OP =R+r.
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Problema 6

Sean a, b y ¢ nameros reales no nulos (con suma no nula) tales que:

1 1 1. 1
—t—t—= )
a b ¢ a+b+c

Prueba que también se verifica:

1 1 1 1

a1999 61999 cl999 al999 +b1999 +cl999

Solucién al problema 6:

Del enunciado, deducimos: - 1,11 1 o betactab 1

_ a b ¢ a+b+c abc T a+b+c
Operando en la Gltima ecuacion, tenemos: ‘

(a+b+c)(bc+ac+ab)=abe
(a+b)(bc+ac+ab)+c(bc+ac+ab)=abc,‘
(a+b)(bc+ac+ab)+bc2+ac2+c_‘zbc:abc

(a+b)(bc+ac+ab)+(a+b)c* =0
(a+b)(bc+ac+ab+c?)=0
: (a+b)(b-+c)(a+q)=0'k

a=-b
Por lo tanto, ha de verificarse una de las siguientes igualdades: {4 = —¢
a=-c
Si a=-b entonces @' = (—p)"*® = _p!>® y asi
1 1 1 1 1 1 1
= + + =
a1999 b1999 c1999 _bl999 bl999 01999 01999
p ' 1 _ 1 1
Or otra parte: a®® 1% i T —B1® L pI9 | 199 “_01999 )

~ Con lo que se tiene el resultado pedido.

Enlos casos b=-c 0 a=—c se procede de manera analoga.




