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Situando el problema
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@ Sea k cuerpo
Semple @ X = {x1,...,Xxn} conjunto finito de variables

@ k(X) algebra libre asociativa sobre el conjunto X
@ 7 ideal bildtero de dicha algebra
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Situando el problema
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Homogéneos

@ Sea k cuerpo
Semple @ X = {x1,...,Xxn} conjunto finito de variables

@ k(X) algebra libre asociativa sobre el conjunto X
@ 7 ideal bildtero de dicha algebra

Problema

o jEs A= k(X)/Z un algebra de dimensién finita?

@ ;Qué condiciones, necesarias o suficientes, debe verificar Z para
que el algebra anterior sea finita?

@ ;jPodemos elaborar algin test que nos resuelva este problema?
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El lgebra A

Reducciones
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familia de generadores — X
relaciones — 7

Representacién A =

El lgebra A
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El lgebra A

Reducciones

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

familia de generadores — X

Representacién A = .
relaciones — 7

W, es un monomio en X
cel=W,=1f, L., . .
) Al A f, es una combinacién k-lineal de monomios.
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El lgebra A

Reducciones
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familia de generadores — X

Representacién A = .
relaciones — 7

W, es un monomio en X
cel=W,=1f, L., . .
) Al A f, es una combinacién k-lineal de monomios.

Proceso de reduccién: A > a= hW,g — hf,g, h,ge A
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El lgebra A

Reducciones
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familia de generadores — X

Representacién A = .
relaciones — 7

W, es un monomio en X
cel=W,=1f, L . .
) Al A f, es una combinacién k-lineal de monomios.

Proceso de reduccién: A > a= hW,g — hf,g, h,ge A

U Lema del Diamante,
Buchberger, Teo Mora ...

Bases de Grobner no conmutativas
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El lgebra A

Reducciones
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familia de generadores — X

Representacién A = .
relaciones — 7

W, es un monomio en X
cel=W,=1f, L . .
) Al A f, es una combinacién k-lineal de monomios.

Proceso de reduccién: A > a= hW,g — hf,g, h,ge A

U Lema del Diamante,
Buchberger, Teo Mora ...

Bases de Grobner no conmutativas

@ k(X) = palabras en el alfabeto X
@ 7 conjunto de reducciones f, g € Z, entonces

f.e€l=>f+gel
f €T = rfs € Z, para todo r,s € k(X)

@ Orden graduado lexicografico
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El dlgebra A

Bases de Grobner no conmutativas

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

o f € k(X) es combinacién de monomios = 3 Im(f)
o 7 ideal en k(X) = I(Z) = (Im(f)|f € I)

El Slgebra A @ Base de Grobner de Z es un conjunto G = {g;} C 7 tal que
I(Z) = (Im(g;))
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El lgebra A

Bases de Grobner no conmutativas
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o f € k(X) es combinacién de monomios = 3 Im(f)
o 7 ideal en k(X) = I(Z) = (Im(f)|f € I)

El Slgebra A @ Base de Grobner de Z es un conjunto G = {g;} C 7 tal que
I(Z) = (Im(g;))

Dado cualquier elemento en k(X) podemos calcular una forma
normal Unica con respecto a Z con la ayuda de la base de Grobner.

Proposicién

Sea G una base de Grébner para el ideal Z. Entonces
red(f1, G) = red(f2, G) si y sélo si fy — f, € Z. En particular
red(f,G)=0<f € Z.
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El dlgebra A

Palabras normales
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Sea A = k(X)/Z un algebra cociente, G base de Grébner de Z.
palabras normales = {f € k(X) tales que red(f, G) # f}

El dlgebra A
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El dlgebra A

Palabras normales
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Sea A = k(X)/Z un algebra cociente, G base de Grébner de Z.
palabras normales = {f € k(X) tales que red(f, G) # f}

El lgebra A

Proposiciéon

Sea T un ideal de k(X). Los monomios que no pertenecen a I(Z)
forman una k-base de k(X)/Z.

Técnicas Computacionales en la Clasificacién de Ideales Cofinitos Homogéneos



El lgebra A

Palabras normales

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Sea A = k(X)/Z un algebra cociente, G base de Grébner de Z.
palabras normales = {f € k(X) tales que red(f, G) # f}

El lgebra A

Proposiciéon

Sea T un ideal de k(X). Los monomios que no pertenecen a I(Z)
forman una k-base de k(X)/Z.

@ Calculo G base de Grobner de 7

° /() = (Im(g:))
@ Calculo palabras normales = base de A
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El dlgebra A

Ideales y dlgebras homogéneas

Clasificacién de

FEEE PROBLEMA
(3

Bases de Grobner infinitas

El dlgebra A
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El lgebra A

Ideales y dlgebras homogéneas

Clasificacién de

e PROBLEMA
(3

Bases de Grobner infinitas

El slgebra A o k(X) = @k(X)i, k(X); = {monomios en X de grado i}
o f =73 f; € k(X) es homogéneo si 3 j tal que f; € k(X);,Vi

@ |deal homogéneo = ideal que puede ser generado por elementos
homogéneos

o A= k(X)/Z se dice homogénea si Z es homogéneo
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El lgebra A

Ideales y dlgebras homogéneas

Clasificacién de

e PROBLEMA
(3

Bases de Grobner infinitas
o e A o k(X) = ®k(X)j, k(X); = {monomios en X de grado i}
o f =73 f; € k(X) es homogéneo si 3 j tal que f; € k(X);,Vi

@ |deal homogéneo = ideal que puede ser generado por elementos
homogéneos

o A= k(X)/Z se dice homogénea si Z es homogéneo

SOLUCION
J

En algebras homogéneas podemos calcular la
base de Grobner de Z grado a grado
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El dlgebra A

a’ Bases de Grobner infinitas
v
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Trabajar con algebras homogéneas
@ NO resuelve el problema de infinitud

@ S| nos permite resolver el problema de pertenencia en el caso
El dlgebra A no conmutativo
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El dlgebra A

Bases de Grobner infinitas
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Trabajar con algebras homogéneas
@ NO resuelve el problema de infinitud

@ S| nos permite resolver el problema de pertenencia en el caso
El dlgebra A no conmutativo

Ejemplo (ideal principal)
o B =k(x,y)
o T = (xyx — yxy)

Una base de Grobner para 7 es '
G = {xyx — yxy} U {xy'3xy — yxy®x'=* i > 3}
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El dlgebra A

Bases de Grobner infinitas
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Trabajar con algebras homogéneas
@ NO resuelve el problema de infinitud

@ S| nos permite resolver el problema de pertenencia en el caso
El dlgebra A no conmutativo

Ejemplo (ideal principal)
o B =k(x,y)
o T = (xyx — yxy)

Una base de Grobner para 7 es '
G = {xyx — yxy} U {xy'3xy — yxy®x'=* i > 3}

Base de Grobner finita = algoritmo termina

Técnicas Computacionales en la Clasificacién de Ideales Cofinitos Homogéneos



Homogeneizacién

Relaciones no homogéneas
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Homogeneizacién

o fek(X),f= fa+fg_1+---+fo,fi e k(X}j
@ f* =fy+thy_1+---+tIfh € k{X, t), homogeneizacién de f
o g€ k(X,t), g =g(X,1), dehomogeneizacion de g

Homogeneizacién
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Homogeneizacién

Relaciones no homogéneas
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Homogeneizacién

o fek(X),f= fa+fg_1+---+fo,fi e k(X}j
@ f* =fy+thy_1+---+tIfh € k{X, t), homogeneizacién de f
o g€ k(X,t), g =g(X,1), dehomogeneizacion de g

Homogeneizacién

Z={(f,...,f) ideal de k(X)
I* = (..., xit — tx;,1 < i < n), ideal homogeneizado de 7
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Homogeneizacién

M wl Relaciones no homogéneas
a "oy
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Homogeneizacién

o fek(X),f= fa+fg_1+---+fo,fi e k(X)j
@ f* =fy+thy_1+---+tIfh € k{X, t), homogeneizacién de f
o g€ k(X,t), g =g(X,1), dehomogeneizacion de g

Homogeneizacién

T ={(f,...,f) ideal de k(X)
I* = (..., xit — tx;,1 < i < n), ideal homogeneizado de 7

Teorema

Sea G una base de Grébner reducida para Z*. Entonces
G. = {g«|lg € G} es una base de Grébner para T.
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Homogeneizacién

Ejemplos y problemas
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Ejemplo

= (x*—yx,xy —y) € k(x,y) .
I* = (x> = xy,xy — ty,xt — tx,yt — ty) € k(x, y, t)

G = {y®x — tyx, ty? — t2y, x> — yx, xy — ty, xt — tx, yt — yt} base de
Grobner de 7*.

Homogeneizacién
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Homogeneizacién

Homogeneizacién

Ejemplos y problemas

Ejemplo

= (x*—yx,xy —y) € k(x,y) .
I* = (x> = xy,xy — ty,xt — tx,yt — ty) € k(x, y, t)

G = {y®x — tyx, ty? — t2y, x> — yx, xy — ty, xt — tx, yt — yt} base de
Grobner de 7*.

Teorema G. = {y®x — yx,y2 — y,x2 — yx,xy — y} es una base de
Grobner para Z.
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Homogeneizacién

Ejemplos y problemas
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Ejemplo

= (x*—yx,xy —y) € k(x,y) .
I* = (x> = xy,xy — ty,xt — tx,yt — ty) € k(x, y, t)

Homasenisacion G = {y®x — tyx, ty? — t2y, x> — yx, xy — ty, xt — tx, yt — yt} base de
Grobner de Z*.

Teorema G. = {y®x — yx,y2 — y,x2 — yx,xy — y} es una base de
Grobner para Z.

Otros problemas:
@ Aumentamos el nimero de variables
@ Nuevo orden, ya que t tiene un comportamiento singular
@ No obtenemos base de Grobner reducida de 7

@ 7 tiene base de Grobner finita pero Z* infinita

Técnicas Computacionales en la Clasificacién de Ideales Cofinitos Homogéneos



Homogeneizacién

Estrategia del conejo
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@ Calculamos elementos base Grobner grado a grado
@ Si algin elemento es miiltiplo de t, podemos simplificarlo

@ Rebajamos el grado de la relacion
o Debemos “saltar” a graduaciones inferiores por si esta nueva
relacién reduce alguna de las anteriores

Homogeneizacién
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Homogeneizacién

Estrategia del conejo

a "oy

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

@ Calculamos elementos base Grobner grado a grado
@ Si algin elemento es miiltiplo de t, podemos simplificarlo

@ Rebajamos el grado de la relacion
o Debemos “saltar” a graduaciones inferiores por si esta nueva
relacién reduce alguna de las anteriores

Homogeneizacién

Esta es la estrategia del conejo. Asi

@ Evitamos posibles familias infinitas que involucren a t
@ Obtenemos base de Grobner reducida de 7 tras
dehomogeneizacién

(Se puede hacer para al caso anterior y obtenemos la base de
Grobner minimal) ©
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Durante el resto de la exposicion

4

ALGEBRAS HOMOGENEAS
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Dimensidon de Gelfand-Kirillov
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@ k cuerpo, A algebra finitamente generada

@ V C Atal que A es generada como algebra sobre k por V

ekCVCV2C...CV'C|JV"=A
n=0

Dimension de
Gelfand-Kirillov
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Dimensidon de Gelfand-Kirillov
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@ k cuerpo, A algebra finitamente generada

@ V C Atal que A es generada como algebra sobre k por V

ekCVCV2C...CV'C|JV"=A
n=0

— log di vn
Dimension de GKdimk(A) = |lim w

Gelfand-Kirillov Iogn
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Dimensidon de Gelfand-Kirillov

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

@ k cuerpo, A algebra finitamente generada

@ V C Atal que A es generada como algebra sobre k por V

ekCVCV2C...CV'C|JV"=A
n=0

— log di vn
Dimension de GKdimk(A) = |lim w

Gelfand-Kirillov Iogn

Resultado

dimy(A) < 0o & GKdimg(A) =0
\
GKdim “mide” lo lejos que esta A
de tener dimensidn finita
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Grafos de Ufnarovskii

Definicién

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogéneos Estudiar GKdim algebras homogéneas = Grafos de Ufnarovskii

Grafos de
Ufnarovskii
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Grafos de Ufnarovskii

Definicién

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogéneos Estudiar GKdim algebras homogéneas = Grafos de Ufnarovskii.

@ k(X), algebra libre en alfabeto X
@ 7 ideal homogéneo

o A= k(X)/Z, G base de Grobner finita de Z y d grado maximo
elementos de G

Grafos de
Ufnarovskii
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Grafos de Ufnarovskii

Definicién

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogéneos Estudiar GKdim algebras homogéneas = Grafos de Ufnarovskii.

@ k(X), élgebra libre en alfabeto X
@ 7 ideal homogéneo

o A= k(X)/Z, G base de Grobner finita de Z y d grado maximo
elementos de G

Construccidn grafo de Ufnarovskii

@ El conjunto de vértices lo forman las palabras normales de grado
d-—1

o Existe una flecha entre v; y v; si existen un x;, x; € (X) tal que
ViXj = XjV; Y viX; es una palabra normal. Si tal flecha existe,
lleva por etiqueta x;.

Grafos de
Ufnarovskii
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Grafos de Ufnarovskii

Resultados

a "oy
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eorema ( ovs

El crecimiento del nimero de caminos de un grafo finito es uno de los
siguientes:

@ es exponencial si y sélo si existen dos ciclos que comparten algtin
Vvértice;
@ es polinomial de grado m, donde m es el nimero maximo de
Grafos de 5 5o . .
Utnarovskii ciclos distintos que pueden recorrerse en un camino simple.
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Grafos de Ufnarovskii

Resultados

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Teorema (Ufnarovsk

El crecimiento del nimero de caminos de un grafo finito es uno de los
siguientes:

@ es exponencial si y sélo si existen dos ciclos que comparten algtin
Vvértice;
@ es polinomial de grado m, donde m es el nimero maximo de
Grafos de 5 5o . .
Utnarovskii ciclos distintos que pueden recorrerse en un camino simple.

Teorema (Ufnarovskii)

Sea A = k(X)/Z. El crecimiento del grafo de Ufnarovskii asociado se
corresponde con el crecimiento del dlgebra A y el teorema anterior
nos da un criterio para ese crecimiento.
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Grafos de Ufnarovskii

% g Ejemplos |
T

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Mo Sea T = (x%y — xyx, xyx — y3) C k(x,y). Su base de Grobner es
{xyx = y3, %y = y3,xv® — 3%, y3xy — yix, y3x® — v}

Grafos de
Ufnarovskii
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Grafos de Ufnarovskii

Ejemplos |
T

Clasificacién de

R Sca 7 = (x2y — xyx, xyx — ¥3) C k(x,y). Su base de Grobner es
{xyx —y3, X%y — y3, xy® — y3x, y3xy — y*x,y°x* — y°}. El grafo de
Ufnarovskii que le corresponde es:

y
y X m
yxyy < Yyxy yyyx < yyyy
(¢] [e] (¢] (¢]
Grafos de j
Ufnarovskii y
X
O o} [¢] (¢]
XXX~ YXXX XYyX — o YyxXX
7 ~_
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Grafos de Ufnarovskii

Ejemplos |

Clasificacién de

R Sca 7 — (x2y — xyx, xyx — ¥3) C k(x,y). Su base de Grobner es
{xyx —y3, X%y — ¥3, xy® — y3x, y3xy — y*x,y°x* — y°}. El grafo de
Ufnarovskii que le corresponde es:

y
y X m
yxXyy < yyxy yyyx < yvyy
(¢] (¢] (¢] o
Grafos de j
Ufnarovskii y
X
O o} (¢] (¢]
XX~ YXXX XYyX — o YyxXx
7 ~_

Por lo tanto el crecimiento de este algebra es polinomial de grado 2.
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Grafos de Ufnarovskii

Ejemplos Il

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogéneos Sea T = (x> — 22, xy + zx,xyz, 2> — yx, X2y — xyx, y’z — 23, y3) que
tiene por base de Grobner {yx — 22, xy + zx, x* — 2%, — 2%y —

23, zxz, —yz2 = 23,yzx = z3,y2z aF 23,y3,xz2 aF 23, —XzX + 23, 24}.

Grafos de
Ufnarovskii
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Grafos de Ufnarovskii

Ejemplos Il

Clasificaciqn_de

iomcgineos Sea I = (x? — 2%, xy + zx, xyz, 2% — yx, X2y — xyx, y°z — 2>, y3) que
tiene por base de Grobner {yx — 22, xy + zx, x? — 2%, — 7%y —

23, zxz, —yz2 = 23,yzx = 23,y22 =F 23,y3, xz% + 23, —XzX + 23, 24}.
Su grafo de Ufnarovskii es

zyz zzz

O O
Grafos de z z
Ufnarovskii
y
o [¢] o

e S 7.7
y y
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Grafos de Ufnarovskii

Ejemplos Il
q v Jemp

Clasificaci?n_de

el Scy 7 — (x? — 22, xy + zx,xyz, 2% — yx, x°y — xyx, y?z — 23, y3) que
tiene por base de Grobner {yx — 22, xy + zx,x? — z%, — 2%y —

23, zxz, —yz2 = 23,yzx = z3,y2z =F 23,y3, xz% + 23, —XZX + 23, 24}.

Su grafo de Ufnarovskii es

zyz zzz
O O
Grafos de z z
Ufnarovskii
y
(¢] (¢] (¢]
zyy

Y ~_
y y

El dlgebra cociente tiene crecimiento polinomial y tiene dimensién de
Gelfand-Kirillov uno.
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Grafos de Ufnarovskii

Ejemplos 111

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

i Sea T = (x%y — y®) C k(x, y) que tiene por base de Grobner
{y - y*}.

Grafos de
Ufnarovskii
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Grafos de Ufnarovskii

Ejemplos 111

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogéneos Sea Z = (x%y — y3) C k(x,y) que tiene por base de Grobner
{x%y —y3}. Su grafo de Ufnarovskii es

}’

/\
yX yy

2 / \
Ufnarovskii
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Grafos de Ufnarovskii

Ejemplos 111

Clasificacién de
Ideales Cofinitos < 2

Homogéncos Sea 7 = (x2y — y®) C k(x,y) que tiene por base de Grobner
{x?y — y3}. Su grafo de Ufnarovskii es

y

/—\
}’X }’}’
Ufnarovskii

X

El dlgebra cociente correspondiente es exponencial y tiene dimensién
de Gelfand-Kirillov infinita.
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Series de Hilbert

Definicién

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogéneos o A= k(X)/ZT élgebra homogénea

o A= A, donde A; es k-espacio vectorial de elementos
i>0
homogéneos de grado i en A
o dimk(A4;) < oo, ya que existe un niimero finito de monomios de
grado i

Series de Hilbert
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Series de Hilbert

Definicién

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogéneos o A= k(X)/ZT élgebra homogénea

o A= A, donde A; es k-espacio vectorial de elementos
i>0
homogéneos de grado i en A

o dimk(A4;) < oo, ya que existe un niimero finito de monomios de
grado i

h(7) = dimk(A;) se llama funcién de Hilbert de A
Ha(Z) =3 150 h(i)Z' se llama serie de Hilbert de A

Series de Hilbert
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Series de Hilbert

Definicién

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogéneos o A= k(X)/ZT élgebra homogénea

o A= A, donde A; es k-espacio vectorial de elementos
i>0
homogéneos de grado i en A

o dimk(A4;) < oo, ya que existe un niimero finito de monomios de
grado i

h(7) = dimk(A;) se llama funcién de Hilbert de A
Ha(Z) =3 150 h(i)Z' se llama serie de Hilbert de A

Series de Hilbert

.

Condicién de finitud

dimy(A) < oo < Ji tal que h(i) =0
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Series de Hilbert

Resultados y ejemplos

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Corolario

Sea A un algebra homogénea. GKdim(A) < 1 < los coeficientes de
la serie de Hilbert son eventualmente periddicos.

o GKdim(.A) =1 si la serie de Hilbert estabiliza en un valor
distinto de cero

o GKdim(.A) = 0 (por lo tanto finita) si los coeficientes se hacen
cero

Series de Hilbert
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Series de Hilbert

Resultados y ejemplos

Clasificacién de

Ideales Cofinitos .
e Corolario

Sea A un algebra homogénea. GKdim(A) < 1 < los coeficientes de
la serie de Hilbert son eventualmente periddicos.

o GKdim(.A) =1 si la serie de Hilbert estabiliza en un valor
distinto de cero

o GKdim(.A) = 0 (por lo tanto finita) si los coeficientes se hacen
cero

Series de Hilbert

Ejemplo

Sea T = (x? — 2%, xy + zx, xyz, 2% — yx, X2y — xyx, y°z — 23, y%)

(ejemplo de grafos), con crecimiento polinomial de grado 1.

Su serie de Hilbert es

14324622 +523452* 4+ 425 +52° 442" 4 ... + 5224 + 4254 ...,
que es eventualmente periddica
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El Programa Bergman

Introduccioén |

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Seguimos arrastrando nuestro problema principal, la ausencia de
algoritmo para la finitud de la base de Grobner. Podemos calcular los
elementos hasta grado 3000 y que la base de Grobner termine en el
grado 3010 sin tener ninguna prueba antes

Programa
Bergman
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El Programa Bergman

Introduccioén |

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Seguimos arrastrando nuestro problema principal, la ausencia de
algoritmo para la finitud de la base de Grobner. Podemos calcular los
elementos hasta grado 3000 y que la base de Grobner termine en el
grado 3010 sin tener ninguna prueba antes

iPodemos encontrar alguna cota a partir de la cual podamos
asegurar que el dlgebra que estamos estudiando es infinita?

Programa
Bergman
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El Programa Bergman

Introduccioén |

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Seguimos arrastrando nuestro problema principal, la ausencia de
algoritmo para la finitud de la base de Grobner. Podemos calcular los
elementos hasta grado 3000 y que la base de Grobner termine en el
grado 3010 sin tener ninguna prueba antes

iPodemos encontrar alguna cota a partir de la cual podamos
asegurar que el dlgebra que estamos estudiando es infinita?

B Plan de trabajo:

@ estudiar grandes familias de ejemplos en busca de esas cotas
@ usar series de Hilbert y su relacién con las bases de Grobner
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El Programa Bergman

T Introduccion 1l
] F

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Wermesoree Y ahora entra en accién el programa Bergman
@ Desarrollado por Jorgen Backelin (Universidad de Estocolmo)
@ Estudio de algebras conmutativas y no conmutativas

Bases de Grobner (estrategia del conejo)
Nimero de S-polinomios resueltos
Reducciones y formas normales

Series de Hilbert

Programa
Bergman
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El Programa Bergman

Introduccién 1l

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Wermesoree Y ahora entra en accién el programa Bergman
@ Desarrollado por Jorgen Backelin (Universidad de Estocolmo)
@ Estudio de algebras conmutativas y no conmutativas

Bases de Grobner (estrategia del conejo)
Nimero de S-polinomios resueltos
Reducciones y formas normales

Series de Hilbert

Dividiremos nuestro estudio atendiendo a los siguientes estados:
Bergman @ nimero de variables

@ longitud de las monomios = Datos iniciales

@ nlmero de relaciones
Una vez fijada cada una de estas variables, el nimero de dlgebras a
estudiar es finito
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Familias de ejemplos

Flujo del programa

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

e | Genera archivos datos <
J/Para i=0 hasta n°rel
Estudia Base
Grobner
i=i+1
No @ Si
FIN | Estudia serie Hilbert |
Familias de No @ Si
ejemplos
FIN ’Calcula dimensién‘
Guardar datos
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Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Familias de
ejemplos

Familias de ejemplos
Ejemplos |

Caso (2v, 2I, 2r)

Hay 45 casos de los cuales 6 generan cocientes finitos. La dimension
maxima se alcanza en 4 de ellos, que son

® T = (xx,xy —yy)
0 T = (xx,yx —yy)
0 T = (yy,xx —xy)
® 7 = (yy,xx — yx)

La dimensiéon maxima de las respectivas algebras cocientes es 6 y la
base de Grobner alcanza grado alcanza términos de grado 3.
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Familias de ejemplos
Ejemplos |

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogéneos Caso (2v, 2I, 2r)

Hay 45 casos de los cuales 6 generan cocientes finitos. La dimension
maxima se alcanza en 4 de ellos, que son

o I ={(yy,xx—xy

o I = (yy,xx —yx
La dimensiéon maxima de las respectivas algebras cocientes es 6 y la
base de Grobner alcanza grado alcanza términos de grado 3.

)
oIz(xxyx— yy)
)
)

Familias de
ejemplos

Hay 120 casos de los cuales 62 son cofinitos. Todos son de dimensién
méxima. En estos casos la dimensién es 4.
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Familias de ejemplos
Ejemplos Il

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Caso (2v, 3, 3r)
Hay 7140 casos de los cuales 300 son finitos. La dimensién finita
maéxima se alcanza en 4 casos:

0 T = (3006, XyX — XYy, yXy — yyy)

0 T = (X006, XyX — yyX, yXy — yyy)

0 T = (yyy, xxx — Xyx, Xxy — yxy)

0 T = (yyy, xxx — XyX, yxx — yxy)
Bergman La dimensién de las dlgebras cocientes es 36 y la base de Grobner
ejemplos alcanza grado 7 (en el dltimo caso).
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Familias de ejemplos
Ejemplos 111

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Caso (2v, 3l, 4r)

En este caso hay 58905 casos de los cuales 10142 son cofinitos. La
dimensidn finita maxima se alcanza en 4 casos, que son;

AXRG XY X XX XY XS XY Y e VY Y

°T—( )
@ T = (Xxx, XyX, XXX — XyX, YyX — Yyyy)
o 7= )

)

YXY, YYY s XXX — XXy, YXY — Yyy
9 T = (yxy, yyy, Xxx — yxx, yxy — yyy
La dimensidn finita maxima es 25.

Familias de
ejemplos
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Familias de ejemplos
Ejemplos 111

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Caso (2v, 3l, 4r)

En este caso hay 58905 casos de los cuales 10142 son cofinitos. La
dimensidn finita maxima se alcanza en 4 casos, que son;

X0, XX, XXX — XYX, XYY = YYY

°T—( )
@ T = (Xxx, XyX, XXX — XyX, YyX — Yyyy)
o 7= )

)

= (XY, YYY, XXX — XXy, yXy — yyy
9 T = (yxy, yyy, Xxx — yxx, yxy — yyy
La dimensidn finita maxima es 25.

Familias de
ejemplos

Caso (2v, 3l, 5r)

Hay 376992 casos de los cuales 123780 son cofinitos. La dimensién
maxima se alcanza en 60 casos. Esta dimensién es 21.

Técnicas Computacionales en la Clasificacién de Ideales Cofinitos Homogéneos



Resultados tedricos

Primeras conclusiones

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogéneos Notemos que como minimo en la base de Grobner tiene que haber
tres elementos:

@ uno que controle las potencias de x,

@ otro para las potencias de y,

@ y por lo menos otro que controle los productos mixtos de x e y.

Resultados
tedricos
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Resultados tedricos

Primeras conclusiones
q v

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogéneos Notemos que como minimo en la base de Grobner tiene que haber
tres elementos:

@ uno que controle las potencias de x,
@ otro para las potencias de y,
@ y por lo menos otro que controle los productos mixtos de x e y.

Observacion

Los ideales que generan las algebras de dimensién maxima aparecen
en grupos de cuatro

@ una “original”

@ su imagen a través del isomorfismo que cambia x por y

@ las dos opuestas para el producto de cada una de éstas

Resultados
tedricos

Es importante notar que todos los ideales que generan algebras
maximas de cada clase estan contenidos en alguno de los ideales del
caso base (2v,2l,2r)
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Resultados tedricos

Formalizacién tedrica |

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogeéneos Podemos organizar el siguiente esquema

I — k<X7Y> - k<X7y>/Z

donde 7 es uno de los ideales del caso base y J es el ideal que
queremos estudiar.

Resultados
tedricos
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Resultados tedricos

Formalizacién tedrica |

Clasificacién de
Ideales Cofinitos

Homogeéneos Podemos organizar el siguiente esquema

I — k<X7Y> - k<X7y>/Z

donde 7 es uno de los ideales del caso base y J es el ideal que
queremos estudiar.

Podemos deducir entonces

Resultados I/j k<X’ y>/j k<X7 y>/Z = k<§:}’27/‘7

tedricos )\

finita < finita 3¢ TISO
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Resultados tedricos

Formalizacién tedrica Il

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Tenemos las siguientes relaciones:
@ k(x,y)/T es finita (lo tenemos demostrado del primer caso)
o k(x,y)/J finita & Z/J es finita.

Esto nos da un nuevo criterio de finitud. El dlgebra cociente asociada
al ideal J sera finita si el anillo Z/J es finito.

Resultados
tedricos
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Resultados tedricos

Formalizacién tedrica Il

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Tenemos las siguientes relaciones:
@ k(x,y)/T es finita (lo tenemos demostrado del primer caso)
o k(x,y)/J finita & Z/J es finita.
Esto nos da un nuevo criterio de finitud. El dlgebra cociente asociada
al ideal J sera finita si el anillo Z/J es finito.

Una forma de hacer esto usando el Bergman podria ser la siguiente:
@ calculamos G base de Grobner de J

@ calculamos elementos grado n de 7
Resultados

tedricos . .
@ reducimos estos elementos en G y comprobamos si son cero
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Resultados tedricos

Flujo programa anterior

a »

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Calcula Base Grobner J‘

aumentar

grado

No

FIN

Calcula elementos

grado nde 7

aumentar

grado

Resultados
tedricos

FIN

via Bergman

cofinito
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Resultados tedricos
Ejemplo

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Sea T = (xx,xy — yy) y J = {xxx,xyx — yyx, yxy — yyy). Los
elementos de grado 5 son

AXRYEXRKY YIS XKYRY=XXY Y Y YYYXY-YYYyy
AXKYREXRY YR XIRYYEXXY Y Y. YYXYY-YYYYyY
XYXXX-YYXKX  XYXXY-YYXXY XYYYY-YYyyy

Resultados
tedricos
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Resultados tedricos

i i Ejemplo

1

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Sea Z = (xx,xy — yy) y T = (xxx, xyx — yyx, yxy — yyy). Los
elementos de grado 5 son

XXXXY=XXXYY  XXYXY-XXYYY YYYXY-YYYYy
XXXYX=-XXYYX  XXXYY-XXYYYy YYXYY-YYyvy
XYXXX=YYXXX XYXXY-Y XXy XYYYY-yyyyy
Condicioén:
G(J)

{Conjunto de elementos grado nde Z} ——— 0

Resultados
tedricos

En grado 8 todos reducen a cero = J cofinito
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Dificultades en los calculos

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Sin embargo no todo funciona tan bien. En la familia (2v, 4l, t3)

@ existen 410040 casos

@ en 40 dias sélo ha podido analizar 230000 de ellos

@ ninguno finito

@ en obtener la serie de Hilbert de algunas algebras ha empleado
mas de 20 horas

Problemas
abiertos
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Dificultades en los calculos

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Sin embargo no todo funciona tan bien. En la familia (2v, 4l, t3)

@ existen 410040 casos

@ en 40 dias sélo ha podido analizar 230000 de ellos

@ ninguno finito

@ en obtener la serie de Hilbert de algunas algebras ha empleado
mas de 20 horas

Tenemos dos objetivos al respecto

@ detectar los grupos de algebras isomorfas para rebajar el nimero
de casos a estudiar

@ estudiar los casos que retrasan los calculos y encontrar la razén
Problemas por la cual tarda tanto

abiertos
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Procesos en curso

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Problemas
abiertos

Estamos en estos momentos estudiando la familia (2v, 14, t4)

)

)
o
o

son mas de 13000000 de casos
vamos por 1400000 casos analizados
existen 8446 casos finitos

la dimensiéon maxima por ahora es 324, y se alcanza en dos
algebras

tarda unas 20 horas en estudiar 100000 casos

Técnicas Computacionales en la Clasificacién de Ideales Cofinitos Homogéneos




Procesos en curso

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos

Problemas
abiertos

Estamos en estos momentos estudiando la familia (2v, 14, t4)

)

)
o
o

son mas de 13000000 de casos
vamos por 1400000 casos analizados
existen 8446 casos finitos

la dimensiéon maxima por ahora es 324, y se alcanza en dos
algebras

tarda unas 20 horas en estudiar 100000 casos

Estudio de grafos de Ufnarovskii generalizados para los casos de
bases de Grébner no finitas.
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T

Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos
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Clasificacién de
Ideales Cofinitos
Homogéneos
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Programa Bergman

http://servus.math.su.se/bergman/
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