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ABSTRACT. In this talk we introduce the notion of weak operator and the theory of Yetter-
Drinfeld modules over a weak braided Hopf algebra with invertible antipode in a strict
monoidal category. We prove that the class of such objects constitute a non strict monoidal
category and provide a generic example of Yetter-Drinfeld module in this context via the
adjoint action (coaction) associated to the weak braided Hopf algebra.

INTRODUCCION

Los mo6dulos de Yetter-Drinfeld sobre un dlgebra de Hopf fueron considerados por primera
vez por Radford en [7] para estudiar las proyecciones de algebras de Hopf, si bien su definicién
formal la establece, aunque con el nombre de moédulo cruzado, Yetter en [10].

En los afios noventa, para estudiar problemas relacionados con la teoria cuantica de
campos en dimension baja, Bohm, Nill y Schalanyi [5] introducen las édlgebras de Hopf
débiles como una generalizaciéon de las algebras de Hopf. Recientemente, para probar el
teorema de de Radford para proyecciones de algebras de Hopf débiles, Alonso, Fernandez
y Gonzélez introducen las éalgebras trenzadas débiles [1], concepto que engloba como casos
particulares a las algebras de Hopf débiles y las algebras de Hopf trenzadas de Takeuchi [9].

En [3] los autores prueban que muchas propiedades relevantes sobre proyecciones asociadas
a algebras de Hopf trenzadas débiles pueden obtenerse sin recurrir a una trenza global en
la categoria de partida. Este hecho plantea la cuestién del posible desarrollo de una teoria
general de modulos Yetter-Drinfeld sobre un algebra de Hopf trenzada débil en una categoria
monoidal estricta.

En esta charla mostraremos que que es posible dar una respuesta afirmativa y ademés
recuperar la teoria clasica desarrollada en [8]. Se dan también dos colecciones de ejemplos
en este contexto general basadas en el uso de la (co)accion (co)adjunta.

1. OPERADORES DEBILES

En esta charla, salvo indicaciéon expresa de lo contrario, denotamos por C una categoria
monoidal estricta con idempotentes escindidos.

Definicién 1.1. Sea D una bialgebra trenzada débil en C (Ver [4]) y M un objeto en C.
Un operador débil entre M y D, denotado por (M, D)-OD, se define como una cuddrupla
(rar, Ty, Sar, 8hy) formada por cuatro morfismos en C:

rv:M®D — DM,y : DM — M®D,sy: DM — M®D, sy, : M®@D — D® M,

tales que
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(el) Se cumple:
(el-1) (D®@rp)o(rmy®@D)o(M®tpp) = (tpp@M)o(D®ry)o(ry @ D)
(12) (hy ® D)o (D® rhy) o (tpp® M) = (M® tpp) o (rhy ® D) o (D ® r)y)
(el-3) (sM®D)o(D®@sy)o(tpp @M)=(M®tpp)o(sy®D)o(D®sy)
(e1-4) (D@ s)y) o (shy © D) o (M ® tp.p) = (tp,p © M) 0 (D ® ) o (s ® D)

y las igualdades anélogas sustituyendo tp p por ¢/ D.D-

(e2) Se cumple
(€2-1) (ryy ® D)o (D®sm) o (tp,p @ M) = (M ®tp,p)o (sm D)o (D)
(€2-2) (sy @ D)o (D@r)y) e (th p®M)=(M&tpp)o (ryy @D)o (D& sy)
(2:3) (D& ) o (rar @ D) o (M @ tp,p) = (tp,p ® M) 0 (D& ray) o (s @ D)
(c2-4) (D @ rag) o (shy ® D) o (M @t} ) = (thy & M) 0 (D& shy) o (ras ® D).

(e3) Si

Vi ::rﬁ\/lorM:M®D—>M®D, V,ﬂ?w ::rMorg\/[:D®M—>D®M,

Ve =8yosy:DoM— Do M, Vg, = smosy:M®D— M®D,
se tiene que:

63'1) M (

e3-2) V

63'3) SM (

e3-4) V (

(ep@M)ory)®D)o(M®dp) = (M®up)o(((r
= (D®((M®ep)ory))o(dp®@M) = (up @ M)o
D& ((M®ep)osy))o(dp@M) = (up®M)o(
(ep®@M)osh)®@D)o(M®dp) = (M@pup)o((

o(np®@M))® D)
(raro (M ®np)))
(shro(M@np)))
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(e4) Se cumple.
(e4-1) TMO(M(X)MD):(MD®M)O(D®TM)O(TM®D)
(e4-2) 1y 0 (1p @ M) = (M & pp) o (ry & D) o (D & 1/
(64 3) (D®7’M) (T‘M®D)O(M®5D):(5D®M)OTM
(e4-4) (ry® D)o (D®@ry)o(dp @ M) = (M ®dp)ory,
(e4-5) s 0 (up @ M) = (M ® pip) o (s ® D) o (D ® sps)
(e4-6) shy o (M @ up) = (up ® M) o (D & ) o (sh ® D)
(647) (SM®D) (D@SM)O(5D®M):(M®(5D)OSM

(e4-8) (D ® shy) o (shy ® D)o (M ®dp) = (dp @ M) o sy,.
Definicién 1.2. Sea D un algebra de Hopf trenzada débil en C (Ver [1]) y M un objeto en

C. Un operador débil entre M y D se define como una cuadrupla ordenada (7,7, Sar, $hy)
satisfaciendo las condiciones (el), (e2), (e3), (e4) de la Definicion 1.1 y ademaés:

(e5) Se cumple:

( )(M®>\D)OVTAI: T]VIO(M®>\D)
(652) ()\D(X)M)Ovr/ —V;\/IO()\D@M)
(653) ()‘D®M>OVSM: SM (AD@M)
(65 4) (M®)\D)OVS’M—V§WO(M®)\D)~

Definicién 1.3. Sea D una bidlgebra trenzada débil, M un objeto en C, (rar, vy, Smr, Shy)
un (M, D)-OD y (M, pp) un D-moédulo por la izquierda. Se dird que el (M, D)-OD es
compatible con la estructura de D-moédulo si se cumplen las siguientes condiciones:
(i) raro(pm @ D) = (D@ ¢um) o (tpp ® M) o (D @ry),
(ii) iy o (D®@¢m) = (e ® D)o (D ®@1)y) 0 (th p ® M),
(iii) sM o (D®wm) = (pm @ D)o (D®sy)o(tp,p ® M),
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(iv) shro(pm @ D) = (D@ pum)o (tp p®M)o (D sy).

Si (M, opr) es un D-comodulo por la izquierda, se dirda que el (M, D)-OD es compatible
con la estructura de D-comddulo si se cumplen las condiciones andlogas correspondientes.

Del mismo modo se define la nocion de compatibilidad con (co)estructuras de (co)modulo
por la derecha.

2. LA CATEGORIA DE MODULOS YETTER-DRINFELD Y SU ESTRUCTURA MONOIDAL

Definiciéon 2.1. Sea D un algebra de Hopf trenzada débil en C. Se dice que (M, var, onr)
es un modulo Yetter-Drinfeld izquierda-izquierda sobre D si (M, ¢as) es un D-moédulo por
la izquierda, (M, ppr) es un D-comédulo por la izquierda y se cumplen las siguientes condi-
ciones:
(vdl-ii) o = (up @ o) o (D®tp,p @ M)o (6p ® om)o (np ® M)
(yd2-ii) Existe un (M, D)-OD (ra, 7" nr, S, 8 ar) compatible con las estructuras de
(co)modulo de M tal que:
(up ® o) o (D ®@tpp @ M)o (dp ® om)
=(up ® M) o (D®ru)o ((om o pm)®D)o (D@ sn)o (0p @ M)
Si (M, en,0m)y (N,on, on) dos modulos Yetter-Drinfeld izquierda-izquierda sobre D
con operadores débiles asociados (rar, 7' ar, s, 8'm) y (PN, 7' N, SN, 8'N) Tespectivamente, el
morfismo f: M — N se dice de mdédulos Yetter-Drinfeld si:

(i) f es un morfismo de (co)moédulos por la izquierda.
(ii) rno(f®@D)=(D® f)ory, syo(D® f)=(f®D)osy
La clase de todos los médulos Yetter-Drinfeld izquierda-izquierda sobre D junto con los
morfismos de médulos Yetter-Drinfeld forman una categoria que denotaremos por ByD.

Nota 2.2. Cuando la categoria C es simétrica y se definen tanto el operador Yang-Baxter
débil como el operador débil a partir de la trenza de la categoria, se recuperan las condiciones
introducidas en |7].

Teorema 2.3. Sea D un AHTD en C con antipodo inversible. FEntonces BJJD es una
categoria monoidal no estricta.

3. EJEMPLOS

Sea D un AHTD en C. La accién ¢op : D® D — D y la coaccién op : D - D ® D
adjuntas se definen como

op = ppo(p ®Ap)o(D®tpp)o(dp® D),

oD = (,UD (%) D) o (D ®tD,D) o (5D &® )‘D) 0dp.
Entonces los morfismos w$, = pypo (np ® D) : D — Dy w}, = (ep ® D)o pp : D — D son
idempotentes en C.

Si para x € {a, c}, se designan por Q*(D), p}, : D — Q*(D) y i}, : Q*(D) — D el objeto
imagen de w7, y los morfimos tales que i, opf, = wp y p)oip = idge(p), entonces se cumple
que:

(i) Eltriple (Q%(D), vqe(p), Poa(p)) s un objeto en BYyD con ©aa(py = PHowpo(D®i})
Y 00a(p) = (D ® ph) 0 dp 0 i}, : QYD) — D ® Q*(D).
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(ii) El triple (Q°(D), ¥qe(py; 00e(p)) €s un objeto en BYD con Yae(py = PHhoupo(D®
i) : D® QD) = QD) v 0ge(p) = (D ®5) 0 op 05, : Q°(D) — D © Q°(D).
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