Problemas. Variables Aleatorias. Modelos de

Probabilidad

Ejemplos resueltos y propuestos

Variables Aleatorias Discretas

Una variable aleatoria discreta X de valores x1, s, ...,z con funcién
de probabilidad {x;,p;}i=1..x con p; = P(X = xz;) y cumpliéndose que
Zlepi = 1 tiene esperanza y varianza dadas por E(X) = Zle rip; = 1
Var(X) = 30 (0 — B(X))p,

Con funcién de distribucién de probabilidad

F(zj) = P(X < )

.....

Ejemplos resueltos variables aleatorias

Ejemplo 1. Variable Aleatoria

Una variable aleatoria X puede tomar los valores 30,40,50 y 60 con proba-
bilidades 0.4,0.2,0.1 y 0.3. Represente en una tabla la funcion de probabilidad,
P(X = z), y la funcién de distribucién de probabilidad, F'(X) = P(X < x),
y determine las siguientes probabilidades.



6. P(30 < X < 60)
7. P(30 < X < 60)

8. P(30 < X < 60)

Obtenga la esperanza y varianza de X

Soluciéon Ejemplo 1

Distribucién de probabilidad de X

X [ P(X =)
30 0.4
40 0.2
50 0.1
60 0.3

Funcién de distribucion de probabilidad de X

X [F(z) = P(X <2)
30 0.4
40 0.6
50 0.7
60 1.0
1. P(X <25) =0
2. P(X >60) = P(X =60) =03
3. P(X <40) = P(X =30) =04
4. P(X >40)=1— P(X <40) =1— F(40) = 0,4
5. P(30 < X < 60) = P(X
( = P(X
(
(




Célculo de la Esperanza matemadtica, E(X)

X |PX=x)|zP(X =2
30 0.4 12
40 0.2 8
50 0.1 5
60 0.3 18

E(X)=%F 5,P(X =2;,)=12+8+5+18 =143

Célculo de la varianza y desviacién tipica

X | P(X=x) | zP(X =) | 2*P(X = 2)
30 0.4 12 360
40 0.2 8 320
50 0.1 5 250
60 0.3 18 1080
1 45 2010

o = /161 = 12,69

Ejemplos propuestos variables aleatorias

Ejemplo 1

Con la variable aleatoria X, cuya funcién de probabilidad viene dada en
la tabla siguiente

X | P(X)
10| 0.1
12| 0.3
14 | 0.25
151 0.14
17
20 | 0.15

1. Determine la esperanza y varianza

2. Determine la funcién de distribucion de probabilidad
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3. Determine F'(33), F/(14,5), F'(3), P(10,5 < X < 17.,5)



P{¥=x]

P (=)

@0 0E% 020 T2 030

1.0

0.s

a.a

Distribucion de probabilidad de X

10 12 14 16 18 20

Furzion de Digribucion de probehbilided de X

[Frm——

(i —

- —

= [—
[ Ap—
I I I I I
] 10 15 20 25

k4



Ejemplo 2

Un trabajador recibird un premio de 3000, 2000 o 1000 euros, segun el
tiempo que tarde en realizar un trabajo en menos de 10 horas, entre 10 y
15 horas y mas de 15 horas, respectivamente. La probabilidad de realizar el
trabajo en cada uno de estos casos es de 0.1, 0.4 y 0.5.

1. Determine la esperanza y la funcién de probabilidad de la variable
aleatoria X=premio recibido.

2. Defina una nueva variable aleatoria,Y, con valor 1 si tarda menos de
10 horas y valor 0, en caso contrario. Obtenga distribucién de probabi-
lidad, esperanza y varianza

Variables aleatorias discretas con modelos estandar

Variable Binomial

Variable X discreta definida como el recuento de éxitos entre un nimero,
n, de pruebas:

X — B(n,p)
con funcién de probabilidad definida por
n!
P(X =k) = ———pFqg"™®
( )= Wit

con
p = P(éxito) y ¢ =1 — p = P(fracaso)

Ejemplos resueltos Variable Binomial

Ejemplo 1

En una Facultad el 35% de los alumnos realiza algin deporte. Se ha
obtenido una muestra de 10 alumnos de dicha Facultad

1. ;Qué modelo sigue la variable X = n°® de alumnos que realiza algin
deporte entre los 10 seleccionados!?.

I'Recuento de éxitos entre las n pruebas



(\V]

. Esperanza y varianza de la variable.
3. Probabilidad de que mas de 2 realicen algtin deporte.
4. Probabilidad de que entre 2 y 8 inclusive, realicen algtin deporte.

5. Probabilidad de que menos de la mitad realice algin deporte.

Soluciéon ejemplo 1 Binomial

1. La variable definida sigue un modelo binomial de pardmetros n=10 y
p=0.35.

X — B(10, 0,35)

Distribucion Binomial

020
I

010
I

0.00
I I

2. La Esperanza y varianza de la variable definida vienen dadas por:
E(X)=np=10-0,35=35
V(X) =npqg=10-0,35-0,65 = 2,275
3. Probabilidad de que més de 2 realicen algin deporte.

P(X>2)=1-P(X <2)=1-0,2616 = 0,7384



4. Probabilidad de que entre 2 y 8 inclusive, realicen algtin deporte.

P(2< X <8)=P(X <8)— P(X <1)=0,9995 — 0,860 = 0,9135

5. Probabilidad de que menos de la mitad realice algin deporte.

P(X <5)= P(X <4) =0,7515

Ejemplo 2 Binomial ahora con p=0.3

Este ejemplo es similar al anterior, se ha modificado solo la probabilidad
de éxito a p=0.3.

1. La variable definida sigue un modelo binomial de pardmetros n=10 y
p=0.3.

X — B(10, 0,3)

[\]

. La Esperanza y varianza de la variable definida vienen dadas por:
E(X)=np=10-0,3=3
V(X)=npg=10-0,3-0,7=2,1
3. Probabilidad de que mas de 2 realicen algin deporte.

P(X>2)=1-P(X <2)=1-0,3828 = 0,6172

4. Probabilidad de que entre 2 y 8 inclusive, realicen algtin deporte.

P2< X <8)=P(X <8)—P(X <1)=0,9999 — 0,1493 = 0,8506

5. Probabilidad de que menos de la mitad realice algin deporte.

P(X <5)=P(X <4) =0,8497



Ejemplos propuestos variable binomial
Ejemplo 1

El 20 % de los trabajadores de una empresa ird a la huelga. Se seleccionan
5 trabajadores de dicha empresa. Obtenga

1. El modelo de probabilidad que sigue la variable X="Numero de asis-
tentes a la huelga entre los 5 seleccionados”

2. Probabilidad de que al menos tres vayan a la huelga
3. Probabilidad de que todos vayan a la huelga

4. Probabilidad de que no vaya ninguno

Ejemplo 2

Siete de cada diez estudiantes aprueba el primer parcial de una asigna-
tura. Se seleccionan 8 estudiantes al azar. Obtenga las probabilidades que se
especifican a continuacion e indique qué modelo de probabilidad define para
obtenerlas.

1. Probabilidad? de que exactamente 2 suspendan entre los 8 selecciona-
dos.

2. Probabilidad de que todos aprueben.

3. Probabilidad de que 3 o mas aprueben.

Variable Poisson

Variable X discreta definida como el recuento de éxitos por unidad de
espacio continuo:

X— P(\)

2Haga el calculo de este apartado manualmente y mirando en la tabla



con A = “n® medio de éxitos por unidad de espacio continuo” y funcién
de probabilidad definida por

e ANk
k!

Ejemplos resueltos de variables Poisson

Ejemplo 1 modelo Poisson

El nimero medio de accidentes ocurridos en un planta petrolera es de 2

accidentes en 2 meses3.

1. ;Qué modelo sigue la variable ntimero de accidentes ocurridos en la
planta por 2 meses?.

2. Probabilidad de que haya més de 2 accidentes en 2 meses.
3. Probabilidad de que haya entre 2 y 8 inclusive, en 2 meses.

4. Probabilidad de que haya mas de 2 accidentes en 1 mes.

Solucién ejemplo 1 Poisson

1. La variable definida sigue un modelo Poisson de parametro A = 2 .

X — P(2)

Distribucion Poisson

020
I

010
I

0.00
I

3Recuento de éxitos por unidad de espacio continuo
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2. Probabilidad de que haya més de 2 accidentes en 2 meses.

P(X>2)=1-P(X <2)=1-0,6767 = 0,3233

3. Probabilidad de que haya entre 2 y 8 inclusive, en 2 meses.

P(2< X <8)=P(X <8) — P(X <1)=0,9998 — 0,4060 = 0,538

4. Probabilidad de que haya mas de 2 accidentes en 1 mes. La variable Y
definida 4 sigue un modelo Poisson de pardmetro A = 1.

Y — P(1)

Distribucion Poisson

03
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I
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I

P(Y >2)=1-P(Y <2)=1-0,9197 = 0,0303

Ejemplos propuestos de modelos Poisson

Ejemplo 1 Poisson

El ntimero medio de robos con violencia que se registra en una barrio
marginal es de 4 al mes. Determine las siguientes probabilidades indicando
el modelo de probabilidad en que se basa.

4Si a dos meses corresponde una esperanza igual a 2 accidentes, a la mitad de tiempo
(un mes) corresponde la mitad de la esperanza
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1. Probabilidad de que en un mes determinado no haya ningun robo de
este tipo.

2. Probabilidad de que haya al menos uno en un mes dado.
3. Probabilidad de que haya entre 2 y 6, inclusive en un mes dado.

4. Probabilidad de que haya mas de dos en 15 dias.

Ejemplo 2 Poisson

Suponiendo que las denuncias que realizan los trabajadores de cierta em-
presa a la Inspecciéon de Trabajo siguen un modelo Poisson de media 1.5 al
ano, obtenga las siguientes probabilidades

1. Probabilidad de que en un ano determinado la empresa no sea denun-
ciada.

2. Probabilidad de que en un ano dado se produzcan mas de 4 denuncias

3. Probabilidad de que en el primer cuatrimestre del ano se produzcan
dos o més denuncias.

Variables Aleatorias Continuas

Variable Normal

Variable X continua definida en toda la recta real:

X — N(p,0)

Con media y desviacion tipica dadas por p y o , respectivamente. Con
funcién de densidad definida por

o) = a2

\2mo
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Ejemplos resueltos. Modelo Normal

Ejemplo 1 Variable Normal

El valor (en miles) de las ventas mensuales realizadas en una Editorial
sigue un modelo normal de media igual a 200 y desviacion tipica igual a 40

X— N(200,40)

1. Probabilidad de que la ventas de un mes sean superiores 300.

2. Probabilidad de que las ventas de un mes se encuentren entre 160 y
240.

3. Probabilidad de que las ventas de un mes no superen a 150.

4. Probabilidad de que las ventas de un mes superen 3000.

Solucion ejemplo 1 modelo normal

La variable sigue un modelo normal

X— N(200,40)

Distribucion Normal
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1. Probabilidad de que la ventas de un mes sean superiores 300.

X —200 - 300 — 200
40 40

=1-P(Z<25)=1-10,9938 = 0,0062

P(X >300)=1— P(X <300)=1— P( )
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2. Probabilidad de que las ventas de un mes se encuentren entre 160 y
240.

160 — 200 - 240 — 200)
40 40

=P(-1<Z<1)=P(Z<1)—P(Z < —1)=0,8413—0,1587 = 0,6826

P(160 < X < 240) = P(
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3. Probabilidad de que las ventas de un mes no lleguen a 150.

150 — 200

P(X <150) = P(Z
(X <150) = P(Z < =

P(Z < —1,25) = 0,1056

4. Probabilidad de que las ventas de un mes superen 3000°.

3000 — 200

Distribocion Normal Estandarizads
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Ejemplos propuestos Variable Normal

Ejemplo 1 Normal

Las puntuaciones en un test obtenidas por un grupo de opositores se dis-
tribuyen normalmente con media 30 y desviacién tipica 5. Determine

1. Probabilidad de tener una puntuaciéon menor a 20 puntos.
2. Probabilidad de tener entre 28 y 40 puntos
3. Probabilidad de tener mas de 40 puntos

4. Probabilidad de tener menos de 5 puntos

5Observe que toda la masa de probabilidad queda a la izquierda. Mds alld de 70 la
probabilidad es nula
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Ejemplo 2 Normal

La duracién en dias de ciertos componentes mecanicos de una planta
industrial sigue un modelo N (250, 55). Obtenga

1. Probabilidad de que no duren més de 200 dias
2. Probabilidad de que a lo sumo dure 200 dias
3. Probabilidad de que superen los 500 dias de duracién

4. Proporcién de componentes que duran entre 250 4= 110

Aproximacion de binomial a Normal

Ejemplo 1 Aproximacién de variable binomial a un mo-
delo normal

En una Ciudad el 13 % de los ciudadanos acude a un mitin. Se ha obtenido
una muestra de 250 ciudadanos de dicha ciudad

1. Qué modelo sigue la variable X = © de ciudadanos que acude al mitin
entre los 250 seleccionados®.

2. Esperanza y varianza de la variable.
3. Probabilidad de que maés de 20 asista al mitin.
4. Probabilidad de que entre 20 y 80 inclusive, asista al mitin.

5. Probabilidad de que menos de la mitad acuda al mitin.

Solucion ejemplo aproximaciéon Binomial a Normal

a) La variable definida sigue un modelo binomial” de pardmetros
n=250 y p=0.13.

X — B(250, 0,13)

SCuando p (probabilidad de éxito) estd entre 0.1 y 0.9, y el tamafo de muestra es
suficientemente grande (n mayor que 30) se pueden obtener buenas aproximaciones del
modelo binomial a un modelo normal

"Observe el grafico binomial que se comporta como un modelo normal, con prictica-
mente casi toda la masa de probabilidad a la izquierda de 50
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Distribucion Binomial
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b) La Esperanza y varianza de la variable definida vienen dadas por:

E(X) =np=250-0,13 = 32,5
V(X) = npq =250 0,13 - 0,87 = 28,275

c¢) Probabilidad de que més de 20 asistan al mitin.

Aproximando el modelo binomial a una normal con parametros:

p=FE(X)=2325
o= /V(X) = /28,275 = 5,32
X = N(32,5, 5,32)

Es necesario realizar la correccién por continuidad® (asignando a
cada valor entero el intervalo de amplitud 1, obtenido restando y
sumando 1/2). En binomial:

P(X >20)=1-P(X <20) =

En normal corregido por continuidad:

20,5 — 32,5

~1-PX<205)=1-PZ<
(X' =205) ( 9,32

) =

=1-—P(Z < —2.26)=1—0,0119 = 0,9881

8En intervalos con desigualdades no estrictas, siempre se resta al extremo inferior 0.5
y se suma al superior 0.5
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d) Probabilidad de que entre 20 y 80 inclusive, asista al mitin. En
modelo binomial

P20 < X <80)=P(X <80)— P(X <19) =
En aproximacién al modelo normal
~ P(X <80,5) — P(X <19,5) =
P(Z <9,03) — P(Z < —2,44) =1 —0,0073 = 0,9927
e) Probabilidad de que menos de la mitad acuda al mitin.
P(X <125) = P(X <124) = P(X < 124,5) =

124,5 — 32,5

=P(Z <
( 5,32

)= P(Z <17,30) = 1
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