TEMA 2: Inspeccién estadistica por atributos

1 Introduccion: Inspeccion estadistica de lotes.

2 Planes de muestreo simple por atributos.

3 Planes de muestreo doble, multiple y secuencial.

4 Planes de muestreo de conformidad sensible a los lotes.
5 Norma militar 105D.

6 Planes de muestreo de Dodge-Romig.

1. Introducciéon

La inspeccion de materias primas y productos elaborados o semielaborados es una
parte importante del control de calidad. Una aplicaciéon adecuada de las técnicas de
muestreo reduce en parte las deficiencias que crean la necesidad del empleo de otro méto-
dos estadisticos para el control de la calidad, aunque hay que tener en cuenta que la
inspeccion de muestras no es una forma activa de mejora de la calidad. Con frecuencia no
solo se inspeccionan materias primas y productos elaborados o semielaborados sino que
se suele inspeccionar las unidades producidas en diferentes etapas de la cadena producti-
va. Segun se comentd en el tema anterior hay tres posibles actuaciones en la revision de
lotes de unidades producidas. La primera consiste en aceptar el lote sin inspeccionarlo. La
segunda en realizar una inspecciéon 100 %, reemplazando las unidades defectuosas. Final-
mente, la tercera consiste en realizar la inspeccion de una muestra o inspeccion estadistica
del lote. Las ventajas de la inspeccién estadistica frente a la inspeccién 100 % son de tipo
econémico (se disminuyen los costos de inspeccién) y de tipo practico (se producen menos
desperfectos por manipulacién de productos, se necesita menos personal para realizarla,
y se puede aplicar a unidades que se destruyen al ser inspeccionadas). Los inconvenientes
son la existencia de un cierto riesgo de rechazar lotes de buena calidad o de aceptar lotes

de mala calidad, asi como la obtencién de menos informacién que con la inspeccion total.

= Un plan de inspeccion estadistica se define en términos de tres parametros: El

tamano del lote IV, el tamano muestral n, y el criterio de aceptaciéon-rechazo c.

= Un esquema de inspeccién es un conjunto de planes de inspeccion en los que se
especifica el tamano de los lotes, el tamano muestral y el criterio para aceptarlos o

rechazarlos.



= Un sistema de inspeccién se constituye a partir de un conjunto de esquemas de

inspeccion.

Los planes de inspeccion de muestras se clasifican en planes por atributos y planes por
variables segin que la caracteristica de la calidad estudiada sea cualitativa o numérica. La
inspeccién estadistica no es estatica sino dindmica, evoluciona segin la experiencia que
se adquiere con las unidades inspeccionadas. Mas concretamente, se suele comenzar con
un plan de muestreo por atributos cuando no se tiene conocimiento previo o experiencia
sobre el proceso. Posteriormente si se posee mas informacién sobre la caracteristica de
la calidad estudiada se puede pasar a un muestreo por variables. Cuando se adquiere un
nivel de calidad se puede efectiiar una reduccién del tamano muestral, e incluso se puede
optar por un muestreo por lotes salteados, o finalmente por la no inspeccién.

Los planes de inspeccién por muestreo son un intermedio entre la inspecciéon 100 % y

la no inspeccién. De dichos planes hay que destacar los siguientes aspectos:

= Kl propdsito de la inspeccién por muestreo es juzgar los lotes, no estimar su calidad.

= La inspeccién estadistica no produce una mejora de la calidad.

En resumen la inspeccién por muestreo permite verificar si las especificaciones se cumplen
pero no permite mejorar la calidad o prevenir errores.

La conformacion de los lotes puede influir en la eficacia de la inspeccion por muestreo.
Asi se tiene que son deseables las siguientes caracteristicas: La homogeneidad, tamanos
grandes son preferibles a tamanos pequenos, los lotes deben adecuarse a los sistemas
de manipulaciéon que se utilizan en las instalaciones del proveedor y del consumidor. El
esquema de muestreo aleatorio utilizado también influird en la eficacia de los planes de

muestreo.

2. Planes de muestreo simple por atributos

En los planes de muestreo simple se toma una decisién respecto a la aceptacion o rec-
hazo de los lotes a partir de la informacién proporcionada por una muestra del lote. Estos
planes se definen pues a partir de tres parametros el tamano del lote N, del tamano de
muestra n y el criterio de aceptacion-rechazo c. Especificamente, tras observar la muestra
extraida de tamano n, se contabiliza el nimero de defectos d. Si d < ¢ se acepta el lote, en
caso contrario se rechaza. La curva operativa de un plan, curva CO, determina el poder
discriminatorio de un plan. En dicha curva se representa la probabilidad de aceptacion
P, del lote frente a la fraccién de defectuosos p. Para N suficientemente grande, la dis-
tribucién del ntimero de articulos defectuosos d en una muestra aleatoria de tamano n se

define mediante una distribucién binomial de parametros n y p. Por tanto,

n!

P,=Pld<d=Y) mpd(1 —p)nd,
d=0 )
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Ejemplo. Para un plan de muestreo con n = 89 y ¢ = 2, la probabilidad de aceptacion
de un lote con proporcién de defectuosos p = 0,01 es
2. 89!
P,=Pd<2=)Y ————0,01%1~-0,01)*"=0,9397.

d=0

Con este plan, se rechazarian 6 lotes de 100 cuando la proporcién de defectos es de un
1%.

Para tamano del lote NN finito, la distribuciéon del niimero de unidades defectuosas
en una muestra de tamano n viene dada por una hipergeométrica. En este caso, para
un plan con tamano muestral n y criterio de aceptacion c, la probabilidad de aceptacion

viene dada por
c Np! ' ' No! '
Pa — P[X < C] _ Z t}(N1—1)! (n&z!)!(sznJrl)g ’
i=0 nl(N—n)!

donde N = N; + N, representa el tamano del lote, N; el niimero de unidades defectuosas

del lote, Ny el nimero de unidades conformes del lote.

CO ideal. La curva CO de un plan que discrimine perfectamente seria constantemente igual
a uno para proporciones de defectuosos que representen un nivel de calidad aceptable y
constantemente igual a cero para proporciones de defectuosos que presenten un nivel de
calidad rechazable. Por tanto, presenta una caida vertical que permite aceptar y rechazar
con probabilidad uno lotes de buena y mala calidad, respectivamente. La definicion de un
plan con curva CO ideal es imposible. Dicha curva estaria asociada, por ejemplo, a una
inspeccién 100 % sin errores. Sin embargo, se puede obtener una aproximacién a la curva

CO ideal considerando:
= Un aumento del tamano muestral n y del criterio de aceptacion ¢ proporcional.
= La dismincién del criterio de aceptacién para un tamano muestral fijo
s Para ¢ = 0, el aumento del tamano muestral n y del tamano del lote V.

Se suelen especificar dos puntos de la curva CO dados por la probabilidad de aceptacién
del nivel de calidad aceptable (NCA) y el nivel de calidad rechazable (NCR). El NCA
representa el punto critico para lotes de buena calidad. Asimismo el NCR representa
el punto critico para lotes que se consideran de mala calidad. Un plan que discrimine
bien aceptard con alta porbabilidad (préxima a uno) lotes con proporcién de defectuosos
inferior o igual al NCA y rechazara con probabilidad proxima a uno lotes con proporcion

de defectuosos superior al NCR.



2.1. Inspeccién con rectificacion

Los programas de inspeccion por muestreo suelen requerir una accion correctiva cuando
se rechazan lotes. Si los articulos defectuosos encontrados se reemplazan por articulos
conformes se tiene que la calidad de los lotes de salida p; supera a la calidad de entrada py.
Estos programas de muestreo reciben el nombre de ‘programas de inspeccion rectificadora’
(p1 < po). El muestreo con rectificacién se aplica fundamentalmente en la inspeccién por
recepcion cuando los productos estan semielaborados. Es decir, cuando se requiere una
determinada calidad media en un determinado momento o paso del proceso de produccion.

En los planes con rectificacién, la calidad media de salida (CMS) viene dada por

P,(N — n)p'

M:
CMS N

En la curva CMS se representa la calidad media de salida frente a la calidad de entrada p.
Esta curva presenta un méximo, limite de calidad media de salida (LCMS), para calidades
intermedias de entrada. Este comportamiento de la curva se debe a que los lotes con buena
calidad de entrada presentardn una buena calidad de salida y los lotes con mala calidad de
entrada presentaran una buena calidad de salida al aplicar el muestreo con rectificacion.

Otra magnitud que determina el diseno de planes de muestreo con rectificacion es la
inspeccién total media por lote (ITM). Para p = 0, no se rechaza ningun lote y el niimero
de unidades inspeccionadas seria igual al tamano muestral n. Para p = 1, todos los
articulos del lote son defectuosos, se requiere entonces una inspecciéon 100 % y el nimero
de unidades inspeccionadas seria igual al tamano N del lote. Para 0 < p < 1 el ntimero

medio de inpeccién por lote estarfa entre n y N. Supongamos p € (0, 1), entonces
ITM =n+(1—F,)(N —n).

Para un plan de muestreo con n y ¢ fijados, se incrementa el I'TM cuando se incrementa
el tamano N del lote. En el disefio de planes de muestreo, generalmente se especifica un
LCMS y un valor minimo del I'TM para un nivel de calidad particular. Dicho nivel de
calidad se determina por el nivel de calidad més probable de los lotes que llegan. En las
tablas de Dodge-Romig se proporcionan planes de muestreo que minimizan el I'TM para
un LCMS y un nivel de calidad del proceso p especificados. Se suelen también disenar
planes de muestreo que proporcionan una proteccion de los lotes, minimizando el ITM,

para un nivel de calidad del proceso p.

3. Planes de muestreo doble, multiple y secuencial

Existen diferentes extensiones de los planes de muestreo simple entre ellas se encuen-
tran los planes de muestreo doble, multiple y secuencial. Un plan de muestreo doble se

define en términos de cuatro parametros:



El tamano n; de la primera muestra.

= El ntimero de aceptacion ¢; de la primera muestra.

El tamano ns de la segunda muestra.

= El niimero de aceptaciéon c; para ambas muestras combinadas.

Tras observar el nimero de defectos d; de la primera muestra, se tomara una decision si
d; < ¢; (aceptar) o bien, d; > ¢y (rechazar). En caso contrario, se extrae una segunda
muestra y se observa el nimero de defectos dy. Si d; +ds < ¢y se acepta el lote y se rechaza
cuando d; + dy > cs.

Con el muestreo doble se reduce el costo de inspeccion cuando se toma una decision
en la primera muestra, cuyo tamano es inferior al tamano requerido en el muestreo simple
para obtener la misma proteccién. En el caso en que se inspeccione la segunda muestra se
obtiene una reduccion del costo de inspeccion cuando la segunda muestra no se inspecciona
completamente. Es decir, si el nimero de defectos acumulados de la primera y segunda
muestra supera el criterio de aceptacion de la segunda etapa, entonces se rechaza el lote
y no se continua la inspeccién. A este tipo de muestreo se le llama muestreo doble con
reduccién.

Para estudiar el poder discriminatorio de un plan de muestreo doble se consideran dos
tipos de curvas operativas.

Las curvas CO suplementarias. Se consideran dos tipos de curvas: La curva CO4 de
aceptacion que representa la probabilidad de aceptacion en la primera muestra frente a
la calidad del lote (fraccion de defectuosos). La curva COg de rechazo que representa la
probabilidad de rechazo en la segunda muestra frente a la calidad del lote.

La curva CO primaria. En esta curva se representa la probabilidad de aceptacion en las

muestras combinadas frente a la calidad del lote. Es decir, se representa
p,=P + P

frente a la fraccién de defectuosos o calidad del lote, donde P! representa la probabilidad
de aceptacién en la primera muestra y P! representa la probabilidad de aceptacién en la
segunda muestra.

Ejemplo. Para un plan de muestreo doble con parametros n; = 50;¢; = 1;ny = 100; ¢ =
3, calcular la probabilidad de aceptacion de un lote cuya fraccion de defectuosos es p =

0,05. La probabilidad de aceptacién en la primera etapa viene dada por

1
50!

PI — d1 1 — 50—d1 1

d1=0

para p = 0,05, se obtiene entonces

: 50!
I _ : d 50—di _

}z__§33566j35§p5wu5 L= 0,279. (2)

d1=0



Cuando ¢; < d; < ¢y se extrae una segunda muestra. En particular, d; =2 6 3.
(I) Caso dy =2, entonces do =0 6 1.

Pldy =2,dy < 1] = Pldy =2]Pldy < 1]
_ 50‘ 2 48 . 100' do 100—d2
= 5 (0:05)%(0,95) ;)—dgl(m() - d2)1<0’05) (0,95)
-
—  (0,261)(0,037) = 0,009. (3)

(IT) Caso d; = 3, entonces dy = 0.

Pldy =3,dy =0] = P[d; = 3|P[dy = 0]
50!

= 3u7 (0,05)%(0,95)*™1% = (0,220)(0,0059) = 0,001.  (4)

Finalmente se tiene a partir de (3) y (4)
P = P[d; = 2,dy < 1] + P[d; = 3,dy = 0] = 0,009 + 0,001 = 0,010. (5)
Por tanto, a partir de (2) y (5),

P, = P!+ P" = 0,279 + 0,010.

3.1. Numero medio muestral

En el muestreo simple el tamano muestral es constante. En cambio en el muestreo
doble el tamano muestral depende de si se toma o no se toma una decision en la primera
etapa y de si la segunda muestra se inspecciona totalmente o se practica el muestreo doble
con reduccién. En el cdlculo del tamafio muestral medio (NMM) distinguiremos entonces
dos casos dependiendo de que se realice o no una inspeccién completa de la segunda
muestra.

(i) Inspeccién completa de la segunda muestra. En este caso se tiene
NMM:n1P1+(n1+n2)(1—P1), (6)

donde P; representa la probabilidad de tomar una decisién respecto al lote con la infor-

macién de la primera muestra. Es decir,
P, = Placeptar el lote en la primera muestra|+P[rechazar el lote en la primera muestra].

Evaluando (6) para diferentes valores de la fraccion de defectuosos se obtiene la curva
NMM para un plan de muestreo doble con inspeccién completa.
(ii) Muestreo doble con inspeccién reducida. Consiste en detener la inspeccién en la se-

gunda muestra cuando el nimero de defectuosos observados en ambas muestras supera el



criterio de acetacién de la segunda muestra. La formula del NMM en el plan de muestreo
doble, con reduccion en la segunda muestra, es

Cz—j—i—l

NMM =ny+ Y P(n,j) {nQP(ng,cg—jH P(ny+1,¢,—5+2)|,

j=Cl +1

donde P(nq,j) representa la probabilidad de observar j unidades defectuosas en una
muestra de tamano ny, P(ng, co— j) representa la probabilidad de observar ¢o — 7 unidades
defectuosas en una muestra de tamano ny. Similarmente, P(ny + 1,co — j + 2) denota la
probabilidad de observar c¢; — j +2 unidades defectuosas en una muestra de tamano ny+1.

La curva del NMM que corresponde al muestreo doble con reduccion esté por debajo de
la recta horizontal del muestreo simple. En cambio, para el muestreo doble con inspeccion
completa, la curva NMM esta por debajo de la recta horizontal que representa el NMM
del muestreo simple para lotes de muy mala o muy buena calidad. Para lotes de calidad
intermedia, la curva NMM del muestreo doble con inspeccion completa esta por encima
de la recta horizontal que representa el NMM del muestreo simple.

Para el muestreo doble con rectificacion, la calidad media de salida viene dada por

[PY(N —n1) + PI(N —ny —ny)] p

CMS: N )

donde p representa, como antes, la fraccién de defectuosos de entrada. La inspeccion total

media (ITM) viene dada por

ITM = nyPT + (ny +ny) PP+ N(1 - R,).

3.2. Planes de muestreo multiple

Para un muestreo multiple con n etapas, se utilizara la informaciéon de n muestras
para tomar una decision. Se considera un nimero de aceptacion a; y de rechazo r; en la
etapa i, parai =1,...,n — 1. En la etapa n, se toma una decision considerando un tinico
valor de aceptacion-rechazo c,,.

Metodologia. Se extrae una primera muestra y se observa el niumero de defectos d;. Si
d, < a1, entonces se acepta el lote, en cambio, si d; > r; se rechaza el lote. Finalmente,
si a; < d; < rp se extrae una segunda muestra. En general en la etapa ¢, para ¢ =
1,...,n — 1, se extrae una muestra de tamano n;, se observa el nimero de defectos d;. Si
22:1 dr < a;, entonces se acepta el lote, en cambio, si 22:1 dy, > r; se rechaza el lote. Si

a; < 22:1 di < r; se extrae la muestra ¢ + 1. En la etapa n se acepta el lote si

zn: dk <cn
k=1

y se rechaza en caso contrario.



La curva CO de estos planes se define como extension de la curva CO del muestreo
doble, considerando en el calculo de la probabilidad de aceptacién la probabilidad de
aceptacion en las n etapas. La curva del NMM también se calcula de forma similar a la
del muestreo doble. En general, el tamano muestral de cada etapa es inferior al tamano

de muestra del muestreo simple con la misma proteccién.

3.3. Planes de muestreo secuencial

Se basa en la extraccion de una secuencia de muestras hasta que los resultados del
muestreo indican la parada. Esto ocurre cuando el nimero de unidades defectuosas acu-
muladas supera los limites defnidos por las rectas de aceptacién y rechazo. Si no se han
cruzado los limites de aceptacion y rechazo en ninguna etapa, la parada se produce cuan-
do el nimero de articulos inspeccionados es igual a tres veces el nimero de articulos
empleados en el muestreo simple correspondiente. Se distinguen dos tipos de muestreo
secuencial: El muestreo grupal y el muestreo elemento por elemento, respectivamente aso-
ciados a la seleccion de tamanos muestrales superiores o iguales a uno en cada etapa. A
continuacion se describe el muestreo elemento por elemento basado en la prueba de razon
de probabilidades secuenciales (PRPS) desarrollada por Wald (1947).

El plan se determina especificando dos puntos, (p1,1 — a) y (pa, ). Los origenes y la

pendiente (comun) de las rectas de aceptacién y rechazo se definen entonces como sigue:

() ()

! k 2 k
(1—p1)

. lOg ((1—22)) L — log (pg(l — pl)) (7)
k p(l=p2))’

donde —h; define el origen de la recta de aceptacion, he define el origen de la recta de
rechazo y s define la pendiente comtn. Es decir, las rectas de aceptacién y rechazo vienen

respectivamente dadas por las ecuaciones

Yya = —hy+sn
Yr = h2+8n7 (8)

siendo n el tamano muestral acumulado de la etapa considerada. Pueden obtenerse orde-
nadas de las rectas de aceptacion y rechazo que no tengan sentido. Por ejemplo, valores de
aceptacion o rechazo negativos (en las primeras etapas) y valores de aceptacién o rechazo

que superan el tamano muestral.

Ejemplo. Se consideran los puntos (p; = 0,01, = 0,05) y (p2 = 0,06,5 = 0,1). Cal-

cular las ecuaciones que definen las rectas de aceptacion y rechazo del plan de muestreo



secuencial. Determinar si el muestreo se detiene cuando el tamano muestral es n = 45 y

el numero de defectos observados es d = 4.

0,06)(0,99
E = log (%) = 0,80066

(0,01)(0,94)
log (%)
hy = — "7/ _199
! 0,80066 ’
log (%)
hy = — "/ _ 157
2 0,80066 ’

0,99
s = log (@) = 0,028.

Se tiene entonces

ya = —1,22+0,028n
yr = 1,57+ 0,028n,

por tanto, para n = 45

ya(45) = 0,04 ~0
yr(45) = 2,83~ 3,

donde ~ denota la aproximacion por el entero més proximo. Por tanto, para n = 45 se

detiene el muestreo secuencial cuando se han observado cuatro unidades defectuosas.

4. Planes de muestreo de conformidad sensible a los

lotes

Estos planes de muestreo se aplican cuando se realiza una inspeccién de acuerdo a
una proteccion de los lotes. Por ejemplo, cuando se realiza un muestreo para inspeccionar

caracteristicas que estan relacionadas con la seguridad. El procedimiento es el siguiente:
(i) Se determina el tamano N del lote.
(ii) Se especifica el PDTL, es decir, el plan debe proteger este nivel de calidad.
(iii) Se calcula el niimero de unidades defectuosas D del lote dadas por el PDTL.

(iv) Se utilizan la tabla 10-6 del apéndice para calcular la fraccién de muestreo f que

hay que inspeccionar para el D calculado.
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(v) El plan determinado se define por los pardmetros

c=0 n=fN.

Ejemplo. Se considera N = 100 y PDTL= 0,10, entonces D = 10, y la fraccion f de
muestreo correspondiente, segiin Tabla 10-6 del Apéndice, es f = 0,21, por tanto, el

tamafio muestral viene dado por n = 0,21(100) = 21.

5. Norma militar 105D

Es un sistema de muestreo por atributos que consiste en un conjunto de planes de
muestreo que pueden ser simples, dobles o multiples. Para un NCA, un nivel de inspec-
cién especificados y un tamano muestral dado, la MIL STD 105D proporciona un plan de
muestreo que se aplica mientras que el proveedor produce un articulo con el NCA especi-
ficado. Con esta norma se proporciona un procedimiento para alternar entre la inspeccion
100 %, normal y reducida:

Si se esta realizando una inspeccién normal, se cambia a inspeccién 100 %, cuando
cinco lotes consecutivos resultan rechazados con la inspeccién normal. Si posteriormente
se aceptan cinco lotes consecutivos, entonces se vuelve a la inspeccion normal.

Si la inspeccién vigente es la inspeccion normal, se establecerd la inspeccién reducida

cuando se cumplan las siguientes condiciones:
= De los 20 lotes precedentes, ninguno ha sido rechazado con la inspeccién normal.

= El nimero total de articulos defectuosos en las muestras de los 10 lotes precedentes

es inferior o igual al nimero establecido por la tabla 10-17 del Apéndice.

= La produccién es estable, es decir, no se presentan problemas tales como averias,

escasez de material u otros inconvenientes.
= La autoridad responsable del muestreo considera conveniente la inspeccion reducida.

También se establecen las normas para pasar de inspeccién reducida a normal y para
detener la inspeccion.
En general, el procedimiento establecido por esta norma se resume en los siguientes

pasos:

1. Elegir un NCA.
2. Seleccionar el nivel de inspeccion.

3. Determinar el tamano del lote.

10



4. Hallar la letra cédigo del tamano de la muestra adecuado (ver Tabla 10-7 del

apéndice).

5. Detrminar el tipo adecuado de plan de muestreo que se va a utilizar (simple, doble

o multiple).
6. Determinar los parametros del plan.

7. Determinar los planes de inspeccién normal y reducida para su uso cuando sea

necesario.

6. Planes de muestreo de Dodge-Romig

Los planes de Dodge-Romig se disenan para un PDTL especificado. Este tipo de planes
se suelen aplicar cuando se realiza una revision de materiales criticos para desarrollar una
actividad. En estos casos el interés reside en determinar cuando seran rechazables. Cuando

se aplica el muestreo con rectificacién se consideran dos tipos de planes:

= Dado un LCMS, se minimiza la ITM para una proporciéon de defectuosos p especi-
ficada.

= Dado un PDTL, se minimiza la ITM para una proporcién de defectuosos media.

Con este tipo de planes también se puede establecer una estimacion de la calidad

media del proceso.
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