RESUMEN DE LOS TEMAS 2 'Y 3:

MODELO EXPONENCIAL
Y PROCESO DE POISSON

1. Introduccién

Los sistemas exponenciales se caracterizan por la propiedad de memoria corta. Es
decir, la probabilidad de funcionamiento del sistema es independiente del tiempo que
el sistema lleve funcionando. La razén de fallo del modelo exponencial es constante. El
modelo exponencial se define en términos de un solo parametro que representa el tiempo
medio de fallo y el inverso de la razon de fallo, cuando el origen de tiempos se sitia en el
cero. El nimero de fallos en estos sistemas se define en términos del proceso de Poisson.

La distribucién Gamma define los tiempos de espera.

2. Modelo

La densidad de probabilidad y la funcién de distribucion del modelo exponencial uni-

paramétrico vienen dadas por

1
fr(t) :)\exp{—)\t}zéexp{—g}, t>0, A>0, 0>0,

Fr(t) = 1 — exp {=M} = 1 — exp {—g} ,

donde 1/6 representa la media de la variable aleatoria T', tiempo aleatorio entre fallos. El

calculo de este parametro se obtiene de forma directa como sigue:

o oo 1
ET:/ th(t)dt:/ Ihexp (-}t = | =6,
0 0
A continuacién se resumen las principales caracteristicas de esta distribucion:

» Mediana:

0,693
TnvEDp = U
» Moda:
Tviop = 0.
» Desviacion Estandar: |
o = X =4.



» Funcién de Realizabilidad:
R(t) = exp{—At} = exp {—g} :

» Fiabilidad Condicional:

Rt+T) exp{-At+T)}
R(T) —  exp{-\T}

P[T>t+T|T>T)]= = exp {—At}.

Nota. La probabilidad de que el sistema siga funcionando durante ¢ unidades tem-
porales, dado que ha funcionado un intervalo de longitud 7T, coincide con la proba-

bilidad de que el sistema funcione durante un intervalo de tiempo de longitud ¢.

» Tiempo transcurrido para una fiabilidad dada del sistema (percentiles de la distribu-

ci6én de fallo):

Tu=T, = R(Tp) = 1—p— —%m (R(Ti)) = 61n (%p) |

s Calculo de la razon de fallo exponencial:

h(t) = fr(t)  Xexp{-\t}

= = A= tante.
= Frl) exp =M} Constante

3. Proceso de recuento de fallos: Proceso de Poisson

Proceso de recuento: Se define un proceso de recuento como un proceso estocastico
{N(t) : t > 0} entero-valuado cuyas componentes aleatorias contabilizan el nimero de
sucesos aleatorios ocurridos en un intervalo de tiempo. Especificamente, si N(0) = 0,
entonces N(t) — N(0) = N(t) representa el nimero de sucesos aleatorios ocurridos en el
intervalo [0,¢]. Andlogamente, N(t) — N(s), con s < t, contabiliza el nimero de sucesos

aleatorios ocurridos en el intervalo [s, t].

Proceso con incrementos independientes: Un proceso de recuento se dice que posee
incrementos independientes si las variables aleatorias que contabilizan el nimero de suce-

sos que ocurren en intervalos de tiempo disjuntos son independientes.

Proceso con incrementos homogéneos o estacionarios: Un proceso de recuento se
dice que posee incrementos estacionarios si la distribucién del incremento del proceso que
contabiliza el niimero de sucesos aleatorios ocurridos en un intervalo de tiempo depende

solo de la longitud de dicho intervalo y no depende de su localizacién.

Proceso de Poisson: Un proceso de recuento {N(¢) : t > 0} se dice que es un proceso

de Poisson con parametro A si satisface:



(i) N(0)=0.
(ii) Posee incrementos independientes.

(iii) El nimero de sucesos en cualquier intervalo de longitud ¢ se distribuye segiin una

Poisson con media At, es decir, para cualquier s,t > 0,

(A1)

t
nl ’

P[N(t+s)— N(s) =n|=exp{—Xt} n=0,1,...

A partir de la identidad anterior se tiene que el proceso de Poisson posee incrementos
estacionarios y, ademas, el niimero medio de sucesos ocurridos en un intervalo de
longitud ¢ es At. Por tanto, el parametro A se llama razon del proceso (nimero de

sucesos por unidad de tiempo).

Para comprobar que un proceso de recuento es un proceso de Poisson se han de verificar
las tres condiciones anteriores; sin embargo, la condicién (iii) no es facil de verificar direc-
tamente. Por tanto, se introduce una definicién alternativa que permite verificar de forma

mas sencilla que un proceso de recuento dado es un proceso de Poisson.

Definicién 1 Un proceso de recuento {N(t) : t > 0} se dice ser un proceso de Poisson

si satisface:
(i) N(0)=0.
(i1) El proceso posee incrementos independientes y estacionarios.

(i1i) P[N(h)=1] = A+ O(h), donde

En sistemas de fiabilidad exponenciales, el proceso de recuento que contabiliza el

nimero de fallos ocurridos en un intervalo de tiempo dado es un proceso de Poisson.

4. Tiempos de espera: Distribucion de Erlang

En un sistema exponencial los tiempos aleatorios entre fallos son independientes e
idénticamente distribuidos segiin una exponencial. Es decir, las variables aleatorias T;
1 = 1,...,n, que representan el tiempo transcurrido entre el fallo i — 1 y el fallo 7,
1 = 1,...,n, respectivamente, se distribuyen independientemente e idénticamente segiin

una exponencial con parametro A. Por tanto, la variable aleatoria

Sn = ilirw

3



que representa el tiempo transcurrido hasta que se produce el fallo n se distribuye segiin
una distribucién de Erlang con pardmetros n y A. Su funcién de densidad de probabilidad

viene dada entonces por

Xexp{—At}(\t)"! £>0
fs.(t) = o B
0 t<0

siendo I'(n) = (n — 1)!. Los pardmetros A y n estdn asociados a la escala y la forma,
respectivamente.

Las caracteristicas esenciales de esta distribucién son:

» Media
n
ES, = —
A
» Moda .
gMop _ '
" A
» Varianza
n
O'Sn = ﬁ
» Simetria 5
n= (n)/?
» Kurtosis 6
Y2 =
n



