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1 Introduccién

Problema: Oscilacion amortiguada de una estructura

Supongamos que la oscilacién de una estructura, dotada de un sistema de
amortiguacion, ante un movimiento oscilatorio, viene dada por la funcién

y(t) =10 e? cos 2t.

y(r) =10e 2 cos2t
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.En qué instante t la posicién de la estructura es y(t) = 47

Se trata de resolver la ecuacién
10 e% cos 2t = 4.
de incégnita t.

Este problema es imposible de resolver por medios analiticos sencillos.

Sea f: ) C R — R. Consideraremos la ecuacién en una variable

f(z)=0.

Definicién 1 FEl niumero s € 2 se dice una solucion de la ecuacion si
se verifica que f(s) =0, es decir, si s es una raiz de la funcion f.



2 Método de Biseccion

2.1 Algoritmo del método de Biseccion

El método de Biseccién para la resolucion de la ecuacién f(z) = 0 se basa
en el Teorema de Bolzano que nos asegura la existencia de, al menos, una
raiz de una funcién f(z) en un cierto intervalo [a, b], bajo ciertas condiciones.

Teorema de Bolzano Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b]
tal que f(a)f(b) < 0. Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Supongamos que f(z) es continua y cambia de signo en los extremos de [a, b].
Basandonos en el anterior teorema, podemos aproximar una solucién de la
ecuacion f(x) = 0 dividiendo el intervalo inicial en dos subintervalos iguales
y eligiendo aquel en el que f(z) cambia de signo. Después se repite el proceso
hasta que se verifique algin criterio de parada.

Algoritmo del Método de Biseccion
1. ap = a, bo =b

2. Paran =0,1,..., hacer:

1
o m, = §(an + bn)

o Si f(an)f(m,) < 0, tomar a,.1 = G, byy1 = Mmy; en caso
contrario, tomar a,.1 = My, b1 = by.

Ejemplo
Resolver mediante al algoritmo de biseccion la ecuacion
e —x =0

en [0,1].




0|0 1 ] +
1105 1 0. -
2|05 0.75 0. -
3105 0.625 0

0.566407 0570313 05 -
0.566407 0.568360 0.56 -

CRC 4= I = =T

2.2 Analisis del Método de Biseccion

Calculo previo del nimero de interaciones

Recordemos que

Se define el error absoluto de una aproximacién s’ respecto del valor
exacto s como
e=|s —s|.

Para garantizar que el error del Método de Biseccion sea menor o igual que
un cierto valor de tolerancia e se aplica el siguiente resultado:

Teoremal (Error absoluto maximo del Método de Biseccién)

Sea [ : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] tal que f(a)f(b) <0
y f(s) =0, para algin s € (a,b). Sea {my}n=o,1,.. la sucesion de aproxima-
ciones de s obtenidas mediante el Método de Biseccion y e, = |s —my|, para
n=20,1,.... Entonces

b—a
on+1 :

en <

Esquema de Demostracion
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€n = |mn—s|Smn—an:bn—mnzi(bn—an):

ﬁ(bn_l - an_1> =...=

1
ﬁ(bg — ao).

Luego
b.a
on+1 ’

n <

Por tanto, para garantizar que e, < ¢, se debe verificar que

Ejemplo: Resolucion aproximada del problema de la oscilacion amortiguada
de una estructura

Se trata de resolver la ecuacién
ft) = 10e2 cos 2t — 4 = 0.

Supongamos que deseamos que e, < ¢ = 1073. Como f(0) = 6 > 0y
f(1) = —6.524 < 0 entonces podemos tomar [a,b] = [0, 1].



El nimero de iteraciones que debemos realizar para asegurar la tolerancia de
error considerada es:

1

log

71073
> —1=~8.
n > log2 8.966,

es decir, n = 9.

: 3 m sgn f(m,)
010 1 0. +
1105 1 0. —
2|05 0.75 0. —
3|05 0625 0. —
4|05 05625 05 -
5105 05313 05 -
6 (D5 05157 05 +
7 (05079 05157 05 +
8 05118 05157 051 —
9105118 05138 5.51

3 Método de Regula-Falsi

3.1 Algoritmo del Método de Regula-Falsi

Se trata de realizar un refinamiento del Método de de Biseccién, eligiendo
la aproxiamcién m a distancias de a y b proporcionales a f(a) y f(b).
La ecuacion de la recta que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) es

y—fla) _x-1
fb) = fla) b—a’

de donde se tiene que el corte con el eje OX es, haciendo x = 0 y despejando
y, el valor




s
=+

Se verifica que:

e m, converge mas rapidamente a s que en el Método de Biseccion.
e Un extremo es fijo.

e La amplitud de los intervalos no tiene a cero.

e No admite acotacion del error.

Luego el algoritmo es el siguiente

Algoritmo del Método de Regula-Falsi

1. ap = a, b() =b
2. Paran =0,1,..., hacer:

anf(bn) = b f(an)
f(bn) — fan)

o Si f(a,)f(m,) < 0, tomar a,1 = a,, bpy1 = m,; en caso
contrario, tomar a,.1 = My, b1 = by.

o m, =

4 Meétodo de la secante

Se trata de un método iterativo en el que, en cada paso, se calcula una
aproximacién de la solucion en lugar de un intervalo que la contiene.



Se parte de xg = a y 1 = by se calcula, iterativamente para cada n > 1,
la interseccién de la secante que une los puntos (z,_1, f(Zn_1) ¥ (Zn, f(24))
con el eje de abscisa, obteniéndose la abscisa

o Eneaf () = Taf ()
) = J@an)

Por tanto el algoritmo es el siguiente:

Algoritmo del Método de la Secante

1. xo=a,x1=0b

l'nflf(ajn) - xnf(xnfl)
f(an) = f(@n-1)

2. Paran=1,2... hacer x,,1 =

Ejemplo

Calculemos mediante 5 pasos del método de la secante una aproximacin de
la solucién del problema de la oscilaciéon amortiguada de una estructura.

Se trataba de calcular la solucién de la ecuacion

F(t) =10e7 cos2t — 4 = 0.




Tomando xg = 0y x; = 1, se obtiene la siguiente sucesién de aproximaciones:

o = 0.479078
x3 = 0.517905
x4 = 0.513640
x5 = 0.513652,

con lo cual podemos afirmar que una aproximacién con cuatro decimales
exactas de la solucién es 0.5126.

5 Meétodo de Newton-Raphson

Se trata de llevar el limite el método de la secante y, por tanto, en cada
iteracion n, considerar la recta tangente a f(x) en (x,, f(x,)) y tomar como
siguiente aproximacion x,,; la interseccién de dicha tangente con el eje de
abscisas. Por tanto, teniendo en cuenta que la ecuacion de la recta tangete
a la grafica de f(z) en el punto (z,, f(z,)) es

y — f(zn) = fl(zn)(z — zn),

se tiene que

n

Luego el algoritmo del Método de Newton-Raphson es

Algoritmo del Método de Newton-Raphson

1. Dado zg

f(zn)

2. Paran=1,2..., hacer z,,1 =z, —




Observaciones sobre el Método de Newton-Raphson

e Es el mas rapido

Requiere que f'(s) #0

Elegir xy puede ser delicado

La acotacién del error es complikcada

El criterio de parada mas usual es la repeticion de cifras.

Ejemplos A continuacién presentamos la solucién aproximada de algunas
ecuaciones con el método:

. Qué ha ocurrido en el tercer caso?

el 1 4
Ecuacidn 1 —5=0 ——7=0 ——=3=0
_ x x 41
1 5 ) 75
lteracion x,,, = —{ x, +— 2x, —Tx; 1H6x” =3
24 x, 8x
x, =218
o =25 x, =01 x; = —2102747550
° ’:-”’000{1000 x, = 01300000000 |x, = 2252073680
fesultad l} '_;261“111 %, = 01417000000 | x, = —2 538745850
esultados l j ngéﬁ{)ﬁ?g?g x; =01428477700 | x, = 4182734570
nT x, = 01428571422 | x, = 2427521722
Xe = 2236067077 01428571420 |x, = 5346182113
X, =—37301x10"

Obviamente se ha presentado un caso de divergencia:
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También se podria haber presentado un caso de oscilacién como el siguiendo
grafico indica:

_—
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6 Métodos Iterativos

Se trata de transformar la ecuacién f(z) = 0 (célculo de una raiz de la
funcién f(x)) en una ecuacién del tipo z = g(x) (célculo de un punto fijo de
la funcién g(x)) de forma que sean equivalentes, es decir, tengan la misma
solucion.

Ejemplo (Método de Newton-Raphson)

Si f(z) es una funcién de clase C' y s una raiz (f(s) = 0) tal que f'(s) # 0,
entonces, resolver f(x) = 0 es un problema equivalente a calcular un punto
f(@)
/(@)

se puede comprobar facilmente.

fijo de la funcién g(z) = x — ya que f(s) = 0siy sélosig(s) =s, como

6.1 Algoritmo de los métodos iterativos

Los métodos iterativos se basan en el calculo de un punto fijo para una cierta
funcién g(x). El siguiente resultado determina condiciones suficientes para
la existencia de un punto fijo para g(z).

Teorema del punto fijo Sea g : [a,b] — R una funcidn derivable verifi-
cando:

* g(la,b]) € (a,b),
® maxgcy |¢'(7)| < 1.

Entonces existe un inico s € [a,b] tal que g(s) = s y, ademds, para todo
xy € [a,b], la sucesion {x,} generada por la iteracion x,41 = g(x,) con-
verge a s.

Demostracién Sea h(x) = g(z) — x, para todo x € [a,b]. Entonces h(x)
es continua y verifica que h(a) > 0y h(b) < 0, por lo que se verifican las
condiciones del Teorema de Bolzano. En consecuencia, existe un s € (a,b)
tal que h(s) =0, es decir g(s) = s.

Para demostrar la unicidad, supongamos que existe dos valores s,t € (a,b)
tales que g(s) = sy g(t) = t, entonces, por el Teorema del Valor Medio,
existe ¢ € (s,t) tal que g(t) — g(s) = ¢'(¢)(t — s), es decir, ¢'(c) = 1, lo que
contradice la segunda condicion.
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Sea ahora {z,} la sucesiéon generada a partir de zy € [a,b] mediante la
iteracién @1 = g(x,, param > 0, y sea L = max,¢jqp |9'(2)] < 1.

Se verifica entonces que

en = |70 — 8| = |g(wn_1) — g(s)| = |g'(z)|en—1
< Lep—y < L?e,_5 < -+ < L.

Algoritmo de un Método Iterativo

1. Dado zg € [a,b]

2. Paran =1,2..., hacer z,11 = g(z,)

6.2 Interpretacion grafica de los métodos iterativos

Setn sea g(x) y se elija xg, los métodos iterativos pueden ser convergentes o
divergentes y, en ambos casos pueden variar en forma espiral o en escalera,
como se indican en los siguientes graficos.
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Convergencia oscilante o en espiral Convergencia monotona o en escalera
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Divergencia oscilante o en espiral Divergencia mondtona o en escalera

6.3 Convergencia de los métodos iterativos

Definicién 2 Se define el orden de convergencia de una sucesion {z,} hacia
un valor s como aquel nimero real p > 1 tal que

. €m+1
lim —— = X#0,00.
n—+oo  €p

Se deduce que si {x,} — s con orden de convergenia p < 1 entonces
dpi1 = Xeb, n— +oo.

Algunos érdenes de convergencia de los métodos estudiados son los sigu-
lentes:

Método Orden
Biseccion 1 (lineal)
1+4/5
Secante o= - ~1.61803 (superlineal)
Newton-Raphson 2 (cuadratico)
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Teorema de Convergencia Local Sea g : [a,b] — R una funcion de clase
C' en un entorno del punto fijo s. Si |¢'(s)| < 1, entonces existe § > 0
tal que en el intervalo [s — 0, s + d] se dan las condiciones del teorema del

punto fijo.

Demostracién Basta tomar L tal que |¢'(s)] < L < 1y d > 0 tal que
|g'(x)] < L, para todo x € [s — J, s+ ¢]. O

Teorema de Convergencia Cuadrética Sea g : [a,b] — R una funcion
de clase C* en un entorno del punto fijo s. Si |g'(s) = 0, entonces la
convergencia {x,} — s es al menos cuadrdtica.

Demostracion Teniendo en cuenta que

ent1 = [Tni1 — 5[ = [g(zn) — g(s)]
= 19/ () — 5) + o (en) (o — )

1
0+ ig”(cn)ei;

concluimos que
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6.4 Convergencia global del método de Newton-Raph-
son

Teorema de Convergencia LOCAL para el Método de Newton-
Raphson

Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C* en un entorno de s tal que
f(s) = 0y f'(s) # 0. Entonces eziste 6 > 0 tal que, para todo xy €
(s — 3,5 + 6], la sucesion del método de Newton-Raphson converge a s.
Ademds, si f es de clase C®|a,b], la convergencia es al menos cuadrdtica.

Teorema de Convergencia GLOBAL para el Método de Newton-
Raphson

Sea f € C?[a,b] verificando
1. f(a)f(b) <0,
2. f'(x) #0, para x € [a,b],

3. f"(x)f"(y) > 0, para todo x,y € [a, ],

(U@l w0,
4o {If’(a)l’ If’(b)l} =0

Entonces existe un unico s € |a,b] tal que f(s) =0 y, para todo xy € [a,b],
la sucesion del método de Newton-Raphson converge a s. Ademds, si f €
C3a,b] la convergencia es al menos cuadrdtica

Demostracién Por [1.], aplicando el Teoreme de Bolzeno, existe al menos
una raiz s para f(z); y por [2.], aplicando el Teorema de Rolle, la raiz s es
Unica.

Asimismo, por [2.] y [3.], f"y f” conserva su signo en [a,b].

Supongamos que f'(z) > 0y f"(z) > 0, para todo = € [a,b] (en el resto de
los casos se razona andlogamente).
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@) o T@r
() se tiene que ¢'(x) = TaOE vy p f(x)

creciente, se verifica que g(x) es decreciente en [a,s] y creciente en [s,al.
Entonces

Tomando g(x) = z —

o siz€la,s], s=g(s) <g(z) <gla) =bpor [4], luego g(z) € [s,b];

o six €[50, s =g(s) < glzr) < g(b) =0b po definicién de g, luego
g(z) € [5,0].

Por tanto, para todo zg € [a, b], la sucesién del método de Newton-Raphson

{z,} C[s,b].

7 f ‘TTL .z .
Ademss z,14q = g(x,) = x, — f’(( )> < x,, luego la sucexsién es estric-
Tn
tamente creciente y acotada. En consecuencia tiene limite, es decir, existe
s € [s,b] tal que lim ="
n——+0o00

Finalmente, tomando limite en z,1 = g(x,), se llega a que s' = g(s) y, por

la unicidad del punto fijo s, concluimos que s = s, es decir, lim =z, =s.0
n—-+00

6.5 Aplicacion del teorema de convergencia global

Problema: Calcular la raiz positiva de ¢

Se trata de hallar la raiz positiva de la ecuacién f(x) = z? — ¢ = 0. Veamos
si se verifican las cuatro condiciones del teorema de convergencia tomando
0 < a < btales que a® < ¢ < b?

1. f(a)f(b) = (a®* —c)(b* —c) < 0.
2. f'(x) =2z > 0, para todo x € [a, b].

3. f"(x) =2 #0, para todo z € [a,b].
2 _ 2 _ 2 _
4. ’|JJ:/(I;)))“ = b 5% ¢ < b 2b& = (b+ &;g) %) < b — a, luego se verifica

esta hipotesis.

En conclusién, el método de Newton-Raphson aplicado a f(z) = 2% — ¢ en
un intervalo 0 < a < b, con a? < ¢ < b?, converge a la raiz positiva de c.
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7 Aceleracion de la convergencia

7.1 Meétodo de Aitken

Teorema de aceleracién de Aitken

Sea {x,} — s al menos linealmente. Se define

2
Z/L‘\ — (mn—i-l - xn)
n — 4n .
Tny2 — 2$n—|—1 + xn

Entonces {T,} — s mds rdpidamente en el sentido

R
lim — =0,
n—+oo €,

siendo €, =T, — S Yy €, = X,, — S.

Demostracién Supongamos que Cotl _ k, con lirJlrn kn = Ay |\ < L
n n—-+0oo
Entonces
~ o~ - (xn—i-l - xn)2 _
Cn =Ty —8=1T, — — 5=
Tn42 — 2xn+1 +
s (Tn41 =) = (20— 5))? — e _ (€nt1 —€n)? _
" (T2 = 8) = 2(Tng1 — 8) + (20 —5) " enya— 2en1 +en
2(k, —1)2 kp(kny1 — kn
{0 | S AN

en(kns1kn — 2k, +1)  "kppikn, — 2k, + 1

luego &, 0. U

n

7.2 Meétodo de Steffensen

Dado g, consideremos el método iterativo x,.1 = g(x,). Sean x; y x2 las
dos primeras aproximaciones.
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Definimos

(z1 — 950)2

"
 =xy)— ————
0 To — 271 + o

Y, en general, para cada n >= 0, se define

gn-‘rl) — g(l'(()n+1) 7
l'én+l) — g(xgn"rl))’ ( 1) ( 1)
n—+ n—+
x;,b-i-l = énH) - (n+(1];1 (_nflo) )(2n+1)'

Entonces {z]} — s mds rapidamente que los anteriores métodos. El método
asi definido se denomina método de Steffensen.

Ejemplo La siguiente tabla muestra las sucesiones de aproximaciones obtenidas
mediante el método de iteracién funcional z,.; = g(z,), el método de acel-
eracién de Aitken y el de superaceleracién de Steffensen.

En concreto se considera g(z) =

lineal):

ey xg = 0.5 (que tiene convergencia

Normal Aitken Steffensen
0.
0.
0.5 0.567 0.567
0.5 0.567
0.5 0.5671
0.5 0.5671 0.567143
0.56 056714
0.56 056714
0.56 0.567143 I0.567143290|
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