Capitulo

Capitulo 4. Teoremas de la aplicacion
abierta y Banach-Steinhauss

4.1 La categoria. El Teorema de Baire

4.1.1 Definiciones.
Sea X un espacio topoldgicoy A C X.

(a) A es denso en ninguna parte o diseminado si A = Q.

(b) A es de primera categoria en X si es la unién numerable de subconjuntos densos en
ninguna parte o, equivalentemente, si estd contenido en una unién numerable de sub-
conjuntos cerrados de X, cada uno de los cuales tiene interior vacio en X.

(c) A es de segunda categoria en X si no es de primera categoria en X.

Es importante resaltar el cardcter relativo de los conceptos anteriores: R es un conjunto de
primera categoria en C (de hecho, es denso en ninguna parte), pero veremos enseguida que
es de segunda categoria en si mismo. Es facil ver que si X es un espacio topolégico, Y es un
subconjunto de X en el que consideramos la topologia inducida y A es un conjunto de primera
categoria en Y, entonces A es de primera categoria en X.

Por tltimo, se dice que un espacio topolégico X es un espacio de Baire si todo abierto no
vacio de X es de segunda categoria en X. Es fdcil ver que ello equivale a que la interseccién
de cualquier sucesion de abiertos densos en X sea densa en X o a que la unioén de cualquier
sucesion de subconjuntos cerrados con interior vacio tenga interior vacio.

4.1.2 Teorema (de la categoria de Baire).
Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire. Todo espacio topolégico de Hausdorff
localmente compacto es un espacio de Baire.

4.1.3 Corolario.
Sea X un espacio de Banach. Entonces la dimension algebraica de X es finita o infinita no
numerable.
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4.1.4 Corolario.

Sea D el conjunto de las funciones f de Cla,b] que tienen derivada por la derecha finita en
algtin punto de [a,b[. Entonces D es de primera categoria en C[a,b]. Como consecuencia, existe
una funcién f € Cla,b] cuya derivada por la derecha es infinita en todo punto de [a,b].

4.1.5 Corolario.
El conjunto de las funciones de C*[0,1] que no son analiticas en ningun punto de [0,1] es de
segunda categoria (en particular, no vacio).

4.2 FEl Teorema de la aplicacién abierta. Enunciados equivalentes

4.2.1 Teorema de la aplicacién abierta

4.2.1 Proposicion.
Sean X e Y espacios normados y T una aplicacién lineal de X en Y. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) T es abierta.
(ii) Existe 6 > 0 tal que 6By C T(Bx).
iii) Existe M > 0 de forma que para cada y € Y se puede encontrar x € X con T(x) = v,
que p y p Y
[[x] < Mlly]|-
(iv) Para toda sucesion convergente a cero (yn) en Y, existe una sucesion convergente a cero
(x,) en X de forma que T(x,) = y, para todon € IN.

4.2.2 Lema.
Sean X e Y dos espacios normados y T : X — Y una aplicacion lineal. Si T(X) es de segunda
categoria en Y, entonces T(Bx) es entorno de ceroenY.

4.2.3 Lema.
Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y T € L(X,Y). Si T(Bx) es entorno de cero
en Y, entonces T es abierta. Como consecuencia, T es sobreyectiva e Y es completo.

Sin mds que unir los dos resultados anteriores, se obtiene:

4.2.4 Proposicion.
Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y T € L(X,Y). Si T(X) es de segunda
categoria en Y, entonces T(X) =Y, T es abierta e Y es completo.

La condicién mds natural, aunque no obligatoria, para que T(X) sea de segunda categoria
en Y, es que T sea sobreyectiva e Y sea completo. Resumiendo toda la informacién, obtenemos:

4.2.5 Teorema (de la aplicacién abierta).
Si X e Y son espacios de Banach, entonces toda aplicacion lineal y continua de X sobre Y es
abierta.
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4.2.6 Corolario (Primer Teorema de isomorfia para espacios de Banach).
Si X e Y son espacios de Banach, entonces toda aplicacién sobreyectiva T € L(X,Y) induce un
isomorfismo T de X/ ker T sobre Y, dado por

T(x +kerT) = T(x) (x+kerT € X/kerT).

4.2.7 Corolario (Banach-Mazur, 1933).

Si X es un espacio de Banach separable, existe una aplicacién lineal, continua y abierta de ¢,
sobre X. Equivalentemente, todo espacio de Banach separable es isomorfo al cociente de ¢, por
un subespacio cerrado.

4.2.8 Corolario.
El conjunto de las sucesiones de coeficientes de Fourier de funciones de L1(T) es un conjunto

. P 7
de primera categoria en c.

4.2.2 Teorema de los isomorfismos de Banach

4.2.9 Definicién.

Si X e Y son espacios normados, un homomorfismo de X en 'Y es una aplicacién lineal y con-
tinua T de X en Y que es abierta cuando se considera como aplicacién de X sobre T(X). Si
ademds T es inyectiva (resp. sobreyectiva) decimos que T es un monomorfismo (resp. epimor-
fismo). Notemos que un isomorfismo no es mds que un homomorfismo biyectivo.

4.2.10 Corolario (Teorema de los isomorfismos de Banach).

Toda biyeccion lineal y continua entre dos espacios de Banach es un isomorfismo. Equivalente-
mente, si X es un espacio vectorial y || - ||1, || - ||2 son dos normas completas y comparables en X
(esto es, tales que existe M > 0 con || - || < M|| - ||2), entonces dichas normas son equivalentes.

4.2.11 Ejemplos. (a) En cualquier espacio vectorial de dimension infinita pueden definirse
dos normas comparables no equivalentes; por supuesto, alguna de ellas no serd completa.
De hecho, si X es un espacio vectorial de dimensién infinita, ya vimos que siempre existen
dosnormas || - [|1 y || - ||2 en X no equivalentes. Si dichas normas son comparables, hemos
acabado. Si no lo son, definiendo

lxlls = llxlls + llxll2 - (x € X),

se obtiene una nueva norma en X que es comparable con || - ||; y con || - |2, pero no puede
ser equivalente a ninguna de ellas.
(b) En cualquier espacio de Banach de dimensién infinita (X, || - ||) puede definirse otra

norma completa no equivalente a la de partida. En efecto, basta tomar f : X — K un
funcional lineal discontinuo, un elemento u € X con f(u) = 1, considerar la aplicacién
F: X — X dada por

F(x)=x—2f(x)u (x € X)

y observar que F es biyectiva, con F~! = F, y que F es discontinua. Entonces, definiendo

llll =1EC - (x € X),



4. Teoremas de la aplicacién abierta y Banach-Steinhauss 39

se obtiene una norma completa en X, que no puede ser equivalente a || - || por ser F
discontinua.

4.2.12 Corolario (Teorema del homomorfismo de Banach).
Sean X e Y espacios de Banach. Entonces, T € L(X,Y) es un homomorfismo si, y sélo si, T(X)
es un subespacio cerrado de Y.

4.2.13 Ejemplo.
Notamos Y = Cla,b] y fijamos tres funciones yo,y1,y2 € Y. Paray € Yy a, B € K, consideremos
la ecuacion diferencial

vox" +yx’ +px=y

y el problema de valores iniciales

x(a)=a,  x'(a)=8.

Las soluciones de un tal problema pertenecen al espacio X = C?[a,b] de las funciones de clase
C? en [a,b], que es un espacio de Banach para la norma definida por

1l = l1xlleo + 1% lleo + 1x oo (x € X).
La aplicacién T : X — Y x K? definida por
T(x) = (yox" +y1x’ +yox, x(a), x'(a)) (x € X)

es claramente lineal y continua. El que nuestro problema de valores iniciales tenga solucion
tinica para cada terna (y,&,8) € Y x K2, equivale a que T sea biyectiva. Si tal cosa ocurre, el
Teorema de los isomorfismos de Banach nos dice que, autométicamente, la solucién x depende
de manera continua de los valores iniciales a, € K y del dato y € Y. Esta dependencia continua
ofrece una cierta garantia de que los métodos de perturbacioén para aproximar la solucién del
problema son vélidos. Evidentemente pueden idearse esquemas muy variados y problemas
muy diversos en los que un razonamiento de este tipo es aplicable.

4.2.3 Teorema de la grafica cerrada

Por grafica de una aplicacién f entre dos espacios topoldgicos X e Y entendemos el conjunto

G(f) ={(xy) eXxY : y=f(x)}

y decimos que f tiene gréfica cerrada si G(f) es cerrado en X x Y (considerando, desde luego,
la topologia producto).

Con s6lo que el espacio de llegada sea Hausdorff, toda funcién continua tiene grafica cerra-
da; podemos poner, por el contrario, ejemplos sencillos de funciones reales de variable real, con
grafica cerrada y no continuas. A saber, la funcién f: R — R dada por f(x) =1/xsix #0y
f(0) = 0 tiene grafica cerrada pero no es continua. Sin embargo, como consecuencia inmediata
del Teorema de los isomorfismos de Banach, vemos que no es posible encontrar tal ejemplo
entre las aplicaciones lineales entre espacios de Banach:

4.2.14 Teorema (de la grafica cerrada para espacios de Banach).
Si X e Y son espacios de Banach, toda aplicacion lineal con gréfica cerrada de X enY es conti-
nua.
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4.2.15 Corolario.
Sean X e Y dos espacios de Banach y T : X — Y una aplicacién lineal y biyectiva. Si T tiene
grdfica cerrada, entonces es un isomorfismo.

4.2.16 Corolario.

Sean X e Y dos espacios de Banach y T : X — Y una aplicacion lineal. Supongamos que para
toda sucesion (x,) en X convergente a0 y tal que (Tx,) — y € Y, se tiene que y = 0. Entonces,
T es continua.

4.2.17 Ejemplo.
SeaY = C[0,1] y X = C![0,1], el subespacio de Y formado por las funciones de clase 1 en [0,1].
Definimos T : X — Y definida por

T =f" (feX)
Entonces, T es una aplicacion lineal que tiene grafica cerrada (leorema de convergencia uni-
forme y derivacién). Sin embargo, T no es continua. En efecto, consideremos la sucesioén de
elementos de X,
fu(t)y=t"  (te[0,1], n€N)
y observemos que
fallo =1y Tl =lfu"le=n  (n€N),

lo que prueba que T no es continua.

4.2.18 Corolario.
Sea || - | una norma completa en C(K). Supongamos que la convergencia en la norma || - ||

implica la convergencia puntual. Entonces dicha norma es equivalente a la norma del maximo
en C(K).

4.2.19 Corolario.
Sea H un espacio de Hilbert y T : H — H una aplicacién lineal. Supongamos que existe S :
H — H lineal verificando que

(Txly) = (x[Sy) ~ (xyeH),
entonces T € L(H).

4.3 El Teorema de Banach-Steinhaus

4.3.1 Teorema (Principio de acotacién uniforme en espacios de Banach).
Sea X un espacio de Banach, {Y; : i € I} una familia de espacios normados y, para cadai € I,
sea T; € L(X,Y;). Supongamos que la familia {T; : i € I} estd puntualmente acotada, esto es,

paracadax € X, existe My >0 : ||Ti(x)||<M, (i€l).
Entonces, {T; : i € I} estd uniformemente acotada en la bola unidad de X, equivalentemente,

existe M>0 : |[T||<M (i€l).



4. Teoremas de la aplicacién abierta y Banach-Steinhauss 41

4.3.2 Corolario (Teorema de Banach-Steinhaus para espacios de Banach).
Sean X un espacio de Banach, Y un espacio normado y A un subconjunto de L(X,Y). Entonces,
son equivalentes:

(i) A estd acotado en norma, esto es, existe M > 0 tal que ||Tx|| < M||x|| para cualesquiera
xeX, TeA.
(ii) A estd uniformemente acotado en cada subconjunto acotado de X, esto es, si B C X es un
conjunto acotado, entonces sup{||T(x)|| : x€ B, T€ A} < co.
(iii) A estd puntualmente acotado, esto es, para cada x € X el conjunto {T(x) : T € A} estd
acotado en la norma de X.

4.3.3 Corolario.
Sea X un espacio normado y A un subconjunto de X. Entonces, son equivalentes:

(i) A estd acotado en la norma de X.
(ii) Para cada f € X*, el conjunto de escalares {f(a) : a € A} estd acotado.

4.3.4 Corolario.
Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto de X*. Entonces, son equivalentes:

(i) A estd acotado en la norma de X*.
(ii) Para cada x € X, el conjunto de escalares {f(x) : f € A} estd acotado.

4.3.5 Corolario (Teorema de cierre de Steinhaus).
Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y (T,) una sucesién de elementos de
L(X,Y) que converge puntualmente en X. Definiendo

T(x) = lim Ty,(x) (x € X)

n—oo

se tieneque T € L(X,Y).

4.3.6 Corolario.
Sea y € KN una sucesién de escalares; las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(l) ye 4.

(ii) Para cada x € co, la serie } ;-1 x(k)y(k) es absolutamente convergente.
(iii) Para cada x € co, la serie ) ;1 x(k)y(k) es convergente.

(iv) Para cada x € cy, la serie } ;-1 x(k)y(k) tiene sumas parciales acotadas.

4.3.7 Teorema.
Sea X un espacio de Banach, Y y Z espacios normados y T : X X Y — Z una aplicacion bilineal.
Equivalen:

(i) Existe M >0 tal que ||T(x,y)|| < ||x|| ||ly|| para cualesquierax € X ey €Y.
(ii) T es continua en X x Y (considerando, claro estd, la topologia producto).
(iii) T es separadamente continua, esto es, para cualesquiera xy € X, yo € Y, las aplicaciones
lineales
y— T(xo,y) (yeY), x—T(xy) (xeX)

son continuas.



