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128 PROBLEMAS DE ARITMETICA Y ALGEBRA

hecho ver en el problema de los méviles, y aun es preciso
afiadir que estas imposibilidades relativas no siempre re-
sultan de las condiciones del enunciado, sino de las hipé-
tesis que, al proceder por el método analitico, se hacen con
objeto de plantear el problema, pues muy bien puede su-
ponerse, en dicho problema, el punto de encuentro & la
derecha 6 4 la izquierda de los puntos 2 y @ 6 entre és-
tos, y dick:a hipdtesis, si no es la que conviene al caso
propuesto, es causa también de que la incégnita aparez-
ca, por ejemplo, afectada del signo menos cuando debe re-
sultar con signo positivo, como sucederia sien el caso 2.9,
al plantear el problema, se hubiese supuesto el punto de
encuentro colocado 4 la derecha de los puntos 2y @.
Estas consideraciones conducen 4 la signiente

62. BRegla.—Cuando no se ha obtenido un valor abso-
luto como solucidn de un problema, podra obtenerse, cam-
biando la ecuacion que lo traduce por su correlativa in-
versa 6 la compleja que convenga, y dicho valor absolulo
serd solucidn de otro problema correlativo del propuesto,
cuyo enunciado se obtendrd haciendo que la ecuacion trans-
formada sea su evacta traduccion, cuando esto pueda ha-
cerse. Si no hay traduccion posible, el orden de cantidades
de que se trata no admite las afecciones correspondicntes
al grado de correlacidn necesario para convertir en abso-
lito el valor de la incdynita. Entonces el problema pro-
puesto es tmposible.
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198 PHOBLEMAS DE ARITMETIOA Y ALGEBRA

hecho ver en el problema de los méviles, y aun es preciso
afiadir que estas imposibilidades relativas no siempre re-
sultan de las condiciones del enunciado, sino de las hipé-
tesis que, al proceder por el método analitico, se hacen con
objeto de plantear el problema, pues muy bien puede su-
ponerse, en dicho problema, el punto de encuentro 4 la
derecha 6 4 la izquierda de los puntos P y @ 6 entre és-
tos, y dieka hipdtesis, si no es la que conviene al caso
propuesto, es causa también de que la incégnita aparez-
ca, por ejemplo, afectada del signo menos cuando debe re-
sultar con signo positivo, como sucederia sien el caso 2.°,
al plantear el problema, se hubiese supuesto el punto de
encuentro colocado 4 la derecha de los puntos 2y @.
Estas consideraciones conducen 4 la siguiente

62. Megla.—Cuando no se ha obtenido un valor abso-
luto como solucidn de un problema, podra obtenerse, cam-
biando la ecuacion que lo traduce por su correlativa in-
versa 6 la compleja que convenga, y dicho valor absolulo
serd solucidn de otro problema correlativo del propuesto,
cuyo enunciado se obtendrd haciendo que la ecuacidn trans-
formada sea su evacta traduccion, cuando esto pueda ha-
cerse. S no hay traduccion posible, el orden de cantidades
de que se trata no admite las afecciones correspondicntes
al grado de correlacidn necesario para convertir en abso-
luto el valor de la incdgnita. Entonces el problema pro-
puesito es smposible.
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ES PROPIEDAD.

CAPITULO PRIMERO

Indicaciones sobre el concepto del Algebra.

Las diversas maneras de definir el Algebra, las dudas y las
conjeturas que con este motivo se han suscitado, manifiestan
que la dificultad de circunseribir el concepto de esta ciencia 4
sus lfmites precisos os realmente de alguna consideracion.

En los Tratados del siglo XVII se define el Algebra como la
ciencia de la cosa, nombre con que se designaba en ol siglo
anterior la incégnita por determinar ‘en los problemas, asf como
su cuadrado se denominaba census, ete., y aun la definicién en
los tiempos de Lagrange expresa casi la misma idea al hacer
consistir su objeto en la determinacién de los procedimientos 6
series de operaciones conducentes & obtener los valores de las
incognitas. Augusto Comte, al hacerlo consistir también en la
resolucion de las ecuaciones, reduce esta definicién 4 significar

. la transformacion de las funciones implicitas en explicitas, dis-

tinguiendo el cdlculo de las funciones del de los valores como
objetos respectivos del Algebra y la Aritmética. Wronski, al
definir estas dos ciencias como las de las leyes y'los hechos de
los nimeros, si bien tiende 4 fijar el distinto cardcter de ambas
ramas de la Alvorltmxa expresa un concepto demasiado general.
Pero;si realmente lo que caracteriza al Alrrebm es la ecuacién
y bajo este punto de vista se ha definido por algtin autor con-

tempordneo como el andlisis de las ecuaciones, otros puntos de

vista conducen 4 nuevas exigencias respecto 4 la mds clara de-
terminucion de un concepto algtin tanto vago y que no expresa
todo cuanto ‘comprende el organismo de la ciencia, pues, en

2 efecto, D'Alembert, Carnot -y Poncelet en sus investigaciones
“amccren de
- Algebra, principalmente, como instrumento poderoso de analisis

"ca,uudadub negativas ¢ imaginarias, ex xaminaron el
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y como'lenguaje adecuado para traducir las relaciones'del mundo’
concreto,” y Poiusot, ademds de insistiv en deslindar este cardcter’
del Algebra, sefiala al lado del Algebra ordinaria otra de grado su:

perior quese funda enla teorfa del orden yla combinacién, pres-
cindiendodélaidea de magnitud, y estos conceptos que se traducen
en diversa situacidn ¢ posicion respecto & existencia ¢ sueesion
periodica, ‘se-desenvuelven por. diversos autores como Ilaure
Cournot, Valles y otros para adquirir predominio dentro dcl
vasto plan‘de la Algoritmia. Ademads, el concepto de relacion en
abstracto, prescindiendo de los objetos y sélo atendiendo & cierto
numero de reglas 6 preceptos fijos, origina un nuevo cdleulo de
cardcter sistemédtico, distinto del caleulo ordinario que se cifie &
la naturaleza especial de la cantidad & que deba aplicarse.

Estas indicaciones bastan para que dividamos nuestro plan
de exposicion del Algebra en dos secciones: la primera destinada
4 hacer ver el modo de verificarse sucesivamente la generacién
sucesiva de cada género de conceptos contenidos en el concepto
de la misma, 4 saber: los del numero, continuidad, cualidad,
orden y combinacién, y la segunda destinada & hacer una sin-
tesis correlativa 4 cada uno de estos cual corresponde al estado
actual de la ciencia, de manera, que exponiendo las ideas cul-
minantes de cada teoria sea posible obtener como resultado un
conocimiento de la sintesis total que constituye el Algebra.

CAPITULO II

Resumen histdrico.

§ l.o—Generacion del concepto de numero.

- Bl namero euya teoria constituye una de las manifestaciones
del Algebra, uno de los aspectos de estaciencia, aparece en las
obras de Euclides como un primer encadenamiento de verdades
caya ‘trabazén es rudimentaria. Sus seis libros de la: Aritmética:
sereducen d un conjunto de problemas acercade la construceion
de 1os ndmeros, segtin multitud de relaciones que seria prolijo
enumerar y. someter 4 una clasificacion, 4 la manera de la varie-

ik
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dad inagotable:que ofrece en el dominio de la geometria su obra
de los: porismas; base de: la llamada. geometria. moderna, 6
proyectiva. 4 ; ;

Fermat con 'sus observaciones marginales 4 la obra del mate-
matico griego establece una sintesis mas perfecta, un niicleo mds
considerable para la sistematizacion de este orden de verdades.

Proposiciones como la de la descomposicién de un nimero
triangular en dos ¢ tres triangulares, uno cuadrado en dos, tres
¢ ‘cuatro cuadrados, uno pentagonal en dos, tres..... 6 cinco pen-
tagonales, y como la que denomina bella y admirable, & saber:
(ue en la progresion de los nimeros naturales, & partir de la uni-
dad, un nimero multiplicado por el superior que le sigue forma
el doble del triangular de este numero, la multiplicacion del
triangular por el numero que le sigue es el triplo del piramidal;
el producto del piramidal por el siguiente da el cuddruplo del
triangulo-triangular, ete.; y en fin su célebre teorema fundamen-
tal en esta teorfa, asf como el empleo de las igualdades dobles y
triples caracterizan esta nueva etapa en la rama de la ciencia
cuyo objeto es el nimero.

BEuler, Lagrange y Legendre ensanchan de nuevo los hori-
zontes de la teoria de los nimeros.

Ealer, que demuestra el teorema de Fermat, constituido por
la congruencia z*-1=1 (m6d «) y lo generaliza, reduciéndolo &
la siguiente ¥ V=1 (méd M), expresion escrita aqui empleando
la notacién de Gauss, que descompone los nimeros de la forma
4 41 en la suma de dos cuadrados, resuelve el problema de la
particidn de los wibmeros en su Introduction in analisim infinitimo-
rum y emplea los factores imaginarios en la resolucion de las
ecuaciones indeterminadas de segundo grado.

Lagrange halla su método general para la resolucion de las
ecuaciones de segundo grado, aplicando las fracciones continuas
4 esta rama del-andlisis, y demostrando que la fraccion continua
igual 4 la raiz de una ecuacién de segundo grado debe ser pe-.
riddica, establece también que tode numero entero es la suma
de 4 cuadrados, deduce una infinidad de teoremas relativos 4
log nimeros primos, y fija de una manera general la relacion

+
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que debe existir entre las formas lineales y las cuadradas aplica-
das 4 los ntimeros primos en las Memorias de 14~ Acadéemia‘de
Jiencias de Berlin de 1775.

Legendre en su Théorie des nombres resume los progresos de

esta rama del Algebra hasta su tiempo; demuestra un teorema
que establece la posibilidad ¢ imposibilidad de toda ecuacié
indeterminada de segundo grade reducida 4 la forma 2

a x>0 y*=c 2?2,

y deduce la ley general que existe entre dos numeros primos
cualesquiera, que denomina ley de reciprocidad, cuyo enunciado
es el siguiente:
~ T R . » e "4 S
Cualesquiera que sean los nibmeros m y 0, si no son los dos de la
forma 4 n+-3, se tendid siempre

(e

y si son los dos de la forma 4 n4-3, se tendrd

)

y 14 3 1Q Q g . ] 2 Q Y )
Lstos dos casos generales se hallan comprendidos en la férmula

()7 =)
ht ¢ 7 ¢
Ademds, fijindose en que no hay ninguna formula algébrica
susceptible de contener s6lo nimeros primos, y recordando algu-
nas f-érmulas notables por la multitud de nimeros primos que
contienen, como las siguientes: 2441 w417, advierte
la dificultad que ofrece el obtener una que los: contenga todos
ley de cuyo descubrimiento desconfia, ' 4
Como complemento 4 las investigacioaes de Euler, I,
y Legendre, y como la sintesis mds grandiosa de esbél rama del

Andlisis matemdtico, nos 11;111’:1!))03 con la doctrina contenida en
las Disquisitiones aritmeticwr de Gauss,

: |

agrange

g S

A la forma deigualdad sustituye este eminente genio la de la
congruencia; basando su exposicién en un nuevo tecnicismo.

Las proposiciones relativas 4 las operaciones efectuadas con
las congrusucias se condensan en la proposicion general si-
guiente: :

Si £ (X, ¥, Z....) representa una funcion racional entera con
coeficientes enteros de las indeterminadas X, y, Z,....., y se verifican

- las congruencias

r/vE((,') b=b, C=C (m(')d ]ﬂ')

~serd también eierta esta otra

Flapbic o) =1 {o b0 ) (modikR

En laobra de Gauss el algoritmo de los indices, anglogo al de
los logaritmos y los teoremas relativos 4 los periodos de las raices
primitivas y la suma de los términos que los constituyen, son
nuevos descubrimientos debidos 4 tan preclaro talento, asi como
la teorfa de las equivalencias de las formas y su clasificacién.

En fin, esta relacién de las sintesis sucesivas 4 que vemos
reducida la ciencia de los nimeros en los perfodos sefialados por
Buler, Fermat, Lagrange, Legendre, y, por ultimo, Gauss, puede
terminarse en la ultima que caracterizan Lejeune Dirichlet,
Kummer y Dedekind.

Lejeune Dirichlet basado en la definicién del numero com-
plejo como una funcién entera con coeficientes enteros de las
raices irracionales de una 6 varias ecuaciones algébricas, cuyos
coeficientes son generalmente enteros, 'y en la mnocién de la
norma f (o) f{a?)..... f (@¥=1) como producto-que es de los ni-
meros complejos conjugados que se obtienen sustituyondo sucesiva-
mente todas las raices-de la ecuacion 1--ud-a2... 4o 1=0,
y funcién simétrica: de éstas, hace investigaciones generales so-
bre las formas de grado cualquiera dependientes de dicha
nocion; 329 < ]

Kummer, desenvolviendo esta idea en’ su Mémoire sur la
théorie des nombres complexes composés de racines de Uunite et des
nombres entiers, se ocupa de-los nameros complejos, cuyas irra-



cionalidades son las raices imaginarias de la ‘ecuacién’ binotita
@¥=1, en la cual v es un numero primo impar, género de los
numeros complejos, euya importancia para la teoria 'geneétal’juis-
ga comparable 4 la de la ecuaciéon binomia respecto 4 'las écua.

ciones algébricas mds generales, y considera el nimero compleJo
bajo la forma

f (q):(¢+f¢1a+6tza2+ _____ +a,_, s

en que @, dy,....., a,_» designan ndimeros enteros, exponela teo-
ria de las wnidades complejas 6 nimeros complejos, cuya norma
es la unidad, y aborda el examen de la representacion de todas
las unidades bajo la forma mds sencilla, asunto que cree de los
més importantes y delicados, demostrando el teorema siguiente:

Cada wnidad compleja dividida por su reciproca produce por
cociente una unidad simple, es decir,

A

E (a1
principio debido i Lejeune Dirichlet. Citaremos también las in-
vestigaciones de Kummer basadas en la consideracion del sistema
independiente de este matemdtico, la representacidn de todas las
unidades eomplejas por productos de- cierto mimero de wnidades
independientes, el modo de producir ftodas las wnidades posibles,
por medio de lo que llama wunidades fundamentales, ol ~estudio
que hace de los periodos de las rafces de la ecuacion

oot ,..a/=1=0,

estableciendo su correspondencia con las raices de congruencias
andlogas, el calculo de los periodos de éstas y la  conclusién de
que: toda funcion racional y entera de los j)r’/w(lm puede represen-
tarse como funcion lineal de los mismos.

Pero entre todas las investigaciones de Kummer, la ‘que
constituye su més importante descubrimiento en la ciencia de
los numeros es la de los factores primos ideales, pues cuando un
ntmero primo ¢ no admite descomposicién en ¢ factores conju-
gados 6 no puede ser representado como norma de un ndmero

— —+ gk

=T d

Svssd el

y entonces se ve conducido 4

LAEL T

complejo. que contiene periodos de f términos, concluye este

matemético, que no se podrd aislar ya un factor primo de un
numero complejo £ (=) satlsfauendo entre otras coudlclones a la

signiente;

; flo)=o(mddyq), e

este nuevo concepto de la c1encm
es decir, 4 la admisién de factores que no subsisten por si, pero
que tienen una existencia efectiva combinados con otros factores

del numero complejo en que se halla contenido; y asf un numero '

complejo, al satisfacer ciertas condiciones, aunque no pueda

descomponerse en factores complejos puede considerarse todavia

como compuesto, 4 la manera que en Geometria se sigae congi-
biendo la recta que pase por los puntos de interseccion de dos
circunferencias, aunque éstos hayan dejado de existir, pues en
en osta ciencia, como en la teorfa de los nimeros, existen propie-
dades permanentes y accidentales, cuyas analogfas hace resaltar
Kummer, que establece en su nueva doctrinalas reglas del cdleulo
de los nimeros ideales anglogas 4 las de los existentes, la iden-
tidad de los factores ideales y de los numeros primos de la Arit-
mética, la existencia de un numero finito de factores ideales que
combinados con un nimero finito de numeros ideales los con-
vierten en existentes, y en fin, para terminar, la_distribucion en
clages de los numeros complejos ideales, pues establece que todos
los miimeros complejos ideales que dan productos cistentes cuando se
les mudtiplica por wn nimero ideal son equivalentes, y en esta clasi-
ficacion los numeros existentes constituyen la clase principal
resultando siempre en nimero finito y completamente determi-
nadas las clases en que se distribuyen todos los nimeros ideales,
siendo esta teorfa de la composicion de los niimeros ideales

_andloga, segun la expresion de Kummer, ala de las combina-

ciones quimicas, pues considera 4 los ntimeros complo]oq ideales

como comparables con los radicales hipotéticos que no ) existiendo

en si, existen en las combinaciones.

Antes de terminar esta expoqmlon de Tlos descubrimiontos
referentes 4 la teoria de los ntmeros con los resultados debidos
a Dedekind, citaremos los expuestos por Servet acerca de las
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propiedades de las funciones enteras de una variable relativas 4 -

un moédulo primo 6 potencia de un nimero primo que reprodu-

cen, bajo un punto de vista mds general, las propiedades ante-
riormente enumeradas respecto 4 los. niimeros; paes, en' efecto,.
la descomposicion de una fancién entera en factores irreducibles. .

segiin un;médulo primo, su reduccion respocto al mismo y res:

pecto 4 una Iuncmn irreducible, la determinacion del nimero de -
las funciones enteras 11'1educlbles de cierto grado, su clasificacion |

con I‘Gl‘lCIOD & un numero pl‘lll’]O W ademds con relacion 4 ana

funcién irreducible ¢ funcion modular constituyen el asunto de,

dos importantes Memorias publicadas por este matemético.
Respecto 4 Dedekind, nos bastard exponer el concepto. de lo

que 6l llama un ideal que sustituye al de los ntimeros ideales de

Kummer, pues su Teoria de los mimeroe alyébricos es una intere-

sante sintesis relativa 4 esta rama de la ciencia basada en aquél:, . .

Definiendo el nimero a]%brlco como en las teorias de Dirichlet Y

Kummer, se representa por Q el conjunto de todos los nimeros

de la forma _
¢ () =wyta, 0z, 024, ot

4 que denomina wn cuerpo finito de grado n 'y distingue en éste dos
grandes clases, 4 saber: niimeros enteros cuyo conjunto designa

por 0V y niimeros fraccionarios, proponiéndose establecer las leyes

generales dela divisibilidad que rigen dicho sistema O, que, en par
ticular, cuando n=1 se-confunde con el sistema de los numeros

racionales, y cuando n=2y 8=/ "1 con el de los numeros com- .

plejos. Esto sentado, al conjunto (¥ de los ntimeros « del domi-

nio O divisibles por un numero ideal determinado, llama un idedd,

de manera que & todo nimero ideal determinado corresponde

un ideal, siendo los nimeros existentes un caso delos ideales.

A un sistema (U de nimeros reales ¢ complejos, llama md-
dulo, cuando todas las sumas y «diferencias de log lnlSlllOS per-

tenecen 4 (1. Asi, para un nimero 5, todos los nimeros: a-{-o

e e

L TR TR RS

— Y =
2, 5-bbyul D—=D, D=2 5,0 en general, todos los ntimeros ‘de ld
tmma rD, que deﬂgua por [OJ pmteue(fen al modulo 0, y un

méduto - (¥ serd divisible’ por un niédulo b cuando’ todos los
niineros del primero se hallen contenidos en el segundo; asi,
el modulo correspondiente & los numeros « 20 sera divisible por
el ‘mddulo correspondiente & los numeros x . (Considerando
ahora el objeto capital de Dedekind, vemos que por umg suce-
siva graduacion pasa del’examen de los nimeros racionales ente-
rog 4 los nimeros complejos de Gauss que como aquéllos poseen
la propiedad de reproducirse por adicién , sustraccion y multi-
plicacién y' de conducir por un ntmero finito de divisiones d la
obtencion del mdximo comun divisor, siendo también aplicable
4 este cago el teorema fundamental de la divisibilidad consis-
tente en la propiedad de no dividir un nimero primo & un pro-
ducto si no divide por lo menos 4 uno de sus factores, que im- |
plica wna sola descomposicion de wn, niimero en factores primos, y & b}
estos resultados obtenidos por Dirichet, agrega Dedekind los eo-
rrespondientes 4 otros dominios numéricos, eomo.el de los n.ume-
ros w=x--y {/ —b, pues si 0 esraiz de una delas cinco ecuaciones

02404 1=0, B4042=0, 24220, (2—2=0, 0*~3=0,

dichas propiedades pertenecen 4 todos los nuinieros x40y, en
los que @ ¢é y son valores racionales y enteros; pero esto no se
verifica si § os raiz de la ecuacion 82 5b=0. En el caso actuallos

nimeros del dominio & considerados, si bien se reproducen por
adicion, sustraccion y multiplica'cién, en cuanto 4 la otra D10
piedad ofrecen el notable fenémeno de admitir, cuando son com-
puestos, diversas descompo«lcmnes en factores simples 6 no
susceptibles de descomposicién. Y en efecto, con&derando los
nameros  a=2, b=3, ¢="1, ¢,—=2-439,,=2—-38, d, —1-18, dy=
wl 8 ;=314 (’)_3—03 otros hasta quince, que aqui omiti-
mos; no sasceptibles de descomposicitn, observa Dedekind que
admiten entre 'sus productos .mla,uones como las siguientes:

3 s ]2 1 ol Y PR s =—p. 2 0]
ab=didy; Vr=b by, aby=d?, ac=ee, *=cc,, ac,=e’; ete
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en 1as1que.a se halla representado un mismo numero . de dos ma.
neras distintas en productos de factores simples y de las é'un;a-
1'93\.1]@1 que un numero simple puede dividir 4 ,un 'pn"(ﬂitiét 3
dividir 4 ninguno de los factores, es decir, que tales f’-.J.c't‘orQ i
poseen la propiedad caracteristica del nimero ‘primo el; la te : nO
de los niimeros racionales, Ademis, deduciéndose de las ‘_1901_1“
nes anteriores otras como las siguientes: L

=200t IR (/ ! o = 3 1
\ b) 1———I.d}11 (I L@ 15 == "o'2 “or 1
oL —" y I h 2, a i.L o y €. ;J~ A 5 etc,
)= ‘JI’J Fl, 1 : = : = 3 Pz 1 c.
=21, Pgy Di—th-314 Z) 1 Bs 5 ‘s k ¢ 2 =
? 3. 8 ( } P17, 9 P25 C lU ‘v’ 24 ( l.l I’ ) etC.

6sisel e i
) 18ce p=y —17. a=2", se llega 4 obtener los quince nime-
ros considerados por Dedekind Gt

2 -
=—=02 b=3, %9 (=~ oo
3 31 02210 YRS D) o2 X
e a5 by =i, bf"ljz ) ‘1:‘"."127 Co—"zqa.. )
9=

por medio c 1 o | k
ISEI. ! ‘Cdllo de los cinco o, 8, 8, , Yi, Yo, los cuales, 4 pesar do
er simples, resultan en todas las cuestiones de divisibilidad re-
o % :

tufas al dominio 0 como si fuesen compuestos. Y con estos
preliminares sélo diremos, para no exténder més de lo conve-

nl’(:nt.e estas indicaciones, que, respecto 4 las funciones de los
n | 5 b . . . g
umeros 2, 3 y 7 en dicho dominio, el primero aparece ¢omo si

[‘ e] ,l [ ] /4 s = [ l l
aera cuaqraao de un numero [ rimmo 1deat « e m I :
1 T D e 3 C anera que

wn niimero o del dowminio ¥ es divisible por la n¥™ potencia o de
Ui nfimem primo ideal o cuando w* sea divisible por 2 en cumb
al n}un@rO 3y siendo B,y 8, diferentes de o, y 116 ’(’) 17 —tx 8
segiin las relaciones arriba deducidas, 1—6 ¢ ,—ux 5 f_de Hll-{
ecuacion 2. 3=(14-9) (1—0) resultan 16 y 18 r;spe'c‘tig'v"am'ent-
te: como si fueran los productos de « por 8, y de « por £, , conelu
yencljose lo mismo en cuanto al 7y 4 los 11L'1umeros idez;lze,s ».
1*:11 fin, proponiéndose Dedekind reemplazar el 1j1i1nel'gl 1):1;11
de Kummer, tan sélo definido como divisor de numeros exis-

tentes v del domini : i i

: ; minio ¥, por un sustantivo existente en realidad, y
o i’ SR e

Juzgando poco sencillo ¢l procedimiento de Galois, que consiste

en adjuntar al dominio 0 numeros algebraicos existentes, pero
b

(OIS TS o Seviens

seifee
o comprendidog ‘e’ éste, pues conduce 4 sustituir dicho ‘domi-

nio por otro 0 mds complicado, procede 4 fundar la teorfa de

la divisibilidad en su nocién del ideal, y esto es lo que realiza
en el resto de su trabajo, que constituye una sintesis notable de

la teoria de los numeros.

8. 2.0—@eneracion del-concepto de continuidad.

£l descubrimiento de los logaritmos por Neper, basado en
la consideracion de dos movimientos simultineos, el correspon-
diente 4 los logaritmos uniforme y el correspondiente & los nu-
meros respectivos acelerado, constituye ol primer ejemplo nota-
ble que la historia del Andlisis matematico nos ofrece; donde se
halla el concepto de continuidad como medio de generacién de
la cantidad, pues este geometra, por el empleo de suficiente
nimero de medios proporcionales, consigue asimilar el movi-
miento acelerado & un movimiento uniforme en un intervalo
suficientemente pequerio y legar & determinar sus logaritmos
valiéndose de sucesivas extracciones de raices cuadradas:

Otro ejemplo interesante ofrece Wallis en su Avrithmetica in-
finitorum, donde se halla aplicado el concepto de continuidad,

~con su serie infinita
8 24 =48

o 46688
R e e R e
B nhETsl 2D ) 25 49

v 4 este descubrimiento va unido el de la expre-

cuyo limite es =,
sion de Brounlker, que origind la teoria de lag fracciones continuas

4
Yy — 1
¥ ‘2;‘“‘“9
oy 1220
24 ete. -

Poco después Mercator da i conocer sus series
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publicadas en su Loyarithimotechnia, que le permiten caleular las
ar'eas lnperbéhpas, cuando z es menor que.1, y 4 los descubri-
mientos de este matemdtico siguen el método de las fluxiones de

‘Newton, fundado, como el de Neper, en la consideracion de dos

movimientos simultdneos, y el de los infinitamente pequerios de
Leibnitz; perc con el fin de no rebasar los limites del Algebra 4
que debemos circunscribirnos, pasaremos 4 indicar la evoluci({nk
de esta ciencia, que principia & manifestarse en las investigaciol-‘

nes de Harriot sobre la naturaleza y formacién de las ecuaciones, ..

asunto que ya bosquejé Vieta. La composicion de las ecuaciones
que efectuaba multiplicando las diferencias entre cada rafz v la
mgégnita, la inmediata consecuencia de que el nimero de 1'8:/1'068
es igual al grado de una ecuacién, el modo de formarse los cocfi-
cientes con las rafces y la conclusién de que si las raices son
'enteras deben dividir al ultimo. término, constituyen  los mds
lmportantes descubrimientos de aquel geémetra.

La propiedad de ser el dltimo término de una ecuacién.de
forma entera, con su. primer coeficiente igual 4 la unidad el
producto de todas sus rafces, es origen de nuevos descubrimien-
tos, pues la idea de evitar las numerosas comprobaciones nece-
sarias en el caso de admitir el dltimo término muchos factores
c‘onduce 4 los resultados obtenidos por Beaune, Newton, Maclau-’
rin y Schooten, relativos 4 los limites de las raices. Respécto 4
las 1'a1’c.es Irracionales, ya Lagni en 1712 emplea el procedimiento
de_ sustituciones sucesivas de los numeros 1, 2,3,..... para deter
ninar h’fnites entre los que se hallen comprendidas y. respecto 4
las imaginarias, Gedua en 1741, amplifica las investigaciones de
Newton y Stirling, pues ‘con auxilio de la representacion grifica
d'e las ecuaciones, segiin el método cartesiano y-alterando conve:
nlentemente el valor.del término conocido, lo: que e’quivale 4
transportar el eje de la curya 6 de las z, }’)aralélmnehte, e modo
de cortar 6 no cortar sus diversas sinuosidades le sirve de itidicio
para obtener resultados importantes acerca de las raices que

- pasan a ser 1maginarias. Estas y otras investigaciones de Segner

relativas 4 la construccion. con la regla y el qompﬁ.s de las orde-
nadas correspondientes 4 cada abscisa, conducen 4 la considera:

e
Gion'de 108 niimos s mtiimos, & la de la existeticia de una rafz
rerl elitre dos nimeros que corresponden 4 ordenadas de signo
contrario, 'y én fin, recordaremos para terminar este género de
descabrimientos | 1a representacion de las ‘ecuaciones “ de grado
par “por und eurva parabélica cuyas do§ ramas s¢" extienden
hacia el'mismo lado del eje para valores suficientemente grandes

de 2y 1a ‘consecuencia de que toda ecuacion de grado impar’

tishe necesariamente una raiz real de signo contrario al del ulti-
mio término representada por la desviacion de las dos ramas de
la‘curva 4 lados distintos del eje.

Bstas tentativas, cuyo exclusivo objeto era obtener medios
dé resolver las ecnaciones que ofrecfan dificultades 4 ser resueltas
como resolvieran Cardan y Ferrari las de tercero y cuarto grado,
conducen paulatinamente 4 estudiar las funciones en su estruc-
tura ¢ composicion, ast como en su manera de variar. x

El nombre de Lagrange revela la transicién de un perfodo de
la ciencia 4 otro, pues 4 la par que tan extraordinario geémetra |
resume, sintetiza y discute con elevada critica la ciencia de los
pasados siglos, la engrandece con notables descubrimientos en
sus diferentes ramas, donde deja indelebles huellas de su genio y
ofrece un nuevo nicleo 4 la ciencia que podemos llamar con-
tempordnea. ‘ : ' ' :

Su proposito de sustituir al concepto de los infinitamente po-
queiios de Leibnitz el de las derivadas, y fundar la teorfu de las
fanciones en su desarrollo segin la serie de Taylor y la covside-
racion del resto, si o ha tenido el éxito que se propusiera en su

Théorvie des fonctions analytiques, pues la admision de” dicho des-
arrollo, mds bien que la base del Analisis debe’ considerarse como
una consectiencia’ sujeta 4 ‘numerosas restricciones que ‘exige
ser establecida con rigor,” ha sefialado nuevos modos ‘de proce-
der que hoy seutilizan para las investigaciones y exposicion del
Andlisis ‘matemitico. Tios progresos que realizé en la teorfa de
las diferencias con st método de iiiterpolacion y didndole una
organizacion definitiva, influyeron  considerablemente en el AL
gebra; pues tal modo de proceder para determinar ¢ aproximar
los valores de las raices, constituye un algoritmo’ regular que
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aventaja 4 otros procedimientos de tanteo; En fin,/su nuevo mé-

todo de separacion y determinacion de la naturaleza deé las arajeess
madiante el empleode la ecuacion del cuadrado de-las diferencias:
de éstas y el de aproximacion de los valores de las inconmensus:

rables por-medio de las fracciones continuas, dannuevo cardcter’”
de rigor 4 dicha teorfa .que hasta entonces se hallara en estado:

rudimentario 4 pesar de tantas y tan continuadas tentativas. |

No nos detendremos en el descubrimiento de Fourier y Bus

dan que se reduce & un nuevo método cuyo fundamento se halla

en el teorema conocido con el nombre de este segundo ma-:
temdtico 4 quien corresponde la prioridad (1811), si bien'el pri:
mero lo dedujo entre sus varias investigaciones, métotlo, que-

basado en la formacion de las derivadas de drdsnes sucesivos,

ofrece un inconvenienie andlogo al teorema de Descartes por:
conduecir & indicar la posibilidad mds bien que la existencia;:

pero cuando Sturm, sustituyendo 4 las funciones derivadas; las
que se conocen con su nombre, lleva la teoria de las ecuaciones

numéricas 4 un alto grado de perfeccion, al menos, bajo ‘el pun:

to de vista ideal, ya que no bajoel de la ficil realizacién del pro-
blema, puede coneluirse con rigor el nimero de raices reales
que existen entre dos limites cualesquiera; y caando Canchy

extiende este resultado 4 las raices imaginarias al enunciar y-de-:

mostrar su fundamental teorema relativo al numero de raices
reales ¢ imaginarias contenidas en el interior de un contorno,

llega la resolucién del problema & su grado mas perfecto; y siv

bien la demostracion primera basada en su nuevo cdleulo de los
residuos y en consideraciones del andlisis infinitisimal .y conte-

nida en su Memoria Sur les rapports qui-existent entre le caleul des:
résidus, et le calenl des limites, ete., presentada 4 la Academia de:

Tuarin, (1851), excede de los limites del Algebra, la publicada ‘en
ol tomo XXV del Jowrnal de U'Eeole Polytechnique fundada en' el
cileulo de‘indices de Jas funciones, es mds elemental y las:de
Sturm, Liouville y el abate Moigné contenidas en los tomos I
v V.. del \Jowrnal de mathématiques: pures;! etesy son una nueva

sxmphﬁcamon que las hace adecuadas ‘para figurarien'los trata-

des elementales de la ciencia algebraica,

R s

Y mose reduce & tan importante principio de la'teoria de lag”

ecuaciones tododo que debela ciencia matemitica 4 Cauchy, pues
universal'en sus descubrimientos, acrece por igual las diferentes
ramas de aquélla, siendo casi imposible examinar uno de sus
descubrimientos sin evocar otros varics con ‘el mismo dntimas
menterelacionados, y esto puede observarse al fratar do resuniir
lo que se debe 4 su inventiva respecto & la-resolucién de lag
eeuaciones.

[En sa Mémoire sur La vésolution des équations numériques (1829),
ademas de establecer ‘el teorema de D’Alembert” 4 cuya’ demos-
tracion tamhién se consagré Legendre en su' Théorie des nombres,
sinvdejar de recurrir un instante al modo de variacién continua

y simultdnea de los modulos de la-funcién algébrica entera pro--

puesta y de las variables, llega no sélo 4 conseguir su proposito,

sino-d-exponer un nuevo método de obtencion de las rajees por:

medio de una serie sucesiva de valores z,, z,,..... aproximados
del limite 2 hacia el cunal convergen, mientras el polinomio co-
rrespondiente se aproxima indefinidamente 4 cero, 4 la manera
del procedimiento newloniano. Este método, que expone también
con nuevo desarrollo en su Mémoire sur la théorie des quantités
géométriques; estriba en la disminucién sucesiva del mddulo R
correspondiente al primer miembro de una ecuaciéon

7:(/‘—}—7;3—}— ..... +hzr=0

para valores sucesivos de 2, admitiendo Caucliy ‘como método de

resolucion todo- procedimiento que permita ‘designar 4 una va:

riable z de una funcién entera Z un valoral cual corresponda

un 'modulo R de ésta sensiblemente inferior al'médulo del térmis:

no constante ‘@ ue se obtiene haciendo' 2=0; ¥ su método le
conduce & las demostraciones dadas por Argand ‘en el tomo VI

de-los Anwales' de: Mathématiques de (m r/omm y por Legendr '

ensu Théorie des nombres:: {0101

Lia teorfal dedacontinuidad wleatiza un alto grado dé perfde-”

cion y:desarrollo-bajos lavinflusncia de Cauchy , cuyos-trabajos
versan eprincipalmente sobre este concepto  del ‘Andlisis ' quie
constituye el cardeter mds esencial de” las funciones. Partiendo

s



|

»

— 16 =

de su definicién de las funciones contimias dada en”sa “Cowis -

&' Analyse alyébrique, segin la que una funeién es tal entrs fiii-
tes dados dela variable cuando entre los nismos conserva’ cons-
tantemente un valor finito y detérminado y cuando 4 un incre-
mento infinitamente pequetio de ésta corresponde otro tifinita-
mente *pequerio de aquélla, hace importantes descubrimientos
sobrs la teorfa de las series cuya convergencia funda en la'dela
continuidad; aplicindola 4 la resolucion de las ecuaciones algu
braicas y transcendentes. 3

Fija con especial cuidado el cardcter de convergencia de Tas
series hasta él no tenido en cuenta como se debiera, originando
entre sus antecesores tal descuido consecfiencias erréneas 6 para-
dégicas, y-después de haber demostrado Abel que si una setie
ordenada, segtin las potencias crecientes de la variable, es con-
vergente para cierto modulo de ésta, lo serd para otro cualquiera
inferior, Cauchy lo establece y complotn demostrando & su vez:
1. Que si en una serie los diversos términos son f'uncmnea con-
tinuas de una variable, siendo ademds aquélla convergente para
valores de ésta comprendidos entre ciertos limites, la funcidr;
representada por la misma serd también continua en dicho intet-
valo. 2.° Que si dos series ordenadas segtin las potencias de una
rariable*son convergentes para cierto médulo de ésta y tienan
igual valor para todo médulo inferior, serdn idénticas, lo que
equivale 4 establecer la existencia de un sélo desarrollo de una
funecidon segin las potencias ascendentes de Ia variable.

Pero la proposicién fundamental que establece por primera
vez Cauchy en su-Memoria sobre el cédlculo de los limites, se
halla enunciada de la siguiente manera: Si » es una variable
real 6 imagindria, una funcién real ¢ imaginaria de x serd
desarrollable en serie convergente ordenada segin las potencias
ascendentes de 2z, mientras el médulo de dicha variable Gonserve
wn valor inferior & aquél por el cual la tuncion cesa’ de ser infi-
nita y continua; proposicion que conduce 4 ‘ld consideracion del,
ctrenlo de convergencia; 'y establece como condicion necesaria y
suficiente para el desarrollo de una fancion en‘serie ordenada,
segun las potencias enteras positivas y erecientes de la ‘vaviable,
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el que dicha funcién sea sindctica en toda la extension del circulo.
Ademés deberemos consignar la generahdad 4 que llega fijando
las condiciones de convergencia de la serie por medio de la cual
se desarrolla una funcion f (x, 7, 2....) de diversas variables
segiin las potencias ascendentes de estas, 4 saber, que sus mo-

dulos respectivos conserven valores inferiores 4 aquéllos para
los que la funcion permanece finita y continua.

Estos principios, expuestos en la Memoria presentada 4 la
Academia de Turin, son aplicados al desarrollo de las funciones
implicitas, quedando reducida también la ley de convergencia 4
la de continuidad, y respecto 4 esta cuestion nos limitaremos &
citar la importante conclusion siguiente, expuesta en sus Fwerci-
ces d " Analyse et de Physique mathématique :

Sea f(2, #)=0 una ecuacién cuyo primer miembro es un
polinomio entero en z y u de grado m con relacion 4 » que se
supone irreducible, 6 no susceptible de descomponerse en un
producto de polinomios enteros en 2 y w. Sise atribuye 4 2 cierto
valor, la ecuacion en u tiene m raices, y si el pardmetro 2 varia
de una manera continua, estas m raices también varian de una
manera continua, conclusién que resulta del teorema: Si pare
7=a la ecuacidn tiene n raices iquales d b, para un valor prézimo
de a tendrd n ratces proximas d b.

La teorfa de las funciones llamadas por Ampere interpolares
de los diferentes 6rdenes, es decir, las funciones £(a,b), f(a, b, ¢),...
definidas por las expresiones

1)— a,b)—f (a,c
OO g TEIT T
f-((l'"b’ c,‘{l)v; £, <, d)_f(af .5 Nt

l—a,

en las que a, b i deSIgnan una. serie de Va.lores atrlbuldos &
la variable z de una funcion f(z), sirven de base & Cauchy para
llegar & importantes- resultados, no sélo respecto & la resolucion
de las ecuaciones algebraicas y transcendentes, sino para el des-
arrollo de las funciones en series, pues en cuanto & e;sta segunda
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cuestion, las férmulas arriba escritas conducen 4 las siguientes;

£ (@)=F (6)4-(—a) £ (@),
f (@)=f (@ (r—a) (1, ) 4-(e—a) (=) f (a1, b, @)

® 8 480600 9% 00000000 00 00 e -0 :

f(@)=f (a)4-(x—a) f (a, b)-F-...4-(x—q) (.;c—b)...(x—h) fla, }),'..., h, ),

siendo la funcién interpolar f(a,b,....., h, x) de grado cero: res-

3 \ ; - 7 :
pecto & x, pues f'(z), f(a, ), f(a, b, @),....., segin las formulasg
fundamentales son respectivamente de grados n, n—1, n—2;

y asi se habrd obtenido el desarrollo de /() en una serie de tér-

minos proporcionales 4 productos de funciones lineales cuyos
grados respectivos son 0, 1, 2, 3,...., y ademds, sustituyendo
por @, b, c,....., Iy k, las expresiones

a, at+h, a-2h,.... a+m-—-1) 1, atnh,

y adgptando la notacién del céleulo de las diferencias finitas, se
convierte el anterior en el conocido desarrollo de una funcién por
med_io de sus diferencias, y estos resultades que se hallan esta-
blecidos en lq Memoria de Ampére, se completan en la de Cauchy
(Comptes rendus, ete., 1840) por la determinacién de los limites
de los restos que deben completar dichos desarrollos.

Bespecto 4 la resolucién de las ecuaciones, Cauchy consigue
aplicar los principios de la teoria de las funciones interpolares,
obteniendo los valores de sus raices con aproximaciones cada
vez mayores, & la manera del método de Newton (Comptes ren-
dus, 1840). Pero anteriormente & estos notables resultados, la
fecu.ndidad inagotable de tan extraordinario talento habia pro-
ducido otros-métodos basados en el concepto de continuidad,

cuyo espiritu debe siquiera ser conocido por todo el que desee

seguir la evolucién del Algebra, bajo el punto de vista, objeto de
qste articulo. Asf, pues, partiendo de que una raiz de una ecua-
ci6n no deja en general de ser funcién continua de un pardmetro
contenido en aquélla hasta que adquiere raices iguales;y con:

siderando los pardmetros correspondientes 4 raices comunes d -

una ecuacion y su derivada que distingue con la. denominacién
de prineipales , su definicion de la funcién continua le permite

% e s 0 708 0 46 s e e st e s . te et
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dedwcir que: toda ratz es desarrollable segin las potencias ascen-
dentes del pardmetro, mientras el médulo de st permanezca infe-
rior & los médulos de todos sus valores principales. Y estos princl-
pios le conducen & obtener varios métodos para la resolucion de
ecuaciones de todos los grados (Hatrait d'une lettre a M. Coriolis
O. R. 1837). Asi, como primer ejemplo, al establecer que las
raices de una ecuacion de grado cualquiera son todas desarrolla-
blés segiin las potencias ascendentes 6 descendentes y fraccio-
narias del dltimo término , segin que éste es inferior 6 superior
4 los médulos de todos sus valores principales, observa que
cuando esto no sucede, la ecuacién podra descomponerse en otras
cuyos cocficientes sean desarrollables segin las potencias ascen-
dentes 6 descendentes del término de que se trata.

Este método, basado en la descomposicion de las ecuacio-
nes, por el que, por ejemplo, la resolucion de una de 5.0 grado
se reduce 4 la de dos de 2., adquiere mayor grado de sencillez,
al elegir Cauchy como ecuaciones auxiliares las binomias; pues
si F'(z)=0 es una ecuacién de grado n en la que el coeficiente
de 2 se reduce 4 la unidad, siendo F' (x) una funcién real, y las
raices desconocidas, podrén determinarse las de la ecuacion
auxiliar F'(z)=Fk, siempre que la constante % tenga un moédulo
superior & todos sus valores principales; y para pasar de esta
ecuacion 4 la propuesta, bastard hacer variar un nuevo paré-
metro entre los limites i=0, i=/ en la nueva ecuacion F (z)=,h—i.

Esto sentado, la hipétesis de que la relacion = permanezca real

y positiva en dicho intervalo le conduce & varios teoremas que
dan la resolucion de la ecuacion propuesta, expresando el des-
arrollo en serie de las raices de la ecuacion I (z)=k—i, cuan-

do _%-:1 o —;—< 1, y ademis la descomposicién de la propuesta

en otras cuatro que’ ofrecen respectivamente las rafces reales
para las que F' (x) es positiva 6 negativa, y las rafces imagina-
“rias en las que el coeficiente de {/—1 es positivo 6 negativo.

"Bl principio fundamental para el desarrollo de una funcién
en serie convergente segtin las potencias ascendentes de la va:
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riable (pdg. 16) y su proposicién relativa al desarrollo de una

raiz segun las de un pardmetro (pag. 19), son el punto de par-
tida para nuevas investigaciones que desenvuelven las anteriores
conclusiones y las expuestas en su Memoria presentada 4 la
Academia de Turin (Premicre lettre sur la détermination de toutes
les racines des équations C. R. 1837), y suponiendo el pardmetro
funcién de la variable x, observa que cada una de las rai:
ces. o, 6. v de la ccuacién F(x)=0 serd generalmente des-
arrollable segun las potencias de ¢ para valores muy pequefios

“de éste, asi como las sumas de aquéllas y las de sus potencias
de grado cualquiera. Al aumentar sucesivamente el médulo de ¢,

dos 6 varias raices, por ejemplo, «y 8, 6 o, 8y v,..... se hacen
iguales para cierto valor del mismo, y 4 partir de este instante,
las raices o, 6.6 o, &, v,..... dejardn de ser funciones continuag
de ¢ y desarrollables separadamente segin las potencias ascen-
dentes de ¢; pero la suma de estas raices ¢ la de sus potencias
semejantes , no dejard de ser funcién continua de ¢ y desarro-
llable segtin sus potencias ascendentes, verificindose esto hasta
‘que por el crecimiento del médulo de ¢ una de las raices del
grupo («, €) 6 («, 6, y),..... llegue 4 ser ]<rual 4 una 6 varias de
las no comprendidas en el mismo. Entonces éstas y las que con
ellas podian ya agruparse formardn un nuevo grupo compuesto
de mds raices, cuya-suma, asi como las de sus potencias seme-

~ jantes, sea desarrollable en series, segin las potencias ascenden-

tes de . La determinacion del nimero de grupos de rafces para
cada valor determinado del médulo de ¢ y la descomposicién de
la ecuacién F(r)=0 en otras de las cuales cada una contenga
separadamente las rafces de cada grupo constituye un teorema,
que en seguida Cauchy se propone deducir de su Memorla ya
citada, con auxilio de representaciones geométricas, pues. ha-
ciendo 2=x-}-y ¢/ —1, y considerando las variables z 6 y como
susceptibles de represéntar dos coordenadas rectangulmes parte
de la ecuacién,

Iy

H (@-y / =1)4-¢ ¥ (w4-y y/=1)=0, Wty /=)

el s

en'las que Il y W designan funciones enteras de @, para cons-
truir las diversas curvas representadas por la ecuacién

Il (g /= 1)
W(wty y/=1) '
enla que 7'designa el médulo del pardmetro ¢, 1a cual para =0,
representa tantos puntos como rafces distintas hay en la
IH@+4y /=1)=0; pero creciendo 7', cada uno de éstos se reem-
plaza por una curva cerrada que se extiende sucesivamente, y
lag diferentes curvas permanecerdn independientes y aisladas
hasta que al adquirir 7 uno de sus valores principales, dos 6
varias curvas se reunan en un punto multiple, para reducirse en
seguida 4 una curva. También puede suceder que una de. estas
se encuentre ella misma en cierto punto, 6 que dos verifiquen
esto en dos puntos distintos para transformarse en dos de especie
diferente, de manera que la una se dilate y la otra se contraiga
sucesivamente para valores crecientes de 7 6 curvas de primera
y segunda especie, subsistiendo sol‘lmente cuando 7" se haga in-
finitamente pequefio, las de primera especie cuyos perfmetros
se extienden 4 distancias muy pequefias de los puntos correspon-
dientes 4 la ecuacion U(z—y /—1)=0, cuando la funcionll (z) es
de grado superior al de W(z)=0; y al contrario, cuando 7' sea infi-
nitamente grande g6lo subsistirdn las curvas de segunda especie,
cuyos perimetros se extenderdn 4 muy pequefias distancias de
los puntos representados por la ecuacion W(z)=0. En fin, para
un valor cualqulera del médulo 7' el numern de curvas de pri-
mera especie, 6 al menos el de las que no se hallarén totalmente
envueltas por otras de la misma especie, serd precisamente el
ntmero de grupos de rafces mencionadas en ‘el teorema de que
se trata. ‘
Después de hallar ‘el ‘medio de descomponer la ecuacion
I ()t W(2)=0 en otras particulares cuyo numero sea igual‘al
ntmero de grupos de raices 4 que se refiere el teorema mencio®
nado, y sin seguir 4 Cauchy en sus prolijas investigaciones sobre
la resolucién de las ecuaciones, cuyo cardcter acabamos de dise-
fiar, citaremos un nuevo método que funda en el siguiente

T—mod



= dg =

teorema: Si f(x) y F (x) son dos funciones positivas para X=4a qué
permancecen finitas y continuas entre los limites x=a, x=b, siendo
constantemente en este intervalo f(x) <<F (x). Si la segzmda de las
ecuaciones f(x)=0, F (x)=0 ofrece una ¢ varias raices reales com-
prendidas entre dichos limites y ¢ es la ratz mds préxzima de a, la
ecuacion I (x)=0 contendrd una & varias ralces reales comprendi-
das entre a y ¢, método quele sirve para desenvolver el ya citado,
con el auxilio de las funciones interpolares.

Posteriores 4 los descubrimientos de Cauchy deberemos de
citar dos importantes métodos debidos & Sylvester y Hermite y
otro méds excelente por la amplitud de sus resultados que descu-
brié el matemético Griiffe y perfecciond el astronomo Encke.

El descubrimiento de Sylvester se reduce 4 la obtencién de.

unas funciones que difieren de las de Sturm por ciertos factores
esencialmente positivos, los cuales pueden suprimirse, dedu-
ciendo de su consideracion un método para obtener las rafces
imaginarias de una ecuacién. Hermite también llega 4 este resul-
tado funddndose en las propiedades de las funciones homogéneas,
pues siendo a, b,.... las raices de una ecuacion F(z)=0, y su-
puesta la funcion homogénea

1

= =7 (wot-ayx - .-am =1z, )2+ b_—l_t(.co—}—b.rl—}—)*—{—
en la cual ¢ expresa una indeterminada, si por una sustitucion
lineal se reduce / 4 una suma de cuadrados, de funciones linea-
les reales, el nimero de cuadrados que tengan coeficientes posi-
tivos serd igual al niimero de pares de rafces imaginarias de la
ecuacién propuesta, conforme al enunciado de un teorema de
dicho matemético, que comprende como uno de sus corolarios
al de Sturm, y es el fundamento del método de Hermite.

El método de Griiffe, que se aplica 4 la obtencién de toda
clase de rafces, aventajando 4 los anteriores por la preciosa con-
dicién de una b1e"edad considerablemente mayor, se funda en
la idea de sustituir la ecuacién propuesta

2" 4[a] a"1H[a bl a—24-..... F[abec..... 1]=0

Pl T (e
en la cual los coeficientes designan las sumas de las n rafces
@, b,....., las de_sus productos binarios, ternarios,..... otra ecua-
cion auxiliar

pr L fam]arstfonbmlar 2o, - [ambminn I 1=00

cuyas raices son potencias del grado i de Ias de la propuesta,
y que tiende 4 confundirse con la siguiente

" _I__ am g1 + am hm pn—2 + _____ + ambm,, .. Im =() :

en el supuesto de ser m muy grande y a>> 0>>c¢....>> [, pues de-
duciéndose inmediatamente que

b e ..., n-—1
1 ,
am 1+mh

resulta que la suma m --¢” ... tiende 4 hacerse despreciable
respecto de am cuando m crece de una manera suficiente, que-
dando, desde este momento, el coeficiente [a™ ] reducido al ¢ con
un error sumamente pequefio, y de la misma manera los[a” b"l]
[@nbm¢n]..... & ambm, amb”c,..... Asi, pues, establecido el prin-
cipio en que el método estriba, lo esencial del mismo se reduce
al transito de una & otra de las ecuaciones consideradas, segin
so expresa en los trabajos de Griffe y de Encle.

§ 8.0—Generacion del concepto de cualidad y del Algebra geométricas

La cualidad en el Algebra abstracta.—Las cantidades nega-
tivas para cuyo céleulo establecid Descartes las reglas, y las
imaginarias que ya preocupaban & Cardan y Bombelli, aun para
Jos mateméticos de la época de Laplace aparecian envueltas en
cierta oscuridad, y este eminente gedmetra considera el transito
de lo positivo 4 lo negativo y de lore eal 4 lo imaginario s6lo como
un medio de inyestigacion semejante d la induccién y la ana-
logw. que necesitaba ser confirmado por demostraciones directas.

Cauchy en sus Fxercices mathématiques y en su Cours d’ Analyse
establece las reglas del cilculo de las cantidades y ecuaciones
imaginarias atribuyéndoles el cardcter de meros simbolos , defi-
niendo la expresidn simbdlica 6 el simbolo como toda combinacion



e O
de signos algebraicos que nada significa por s, & la cual se atii-
buye un valor diferente del que naturalmente debe tener, y las

ecuaciones simbdlicas como todas las que, tomadas al pie dela letra

éinterpretadas segtin las convenciones establecidas, son inexactas
6 no tienen significado; pero de las que pueden deducirse resul-
tados exactos, modificando 6 alterando segin reglas fijas, 6
dichas cantidades 6 las cantidades que contienen. Y asf una
ecuacion imaginaria es la representacion simbélica de dos ecua-
ciones entre cantidades reales.

Este modo de concebir que resiringia considerablemente y
relegaba & un lugar muy secundario el inmenso dominio que com-
prende las cantidades hoy llamadas complejas, es sustituido por
otro méds amplio y fecando en resultados, que ha excitado sin
interrupcién la actividad de los gedmetras durante el siglo actual,
revistiendo 4 la ciencia matematica de un nuevo carcter que la
distingue profundamente de la que nos legaren los matemdticos
de los pasados siglos. : .

La cualidad en el Algebra geométrica,—Sibien se cita al pru-
siano Kiihn como el que en 1750 (Medit. de quantit. imagin., etc.)
realiz6 la primera tentativa de representacién geométrica de las
cantidades por entonces, y aun actualmente, sin duda por cos-

- tumbre inveterada, conocidas con la denominacién de nnagina-
rias, realmente el verdadero origen de esta nueva evolucién
cientifica lo hallamos en las Memorias publicadas por Bouée en
Inglaterra y Argand en Francia, que hacen corresponder la
perpendicularidad al sfmbolo y/—1, pues desde este momento
varios geémetras concurren 4 sistematizar este especial orden de
ideas, que constituye un nuevo cdleulo en el cual el concepto de
magnitud absoluta se une al de direccién ; Francois un poco mas
tarde concurre al mismo fin, estableciendo su notacion a,=a.1,,
hoy empleada, y llega 4 la consideracion de los. arcos de cireun-

ferencia imaginarios como logaritmos, expresada por la ecuacién
simbolica

?‘/rl:: log (y/=1).

A los trabajos de Argand y Bouée suceden los de Mourey

lomE
y Warrenen 1828; el ‘primero se propone estab1ecc-ar una .Alg'(:”-
bra: directiva, y- suple’ el signo radical con un indice de m(?h-
nacién ~que “denomina wversor, el segundo discute con e_spemal
cuidado las raices de la unidad, constituyendo un 'traba.]o mz’xg
completor Faure, basdndose en la consideracion simultdnea de
la velocidad giratoria de las magnitudes dirigidas 'y de sus poten-
cias, establece el modo de distribucién de las rafces alrededor
de un punto y la divisién de un plano en fajas para: representar
la simultdnea generacion de una de éstas y del plano Dok el
exponente de una funcién y por ésta, pues si en la eXpresion

en-}«x\/——l — < et \/ -1

el segundo factor corresponde 4 una unidad giratoria al variar 2,
el primero puede considerarse como el mddulo, dando el u‘no.la
direccidn y el otro la longitud de'la funcién, y estas dos variacio-
nes combinadas hacen recorrer 4 la extremidad de la exponen-
cial todo el plano, mientras el exponente adquiere un incre-
mento 2= que necesita para recorrer cada faja. S
Sin omitir 4 Gauss, que representa por puntos l.a;var%a-
ble #-4-i y en su obra Zur theorie der complexen zahlen , i 8 S.amt
Venant que publicé su Memoria sobre las sumas geoinetrlcas,
hallamos entre los geémetras cuyas investigaciones tienden &
constituir la teorfa del Algebra, segin nuestro actual punto de
vista, al autor de la obra Reflexions sur les principes fzmdmne';jbmju:v :
de la théorie des nombres, Poinsot, que concibe la existep‘ém de
una Algebra supérior fundada en la teorfa del orden y de la coMi-""
binacidn, propoviéndose establecer la distineion entre la magni-
tud 6 cantidad y el nimero, orden y situacion’ de las cosas, doble
objeto delas especulaciones matemdticas. : :
Poinsot observa en sus Recherches sur Uanalyse des sections
angulaires ‘que-la teoria de los dngulos no pertencce exclusi\'rw
mente 4 la Geometria;, puesto que es ademds una parte esencial
del Andlisis matemdtico, y estas entidades geométricas se pre-
sentan en Algebra de una manera tan natura} y .necesaria COINO
los exponentes 6 los logaritmos, pues si la lel.suSn de un Iloga-
ritmo en'partes iguales corresponde & la extraceién de la rafz de
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tna cantidad real, la misma operacién en un dngulo cor
ponde 4 la extraceién de la raiz de una cantidad imaginaria

= 3 13
1es de By ¢ .

su interesante obra Efudes Philosophiques ‘sur la'science du caleul
y su tratado” Des formes imaginaires, donde creyendo necesai;‘
h&}cer entrar en la expresion de las cantidades dos elementos f{
nimero abstracto y. lo que llama mddulo, 6 sea un tipo de,le
cantidad de que se trata con todas las cualidades que di, ends ;
de su naturaleza , de manera que si Oy y Uy, SON lOS ngmeli)i
de veces que un mddulo  debe repetirse para formar determi-

0L hy O [k, 00 L

h.ace vler que la divisién, y en general las expresiones fracciona-
1?.‘.’,}8 )(rl ;)s himeros concretos, tienen su interpretacion en la divi-
s16n del médulo cuando éste es una longitud, Y por consiguiente

sascsaptlble’de dividirse en cualquier nimero de partes iguales
¥ asi un nimero ’

adg+bdy+ch H-d),

expresadto en pies, pulgadas, lineas 'y puntos puede también
representarse por un sélo maéd i

: ulo correspondiente 4 la especi
superior, : A

A X X
3

Xyt b—te—2 4 g3

: 12 144 1728’
?fectuandose la divisién en el médulo yno-en el nimero confra

)
abcostllxml,)re que-nos hace mentalmente realizar la operaeion
30 dle el numero y. prescindir del - médulo. Y- respecto 4 las: eanti-
a o pasie - . & ]

1(;}3 gei léegzzlt.n{asle lmaginarias, el ‘médulo; que representa las

1tudes dirigidas: debe reeibir 1 i i6

: a: modificacién qu 3

S e que expresan

+, —, /=1, cos a4/ sen «,

de manera que, desarrollando las ideas de Poinsot , Vallés esta-

tess

10y
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hlecela necesidad de adoptar en Algebra, ademés del'sistema de
humeracion caantitativa, el ordinal representado por los' simbolos

cos o ¢/ —1 sen «, cos 2a-y/—1 sen 24,.....

o oL 20 — 22
cos —-1/=1 sen —, cos ——-/—1 sen' —,....
n n Lot Y

6 prescindiendo de la consideracién de la magnitud del nimero
cos 14 /—1 sen 1, cos 24 y/—1 sen 2,.....,

o8 decir, el conjunto delos numeros imaginarios que expresan el
orden, la situacién ¢ los diferentes modos de existencia de las
magnitudes. ‘

Esta serie de investigaciones que se acumulan durante la
primera mitad del siglo XIX llegan al punto culminante de su
desenvolvimiento cuando Cauchy después de haber expuesto en
su Cours d’ Analyse y en sus Résumés analytiques la teoria de las
cantidades imaginarias, considerando & éstas como sfmbolos,
Giee necesario tratarla segin otro punto de vista en su Mémoire
sur les quantités géométriques. Y ast, 4 la par que vemos 4 Fourier
dando numerosos ejemplos de discontinuidad de las funciones,
que ha contribuido 4 establecer la nocion moderna de la funcién
analitica y ofrecido con sus importantes investigaciones motivo
para ulteriores y fecundos resultados, hallamos & Cauchy como
el iniciador de una nueva evolucién que modifica profundamente
el cardcter y el aspecto general del Andlisis.

El objeto de la Memoria de Cauchy es sustituir la teorfa de
las cantidades imaginarias por las que denomina geométricas,
aprovechando los deseubrimientos de Argand, Frangois, Faure,
Mourey, Vallés'y Suint Venant. Y no sélo establece uni sistema

~de calealo basado en’ la representdcion de las mismas ‘bajo'la

forma 7, y la relacién vy =1,.r, empleando también las coorde-
nadas rectangulares; sino que establece una teorfa de las fun-
ciones que resulta como el nicleo de los trabajos de los gedme-
tras que le suceden durante el siglo actual.

Considerando los incrementos simultineos de la funcién y la
variable representados geométricamente, demuestra, como ya se
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indicé, el teorema de D’Alembert y el relativo ‘al ndmero'» de’
las rafces de una funcién entera de grado », mediante el empleo
de la ecuacion auxiliar que se obtiene cuando go reemplaza en la
propuesta cada término por su médualo; ademds, estableciendo
series sucesivas de valores de z que hagan disminuir indefinida-
mente el médulo 2 de la funcion, obtiens su procedimiento de
resolucién de las ecuaciones.

Citaremos tan s6lo sus Investigaciones sobre la cantidad geo-
métrica i=1., basadas en el examen simultdneo de dos puntos
4y B determinados por coordenadas polares 6 rectangulares'y
sus afijas respectivas 2 y Z, 6" segin su modo de expresarse:
la posicién de un punto en un plano puede hallarse completamente
determinada , no sélo por el sistema de dos coordenadas rectangu-
lares, sino también por su afija » de manera que la igualdad de dos
afijas Ueva consigo la coincidencia de los puntos correspondientes,
con la igualdad de sus abscisas ) ordenadas y distancias al polo.
No insistiremos en la exposiciéon de los desarrollos correspon-
dientes 4 las funciones trigonométricas basados en el empleo de

las cantidades geométricas y deducidos de férmulas como las
siguientes

1,==cosp-isen p, 1_,=cosp—isen Padeiv=5,1,6fc

ni en las series correspondientes 4 la exponencial trigonométrica

e, ni en la teorfa de los logaritmos que esiriba en férmulas
como estas

e)‘=e°‘+8":156“, A=l (r)pi, ete,

ni en las exponenciales cuyos exponentes y bases son cantidades
geométricas, ni en su exposicién relativa al argumento principal,
adoptando la denominacion de Bjorling de potencia principal,
pues todo esto constituye una sintesis amplificada de los descu-
brimientos de los geémetras anteriormente citados; pero si vamos
4indicar cémo sobre estos preliminares funda una doctrina
completamente suya que confribuyé de una manera eficaz 4
dar nuevo aspecto al andlisis matemdtico, sefialando los vastos
horizontes en que habia de desenvolverse esta rama de la ciencia

S 5L e

matemadtica. Esta doctrina es su teoria de las funciones de las
cantidades geomdtiicas.. - 1030] ‘ g

Si dejdandonos levar por la analogia, dice Cauchy, 9 eatienden
& las funciones de las cantidades geométricas las c?eﬁvmczone? gene:
ralmente adoptadas para las funciones de las canti(lad(is a'lgeb)"zcas,f
se llega d conclusiones singulares y muy legitimas que indicaré bre-
vemente. i -

Considerando, pues, como anteriormente hizo,; dos puntos
Ay Ben un plano, cuyas afijas sean las vangbles 2y la' fun-
cién Z de manera que laposicion del punto movil 4 determ_l'ne la
del B, se propone examinar las propiedades fle laslfu}]mones
que, 6 subsisten para todos los valores de la varla.ble, qsolo para
ciertos valores de ésta, es decir, entre dos limites @ y b sise
trata de funciones de variables reales, 6 para los valores Fle 2
que representan las afijas de puntos' encerrados en una drea
plana S limitada por cierto contorno, si se trata de una variable.
imaginaria. =

Dos circunstancias especiales de las funciones son los puntos
4 que se reducen las investigaciones de Cauchy, 4 sab?r: 2 E.l
caso en que, & un valor de la funcién corresp.onde'n varias deter-
minaciones de la funcién en ndmero finito 6 infinito, que deno-
mina tipos, como ocurre en las funciones explicitas

Z—=(1=z}*, Z=—(1-—"2},
. 7 S e e
correspondientes 4 la ecuacién Z2+422=1, ¢ en la funci6
=2k m=arc cos2,;

ot ; : e
correspondiente 4 la ecuacion cos Z=z. 1080
2.° El caso en que hay solucién de continuidad, como se

Sl
verifica en las funciones

y #—™ para =0, siendo m entero.

Y, sien un plano se construye una curva cuyas coordena(.lfxs
sean la variable real # y-una funcion y de ésta, cual.]do la funcién
de implicita pase & ser explicitd podrd estar. determma:da por va:
rias ramas, 6 estard determinada por el sistema de éstas. Y pa-
sando, en fin, al caso general de la funcién de una. variable
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imaginaria z=xz-}yi, Cauchy examina los casos de ser finito ¢
infinito el nimero de valores de z para los quela funcién sehace

discontinua, que son las afijas de todos los puntos situados en

ciertas lineas ¢ partes de lineas que denomina lineas de parada
(lignes d’arrét), como sucede para las funciones z*, /2 cuando
se/verifica que w = 6 <C0, =0, es decir, en toda la longitud
del eje polar, & partir desde el origen, siendo las extremidades
de dichas lineas los puntos de parada (points d’arrét). ‘

Bstas consideraciones conducen, en fin, 4 la distineion de
los puntos singulares, de las funciones monodromas, evédicas 'y mos
nogenas ‘que establece Cauchy como la base de la teoria moderna
de las funciones.

Expuestos los fundamentos de la teoria de las funciones;
que no es nuestro principal objeto, bastard que consignemos
brevemente cémo ha llegado al grado de su actual desarrollo, y
diremos de Puiseux, que sus Recherches sur les fonctions algdbri-
ques se refieren casi exclusivamente al examen de la funcién %
dé una variable z definida por una ecuacion algébrica /(u, 2)=0,
que considera variando de una manera continua, principalmente
en la proximidad de puntos donde adquiere valores multiples.
Las propiedades que resultan segtn los diferentes caminos que
reeorre el punto correspondiente 4 la funcién, consistentes en
que la funcién vuelva 6 no 4 adquirir su valor inicial, y que
dependen de que el camino seguido por el punto Z pueda defor-
marse sin pasar 6 pasando por algin punto en que la fancién se
hace infinita ¢ raiz multiple de la ecuacién f(u, 2)=0; el exa-
men de sistemas circulares delos valores uy, u,,....1,, de la funcion
que se hacen iguales & un mismo valor 6 alrededor del punto
singular 4; la diversa manera de agruparse formando ciclos,
yen fin; la reducciéon de un camino cualquiera 4 otro formado
por contornos elementales, son los puntos mds notables por su
originalidad que deben ser citados. ;

Liouville y Hermite han concurrido con notables resultados
4 la constitucién de la teoria de las funciones, y para no ir de-
masiado lejos en este resumen histérico, bastara consignar la
representacion de la doble periodicidad que dié el primero de
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estos mateméaticos considerando el plano en que se verifican la
variacion de lafuncién-y la variable, dividido en paralelogramos
cuyoslados expresan por su longitud y direceién los dos periodos.

A estos progresos que realizan los matemdticos franceses se
unen los realizados por los alemanes, cuya primera tendencia
hacia la constitucion de esta exposicién de la teoria de lag fun-
ciones, con auxilio de representaciones geométricas, se halla en
la Disertacién inaugural de Riemann ,; que concurre al fin gene-
ral desarrollando los gérmenes existentes en las obras de Gauss
yoDirichlet, bastdndonos citar de tan importantes desarrollos
que hoy se hallan expuestos en las obras destinadas 4 la ense-
fianza de la juventud, su representacion geométrica de las fun-
ciones dependientes del camino recorrido por la variable me-
diante una superficie helizoidal, que en virtud de una deformacién
se reduce & un plano mutltiple, compuesto de cierto nimero de
hojas, llamado superficie de Riemann, siendo ademds el pie del
eje del helizoide lo que este geémetra llama punto de ramificacidn,
artificio que le permite reducir las funciones multiformes de
varios puntos de ramificacion al caso de las funciones uniformes
6 de una determinacion.

El impulso dado por Riemann se continda por Hankel, Du-
rege y Neumann principalmente, que desarrollan los puntos de
vista del maestro, y estos resultados se enlazan con los de los
matemdticos Weierstrass, Cantor, Bois-Reymond y otros que
hoy contribuyen al progreso cientifico; y sin analizar detallada-
mente tan multiples descubrimientos, que hoy se asocian para
constituir con amplitud y generalidad la teoria de las funciones;
tan ‘s6lo examinada en este trabajo por cuanto se ‘refiere al
Algebra, cuya ecircunscripcion hallamos dentro de tan vastos
dominios, citaremos varios trabajos, entre ellos laimportante Me-
moria sobre las funcionesdiscontinuas de M. Darboux, donde se
esclarece la cuestién acerca de la existencia de las derivadas de
las funciones continuas; cuya demostracién rigurosa habia en-
sayado Ampere, cuestion resuelta por Riemann en sentido ne-
gativo,y concurriendo & este fin, el sélo hecho de existir funcio-
nes continuas susceptibles de integraciéon, permite & M. Darboux



S,

demostrar la existencia de funciones continuas que 1o ‘tienen
derivadas, y la teoria de las series le conduce 4' formar directa:
mente una multitud de funciones de esta clase. Ciertas “particu:
laridades que pasan como evidentes y que exigen atento examen;
entre las cuales un ejemplo es la- existencia de funciones conti:
nuas 10 crecientes ni decrecientes en ningﬁn intervalo y la de
funciones discontinuas que no pueden variar de un valor 4 otro
sin pasar por todos los intermedios, se hallan examinadasien
esta Memoria. El teorema II, 4 saber, que: Dada una funciénf(z)
de z'finita’ y continua en el intervalo (z,, #,), cuando x varfa
desde z, hasta @, pasard por todos los valores comprendidos
entre f(x,) y f(#;), considerada antes como definicién, resulta,
pues, no ser caracteristica de las funciones continuas.

La existencia de funciones que tienden hacia un valor limite
cuando z se aproxima 4 un nuimero fijo ,, pero que para r=u,
tiene un valor diferente del valor limite, es otra circunstaneia
notable disefiada en tan importante trabajo. Y, en fin, el estudio
de la funcién bien determinada, 6 en la que, 4 cada valor dew
corresponde un valor tinico. La existencia entre dos lmites fijos
Ay B, de dos ntimeros M y m superior 6 igual ¢ inferior ¢ igual
respectivamente 4 los diversos valores de la funcién, 6 el uno
superior 4 M—e y el otro inferior 4 m-f-e, para un valor sufi-
cientemente pequetio de ¢, 6 sus limites mdximo y minimo, ast
como la diferencia M-—m, que segiin Riemann es la oscilacion de
la misma. El modo de obtener los resultados en intervalos subdi-
vididos indefinidamente , dentro de los cuales se analiza la varia-
cién y estructura interna de las funciones. Las series cuyos
términos son funciones continuas ¢ discontinuas de z, tratadas
por Heine y Cantor igualmente 6 wuniformemente (gleichmissig)
convergentes en un intervalo dado (@, 6). El examen del dominio de
un punto que hace M. Darboux corresponder & la denominacion
Umgebung expresando la porcién del plano en: que ciertos des-
arrollos en series de una funcién son convergentes, como ocurre
con el circulo de convergencia, son puntos cuyo enunciado basta
para formar idea, con la mayor brevedad posible, del trabajo
del ilustrado matemético francés.

Ay (e

Weierstrass, uno de los mds notables analistas contempord-
neos que han jintroducido innovaciones de consideracién en la
teorfa-de las funciones elipticas empleando notaciones preferibles
4 las que usaran sus predecesores, es uno de los matemdticos 4
quienes debe la teorfa de la continuidad el haber llegado al grado
de perfeccion actual, y por consiguiente, de las funciones, que
estriba en tan fundamental concepto. Citaremos: desde luego su
teorema: Una funcion I x, finita y continuna entre x4y X, llega, por
lo\menos una wvez ¢ su limite superior L.y d sulimite inferior 1
cuando x varta de x, ¢ X, en que M. Ossian Bonnet ha fundado
una nueva demostracion del teorema de Rolle; puesi si 'z es
upa funcién finita y continua desde z, hasta X, quetiene paracada
valor de # una derivada tnica, siendo ademés F z,=0, I' X=0,
cuando ['x es constante en un intervalo tan pequefio como se
quiera, entre z, y X, Iz es nula, quedando demostrado. el teo-
rema. Y cuando F'@ no es constante en ninguno de dichos inter-
valos, y tiene, por consiguiente, al menos un valor positivo (6 ne-
gativo) superior (6 inferior) & Fay=1F x=0, F'z llegard, segin
el teorema de Weiesstrass, 4 un limite F'§=L (67) diferente de
Fxyyde FX, que serd mayor (6 menor) que sus valores pro-
ximos, por ejemplo, mayor. Luego, para 7 suficientemente pe-
quefio, se tendrd F'§> F'(§==h), y entonces las relaciones

[F(E+)—FE]: by [F(E—=R—FE]:(—h)

serdn, la una negativa y la otra positiva; y ecomo deben tener
por hipétesis el mismo limite, & saber, F'§, resulta; en Ain,
que F'§=0.

Aunque ciertas nociones desenvueltas en las obras de Weiers-
ttass; Cantor, Tannery, Casorati y Bois-Reymond corresponden
naturalmente 4 la teoria de las funciones, creemos necesario
evocarlas, porque forman un ntcleo de verdades delas que se
desprenden como consecueneias; no pocas constitutivas del orga-
nismo algebraico. Weierstrass, en sus investigaciones sobre las
funciones 27 veces periddicas, expresa la propiedad de toda
funcién que posee las mismas propiedades y el mis3mo sistema



ey s,

de perfodos que una funcion £ (uy,....., 1) undvoca (eindeutig) 21 ve-
ces periodica , con el cardcter de una fancion racional para, todos
los valores finitos de las variables u,....., ., de ser expresable
e 1 . . a g \‘ a
racionalmente por medio de (r--1) funciones f;, a—fL, ..... afi y
u 19Uy

ligadas mediante una ecuacion algébrica, 6 bien q&e z‘odas las
funciones pertenccientes: ¢ una misma clase pueden determinarse ra-
cionalmente . por medio de una de ellas y de sus derivadas pa-rdzfdlcs
arriba indicadas; y cuando considera simultdneamente las varia.
bles; %, y.eior 0, €mplea, la denominacion punto en. el 'd'o{m'-nio
de 24,00y %y para designar cada sistema de estas V&l‘iable,s; y
siendo (¢ ye..:sy @) un punto determinado del dominio, y 5 un

Lt | <8 (E=1, 250 0)

forma la vecindad (voisinage) (8) de dicho punto. Y cuando una
fanciéon univoea f (%, ,....., %,) puede representarse en la vecindad

de un punto (a,,....., @) por una serie convergente de la forma

Z Ay giiois (8720 ) (thy— )™ ... (m' i A== 0 Rglee) e

Hama regular en el punto («,,....., @) & dicha funcién, formando
el conjunto de puntos en- que es regular, un continuwm de 2r
dimensiones; y todo punto (&', ......, «',) situado. en el limite del
continwum. es un-punto singular de aquélla. Cuando el producto
de [ (u;zeia pus) por una serie entera By (v, thyel @ fyinse &) que
se anula para w,=a’y,....., u,=d’,, es una funcién regular en el
punto (¢y,....., @’y), entonces para todos los puntos (uy;....., ",
situados en la vecindad de (@'s,...., @',) puede escribirse f(2¢y,...., %)
bajo la forma 4 Bl =

PO WP of S2RIS a'}.)‘

e : e
Bl n,iai, ..... ,c&,)

En este caso consulem \Velerstrass el punto (a femad »).cOmMo
an punto -singular-no. esencial, y:en. cualquier otro..caso dicho
punto se denowmina esencial, resultando de aqui que el conjunto

g

d6’ puntos en'los cuales £ (u;,....;u, ) se comporta conio una fun= -
ci6n racional, ‘es ‘decir, el conjunto de sus puntos no singulares
y singulares' no esenciales es un continuum con 2 7 dimensiones,
cuyo limite esta formado por los puntos esenciales de la funcién.

“En fin, ¢l teorema fundamental cuyo enunciado es el si-
guiente: Toda funcion univoea f*(u,,..... ¢») que no tiene hingtin
punto esencialmente singular en todo el dommlo de las variables
Uyy.eey %, 08 UNa funcién racional; la conclusion ‘de que), si por
un procedlml@nto cualquiera se forma con ‘auxilio de » variables
Wyerory W, un continuum de 2 dimensiones, se pueden formar
funelones unfyocas que se comportan como funciones racionales
en todos los puntos situados en el interior ‘de dicho continuum
y en ningun punto de su limite, no existiendo, por consiguiente,
aislados los puntos singulares esenciales de una funcién unfvoca
de r variables, siendo posible, por el contrario, su representacion
por medio de uno ¢ varios de los complejos (Gebilde) suscepti-
bles. de formarse en el dominio de r» variables imaginarias; la
existencia. en ndmero finito de perfodos ¢ grupos de puntos
(t64,e.ney 2, ) cOrrespondientes 4 un mismo sistema (s;,..... ,8) de
variables ligadas 4 las anteriores por las » ecuaciones

Tl e =8 e Wi, W) =515

ntimero que designa el grado del sistema de funciones fy,....., /5
la adjuncién, de infinidad de maneras, de una funcién cual-
quiera £, , 27 veces periddica, 4 otras funciones fi,....,f dela
misma clase que la primera, cuya determinante funcional

of

At g

(i, =21, 2,0 )

no sea nula; y la existencia de una infinidad de funciones 2
veces periodicas de la clase 4 que pertenecen fi,......, f, ligadas
4 éstas por una ecuacion irreducible de grado m, de manera que
sif,41 designa una de ellas, puede expresarse f (i ,....., %, ) en
funcién racional ‘de' 7y, foriiily fria, constituyen los resultados
que expresa el célebre analista alemdn en sus investigaciones
sobre las funciones 2 7 veces periédicas.
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Con objeto de consignar en esta resefia histérica ‘cuanto’ coti

tribuya 4 formar un concepto del actual grado de progreso del
Analisis, y con el fin de circunseribirnos después 4 cuanto ‘debe
constituir los dominios del Algebra, terminaremos la ' relacion:
sucinta de los descubrimientos de Weierstrass indicando las mys
importantes conclusiones de su Memoria sobre algunos puntos
de la teoria de las funciones analiticas. }

Dado un ntmero infinito de funciones f; (z), f, (x),..... define
la regidn de convergencia de la serie :

Dl @)

n=0

como el conjunto de valores de z para los que ésta ‘tiene'un
valor finito, y su convergencia uniformemente en la proximi-
dad del punto @, cuando perteneciendo éste & dicha region
puede determinarse una cantidad positiva p tal, que supo-
niendo | z—a | =p, la serie converge umfonnemente De' esto
resulta que el conjunto de puntos en la proximidad de los cuales
se verifica esta ultima' condicién, constituye en el plano una
superficie simple, que puede comprender varias partes separadas
Y si 4'es el conjunto de puntos de la naturaleza en cuestion,
¢ imaginamos que partiendo de uno de ellos se elija otro en el
dominio del primero, un tercero en el dominio del segundo ete:
El conjunto de los puntos 4 de esta manera obtenidos consti-
tuye en el plano de la variable = cierto continuum A, cuya limi-
tacion podrd-comprender una 6 varias lineas, y tammbién puntos
aislados. Si existen fuera de A, puntos de A, existird por lo
menos un segundo continuwm A, de igual naturaleza’ que 4,
sin contener punto alguno comun con 4, aunque ciertas partes
~de los limites de A’y A, puedan ser eomunes. Si existen todavia
puntos no pertenecientes & A; ni 4°4, existira’ al menos un ter-
cer continuum A,y asi sucesivamente. Esto sentado, después de
probar que si la serie considerada converge uniformemente en
la proximidad de cada punto situado en el interior 6 sobre el
contorno de una drea continua, converge también uniforme-

g

mente en el interior:de ésta, demuestra que la serie, en cada una
deslas dreas A;.... pertenecientes 4 la region de convergencia,
representa, en general, una rama uniforme de una funcién ana-
litica monogena de @, y que en casos particulares puede repre-
sentar completamente tal funcién. En fin, respecto 4 la cuestion
desi en el caso de descomponerse la region de convergencia en
varias partes 4,, 4,,....., es posible que la -serie se presente en
cada una de éstas, ramas de una misma funcién monogena,
llega 4 concluir que: Si la regidn de convergencia de una serie
cuyos térininos son funciones racionales de una variable x- puede
dividirse en partes tales, que la serie converja uniformemente en la
proximidad de cada punto situado en el interior de dichas partes
la serie representa en cada una de ellas una rama uniforme de una
funcidn monogena de X; pero no representa necesaricamente una
IISING [Uncion.

La teoria general de las funciones del matemédtico alemédn
Bois-Reymond ofrece una sintesis muy importante de cuanto
concierne al cdlculo y 4 los diversos géneros de cantidades con-
siderado bajo el punto de vista filoséfico. Proponiéndose exami-
nar principalmente los conceptos de magnitud y de limite, asi
como la aplicacion de este estudio 4 las teorias del argumento
de la funcién, parte del examen de las representaciones de nues-
tro pensamiento, cuya sucesién acompaia y rige todo acto men-
tal, siendo los materiales primitivos de todo estudio referente &
la teoria del conofimiento. Definida la palabra «représentaciony
(Vorstellung), y entendiendo por coneepto de limite cierto modo
de razonamiento en virtud del cual, de la naturaleza de una serie
de valores susceptibles de ser medidos u observados, se deduce
la existencia de otros que llegan 4 hacerse imperceptibles y cuya
existencia no puede ser demostrada, formula el criterio de la
convergencia 6 divergencia que reduce & la proposicion: Sila
diferencia £(x)—1(x),.(x1>X), d partir de un valor Suficientemente
grande de xi y  para -valores arbitrarios de la diferencia X,—X,
permaneceinferior ¢ aun nimero elegido tan pequenio como se quiera,
la funcidn, f (x) tiene wn valor lmite determinado. Pero si para
cierto walor, de X, tan grande como se proponga., se hallan para
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f(x,)—f (x) (siempre x; > x) valores superiores dunnimero pequerno

cualquiera, independiente de la variacidn de x, f (x) no tiene- limite:

Antes de exponer la teorfa del limite y de‘la magnitud hace

una excursién por las varias maneras de presentdrsenos la can:
tidad, examinando y distinguiendo ademds la metafisica de lasg
operaciones y del mecanismo del caleulo. Respecto al primer punto,
pretende hallar una forma fundamental del concepto matemético
de ]la magnitud que domina, no sélo en el mundo exterior, sino
que también en la vida interna del alma, es decir, lo que llama
cantidades matemdticas lineales. Presentando el concepto de mii-
‘mero expresado por cifras ecomo uno de los méds desprendidos de
las representaciones reales que los engendraran, considera: ed
seguida las cantidades continuas: longitud, superficie, volumen,
peso, tiempo, velocidad, fuerza, cantidad de calor, intensidad de
luz y de sonido, tensién eléetrica, fuerza de corriente, “ete. Estas
cantidades tienen la notable propiedad: comin de poderse redu-
cir 4 las longitudes, sus diferencias, sus partes y sus multiplos
son cantidades de la misma especie, como las longitudes son
susceptibles de llegar 4 ser muy pequefias y muy grandes, son,
en fin, comparables y mensurables. Si; pues, suponemos entre
cierta cantidad y una de las cantidades lineales arriba indi-
cadas una relacion ‘tal, que aquélla sea una funcién continua
de  ésta, y que aumentando 6 disminuyendo al mismo tiempo
que lalongitud, se cambia en una magnitud de la misma especie,
de donde se ‘sigue que siendo continua y variando por grados
tan pequefios como 'se quiera, debe comenzar por cero, serd
preciso considerarla como magnitud lineal, aun cuando no deba
aumentar indefinidamente. Se' podrd, pues, hacerla-corresponder
punto por punto-al menos ¢ la recta limitada, iy como ésta, d -excep-
cion de la extensidn,; ‘poseerd las propiedades “de las magnitudes
lineales. Asi; la relacion de una cantidad de substancia en-diso-
luciéon 4 una cantidad-fija:de un: liquido  disolvente ofrece un
ejemplo de magnitudes-lineales limitadas. Respecto 4 las canti-
dades del mundo exterior, observa ‘que bajo-la influencia' de
una impulsién interna inferimos de log fen6menos la existencia
de las fuerzas primeras, y los efectos en nuestras representaciones

actualmente no son representables matemdticamente tcdos los
fenémenos del mundo externo, podemos esperar acaso algin dia
verlos comprendidos en el concepto de-las cantidades: lineales.
Ademds de considerar las cantidades del ‘mundo.de la percep-
cion interna y las sensaciones graduadas segun la: intensidad,
como el dolor, las sensaciones de la piel, etc., considera las can-
tidades que crea la inteligencia humana sin relacion divecta, con
el mundo de la percepcién; pues los procedimientos:l6gicosde
la combinacion de las cantidades conducen & ciertos simbolos,
llamados cantidades, como vemos verificarse en las claves algé-
bricas de Cauchy, y en los cdleulos del Hankel y Grassmann.:

Con estos preliminares procede 4 determinar el concepto de
limite que reduce & la investigacion del limite de una fraccion
decimal, valiéndose para considerar la aproximacion. de :la
fraccion :

o
O, Oy Ogunaes Ofn‘:—‘—‘l“oﬂ
hacia su limite, de la concepeién geométrica de una serie -suce-
siva de. multiplos de décimas, centésimasi...c02; 0,00, .05,
cuyas longitudes correspondientes tomadas, sobre la unidad de
longitud 0.....1, partiendo de 0 aproximan indefinidamente sus
extremidades hacia el punto 1, estrechando cada vez més los
espacios que las separan. y

Después de establecer el concepto de:limite por su método
de las construcciones muméricas, expone la teoria del argumento
segin sus propias -ideas .y fundédndose también. en los impor-
tantes resultados d que ha llegado el matemédticoalemdn Cantor.
Bl argumento- quelesola wariable independiente, se considera en
la teoria de las funciones:ya: como:la extremidad de una lon-
gitud ¢ un punto.que define una distancia, ya como un nimero,
es deeir; como una relacion numérica 4 una unidad de longitud.
El argimento - es-una: sucesion de determinaciones numdricas;
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pero la representacion geométrica predomina enel lenguaje, y:i'
nos referimos 4 cierta extensidn sobre la que se hallan distribuidos-
los valores del argumento como puntos, dividiendo las extensios:

nes en extensiones parciales y construyendo sobre los puntos de
¢stas los valores de las funciones. El modo de agrupaciény dis-
tribucion de los puntos sobre la extensién del argumento son la
base de esta teorfa, desenvuelta por M. Bois-Reymond, asf como

por el gedmetra citado y por M. Tannery. La diferencia entre.
longitud y extensién del argumento se hace visible cuando - se

procede & la particion de ésta. Asi, un valor particular z, pue:i
de dividir los  valores del argumento del intervalo (0,1) delas:
tres'maneras siguientes:

0=o< o, <wsl, 0=0<w, y 2, S2<l; 0<e<opya <a<l,
cuya representacion puede hacerse por las tres figuras

@ @ z z o x

0 170 = g, 0 ETEEm

de manera que dos férmulas dadas, la una variable en el primer
intervalo y la otra en el segundo, no estardn completamente
determinadas si no se indica 4 cudl de los tres casos correspon-
den. En el primero, se hallan comprendidas todas las magnitudes
menores‘que x; tomadas en la longitud unidad, & partir de cero
con la magnitud #; y ademéds todas las superiores 4 ésta; en el
segundo, todas las menores que z; y ademds la @, con todas las
superiores; en el tercero, todas las inferiores 4 x,, ademés la z,
y ademads todas las superiores 4 ésta.

Teniendo  presente’ la circunstancia’ esencial 'de:que una:
extension de arguimento designa una serie de valores ordenados
seglin su magnitud, de manera que una cantidad numéricamente
determinada sdlo pueda presentarse una vez, bosquejaremos la
importante doctrina de las pantaquias y de las apantaquias, fun-
damental en la teoria de las funciones, es decir; las distribuciones
de puntos de cierta especie, tales, que en todo intervalo tan
pequerio como se quiera, existan puntos de la-misma especie 6

Al ‘
distribuciones pantdquicas: Las definiciones de los puntos diddi-
cos-6 decddidos, en las que las « pueden tener todas las combi-

o, a, oLt oy oy,
z=71+§§— oo Z:E+.....+—1—O—n
son pantaquias, pues dado un intervalo tan pequefio como se:
quiera sobre la extension unidad , las @y las #. pueden siempre
determinarse de manera que un punto Z se halle siempre en el
mismo. Cuando la definicion de Z da lugar 4 un mimero finito
tangrande como se quiera de puntos, si se aumenta éste dispo-
niendo convenientemente de las cantidades arbitrarias. de la
definicion , acaban por presentarse en todo intervalo tan pequefio
como se quiera, y resulta, segun la denomina?ién. de DBois-
Reymond una pantaguia ilimitada, y €l conjunto limite de las
pantaquias ilimitadas, es-decir, el conjunto de todos los px'mtos
posibles, es lo que llama pantaquia completa. En fin, l'as innu-
merables pantaquias que forman las clases intermedias entre
dichas dos clases extremas, son las pantaquias infinitas. En
cuanto & las apantaquias, debemos considerar primeramente los
sistemas de puntos aislados que forman las apantaquias limitadas;
éstas forman sistemas de puntos en numero finito, tan densos
como se quiera, pero determinados de manera queno pueden
aproximarse cuanto se quiera, disponiendo . de los pardmetros.
Un ejemplo de tales sistemas nos oftece la formula

A__~2—+ 5 +i o :
cuando se sustituyen por las « todas las combinaciones de cero
: 1 1 . :
y de uno. También los puntos P T+_8—’ ..... que se estre-

. 1 :
chan indefinidamente aproximéndose al punto = forman otra

sistema de puntos aislades: A las apantaguias ilimitadas corres:
ponden los sistemas de puntos de convergencia, es decir, puntos
aislados quo convergen -indefinidamente hacia puntos particu
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lares y pueden ser de diversos 6rdenes finitos /6 de orden indefi-

nidamente elevado. Y en estos sistemas: pueden irse excluyendo
de una manera sucesiva, por ejemplo, los de orden u;: luego los
de orden #—1, con au*nho de extensiones suficientements pe-
quefias, hasta illegar 4 un sistema aislado. Ademds delestos
sistemas de puntos pueden considerarse sistemas de convergeneia
de extensiones de orden arbitrario; que pueden cubrirse de sis-
temas de puntes cualesquiera. Asu considerando el sistema de
extensiones que convergen alrededor de los puntos deconver;

gencia de los cer

a extension pmmexa

cualqmera un sistema de puntos con un punto de convergencia
de primer orden, en una extensién proxima en la direecion del
punto; #=0, imaginemos un sistema de puntos con un punto
de convergencia de segundo orden, etc., de manera que el orden
de los puntos de convergencia crezca -indefinidamente cuando
se acerca al punto 2=0, siendo este un punto de convergencia
de orden indefinidamente elevado. Podemos, por exclusion su-
cesiva de puntos, llegar 4 un sistema aislado, pues cuando por
una extension suficientemente pequeiia llegamos 4 excluir ol
punto cero, el sistema que resulta & ambos lados no contiene
mds que puntos de convergencia de orden finito. 8

El concepto de la enumeracién, debido 4 M. Cantor, permite
relacionar. 6, en cierto modo medir conjuntos ilimitados, compa:
réndolos 4 un conjunto particular, es como una extensién de la

numeracién. Cuando en una serie de objetos se les hace corres-

ponder; d Jos ntmeros 1; 2, 3 ,..... de modo que no pueda con-
siderarse ningin elemento, sin que le corresponda un nimero,
dicha serie se dice-enumerable aunque sea ilimitadas. :
La determinacién de ntéimeros L= (g gk L Mg corenala
que cada una de las m, asf como 2, pueden tomarse arbitraria-

mente, designa muchas especies de niimeros; pm qemplo entre
otras, las pantaquias

e

m
1

= n Uy b
ny

s W8 e
respectivamente, de todos los niimeros racionales y de todos los
ntmeros algebraicos; esto cuando Z representa las® raices reales
de/laultima ecuacion. 8 00
Al coneepto de la enumeracion se une el de_la potencia rela-
tiva:de los conjuntos, que ha expuesto Cantor en el Borchardts

Jowrnals, entendiéndose por conjuntos de igual potencia aguéllos

que ‘pueden corresponderse sin ambigtiedad’ y completamen’@
elemento ‘por elemento, mientras que si un ‘conjunto M "comf
prende todos los elementos de otro M’ éste serd una “porcion de
aquel que tendrd mayor potencia; asf dos conjuntos finitos no
son de igual potencia, mientras el nimero de puntos no sea el
mismo ;v los conjuntos enumerables son siempre de menor potenclm
que ¢l Continuum de los mibmeros ¢ la pantaquia completa, segin
establece Cantor. Ademds demuestra este matemadtico que: Kl
conjunto de todos los valores posibles no puede expresarse bfijo_ la
forma de una serie simple; pero toda serie de valores determing =
todo intervalo (a,b) valores que no le pertenccen , pues considerando
las cantidades enumerables dispuestas en una serie wy, 6y, y
siendo @y, b, , (@,<<b;), las primeras cantidades de esta seri.e que
se hallan comprendidas en el interior del intervalo («, b), é inelu-.
yendo de igual manera en este intervalo (a ;) otro (d;, by),'y
asi sucesivamente , establece dos series @y, @yye.. Y by, byyinoo de
cantidades o ascendente y descendente, que si son liimitadas
llegan 4 comprender un sélo valor w con los “demds extrafios 4
la serie delas w 'y si es ilimitada ningtn' valor del mtervalo
(@ b.) pertencee 4 esta serie. 5
Basado en estos preliminares, Bois-Reymond desenvuelve la
teorfa’ de la funcién y explica el concepto de valor de una’fiicion
haciendo corresponder 4 un valor'de argumento’ particular, ya
un'nimero limitado ¢rilimitado de valores; ¢’ ‘todo un‘intervalo
de valores ;6 una serie'de intervalos de este “género, de’ manera
querempleando la representacién- cartesiana dmagina;” segin ‘el
punto de vista idealista, una ordenada construfda sobre ‘cada
valor del argumento, considerando sobre ésta un continuum de
ntimeros, como sobre la extension del arguniento, obteniendo el
conjunto de todas las funciones al tomar sobre todos los valores
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del argumento todas las combinaciones de valores de la orde-

nada, teniendo presente que el concepto general de funeién, en
el moderno analisis, no exige que ésta se halle dada para-todé
valor del argumento, pues puede ser dada para uno solo de los
sistemas de pantaquias ¢ apantaquias arriba considerados, .y en
cuanto 4 los valores del argumento, se distinguirdn las funcio:
nes dadas completamente 6 para la pantaquia completa de valores
Qel argumento, de las dadas incompletamente para una pautaqmd
0 apantaquia cualquiera. o

Estos elevados puntos de vista conducen 4 Bois—Revmoﬁd:é
una clasificacion sistemdtica de las funciones que le pevrmite‘ éé-
tablecer una comparacién con la que la ciencia de la naturaiéié
c.oustituye para los seres vivientes, considerando las clases su'ce-‘
sivas de la teorfa de las funciones hasta hoy establecidas , como
el germen de la teorfa futura, que ha de aproximarla cada. yez
mds & la clasificacién de las ciencias naturales. ise

Un resumen importante de lo constituido en la teoria de las
tunciones 6 un trabajo de clasificacion, como indica en: el pre-
facio, es la obra.del profesor Tannery Introduction & la-théorie
des fonctions d'une variable.,

El punto de partida es la definicion que M. Bertrand da del
numero irracional consistente en expresar cudles son todos los
numeros racionales menores que ¢l y cudles todos los mayores;

manera que cree la mds natural de presentar dichos ntimeros °

cuando se trata de la medida de las magnitudes inconmensura-
bles con la unidad. La consideracién de la ecuacion 2}—3=0, 4
la cual ningin nimero racional satisface, lo permite separar
tf)dos los ntimeros positivos en dos clases: la primera, que con-
tiene todos aquéllos cuyo cuadrado es inferior 4 3; la segunda,
que contiene todos aquéllos cuyo cuadrado es silpel'iOL‘ 4.3; y asi
todo nimero de la primera clase es inferior & cualquiera de la
segunda; y siempre que se haya conseguido_esta. separacion se
h'abrét definido un nimero irracional. Ademds, una descomposi-
cion andloga para un nimero racional, permite también definir
Io§ numeros racionales. Para llegar 4 la teorfa de las operaciones
aritmeticas admite dos modos distintos: 6 emplear las series
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conio definicién @é los nimeros irracionales, 6 considerarla des-
¢omposicién ‘en dos'clases de los nimeros racionales. La consi-
deracion de los conjuntos de nimeros que satisfacen & cierta con-
dicion, cuyos elementos son éstos, le conduce # las nociones de
liinite superior € inferior relativos al conjunto considerado , segiin
laidea de Weicrstrass. La definicién de un numero racional 6
irracional por medio de una serie infinita de m’unei‘OS racionales
fundada en la propiedad siguiente: Dada una serie convergente de
nilmeros racionales Uy, Uy, Uy, que 10 ddmite cero por Limite,
todos sus términos llegan después de cierto lugar 1, por ser de igual
stgno y mayores en valor absoluto que cierto mimero racional posi-
tivo ¢, 1o conduce 4 definir las operaciones de los numeros-asi
definidos, 'y extender las propiedades concernientes 4 éstas, al
éso de los ntimeros irracionales. Al examen de las series conver-
gentes refiere la teorfa de los productos infinitos convergentes, y
estudia la ley de correspondencia unfvoca, es decir, una corres-
poudencia entre dos nimeros 7, tal, que cuando uno de ellos
estd dado, el otro lo sea también, pudiéndose asi concebir una
serie infinita, compuesta de los mismos nimeros enteros eoloca-
dos en orden distinto que el de la serie 1, 2, 3,..... debiendo
figurar cada numero entero positivo en un lugar tmico, y deter-
minado, estableciéndose asi una ley de correspondencia entre
los términos de dos series, permitiendo esta consideraciéon esta-
blecer la ignaldad de su suma, que es la aplicacion de la teorfa

~de la enumeracién del matemético Cantor ¢det. math., t. IT, p. 306).

Esta ley de correspondencia univoca, aplicada 4 la serie de doble
y triple entrada, permite 4 M. Tannery establecer la teorfa de
las series y de los productos infinitos absolutamente convergen-
tes. En fin, el examen' de una funcién definida para los valores
de un conjunto (E), de’sus limites, sus oscilaciones, particulari-
dades como’ la de que si una fancién continua en un inter-
valo (@, b) es continua'para cada valor de x perteneciente d dste,
auunque no se ‘verifica la recfproca, segtin ha demostrado el pro-
fesor'y matemético alerian Heine, el modo de completar, funddn-
dose ‘enla'nocion de'continuidad, la definicién de una funcion
no definida para'todos los valores de la variable, la demostracién
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de'la propiedad fundamental de las funcionés continuag de n
poder pasarde an'valor 4 otro sin pasar. por fodos: log ' valores
intermedios, ¢que no es ecaracteristica de las funciones continugs,
segun establecié M Darboux en s Memoria yacitada; lasteoria

de las series uniformemente convergentes, la consignacion del inte: -

rés filosofico que existe por prescindir en el Andlisis cuanto-sea
posible de datos experimentales y por consiguiente de las‘consi-
deraciones geométricas respecto 4 las funciones trigonométricas;
el estudio de las series independientemente de las funciones que
representan; Ja convergencia uniformemente de los" productos
infinitos encun intervalo («, ), la definicién ds funciones poy
medio de-ciertos productos infinitos, la definicién 'de funciones
den variables w, v, 1,..... en el campo (E) formado por: ‘el con?
Junto de valores atribuidos 4 éstas, que verifican las’ desiguals
dades

ASu<A', BSv<BHB

O < O

y otras muchas cuestiones que seria prolijo enumerar, hacen'ds
la obra que consideramos una sintesis de los resultados 4 queha
llegado el Analisis matemético respecto & las funciones de una
variable real.. :

Pasando 4 otro orden de ideas, como exige la necesidad de 1o
interrumpir la relacion de los progresos verificados, especialments
en cuanto se refiere 4 la continuidad, observamos. que comienza
otro desenvolvimiento de las teorias del Algebra en la obra de
Mé&bias Derbarycentrische caleul que apareci6 casi al mismo tiempo
que las de Warren y Mourey ya citadas; y cuya idea fundamental
es'la de hallarel centro de gravedad 6 baricentio de un sisterna de
puntos 4, B,....., L en los cuales'se supone pesos @, b ,.....; [ 16§
pectivamente.

Al céleulo baricéntrico sucede pocos afios después la teorfa
de las equipolencias, debida al matemitico' italiano Bellavitis,
que realiza el deseo expresado por Carnot de hallar un algeritmo
que represente 4 la vez la magnitud 'y la posicién de las diversas
partes de una figura, y comprende como’ caso particular ‘el
cdleulo baricéntricos, constituyendo, no sélo un nuevo sistema
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de Geometria-analitica en'que se expresan lag relaciones entre
los puntos,de-un plano, independientemente de todo sistema par-
ticulari de coordenadas, sino que ademds ofrece al'Andlisis
objetos geométricos reales en lugar de los simbolos imaginarios:
y-un sistema de- cdleulo geométrico 6 aplicacion de las reglas del
Algebra 4 la Geometria , ocurriendo que toda - férmula idéntica
de aquélla- puede considerarse como un teorema relativo 4 varios
puntos-en linea recta; y tan notables resultados se obtienen con-
siderando las rectas bajo el doble punto de vista de su direceién
yemagnitud, de manera que toda equipolencia implica 'dos can=
tidades que determina. Y la dependencia de esta teoria eon res-
pecto al Mgebra se expresa en el principio fundamental siguiente:
Se.pueden efectuar. sobre las equipolencias relativas d las figuras
planas-todas: las operaciones y transformaciones que son legitimas
para las ecuaciones algebraicas , siendo. exactas las equipolencias ‘que
resultan.

En Alemania é Inglaterra los brillantes resultados obtenidos
por Grassmann y Hamilton, que adquieren luego considerable
desarrollo y generalizacion, contribuyen 4 ensanchar los lnmtes
del Algebra geométrica y simbolica.

Grassmann, en su Ansdehnungslehre de 1844, tuvo laidea,
acaso derivada del cdleulo baricéntrico, de considerar cantidades
simboélicas, que lamod magnitudes extensas, estableciendo un
nuevo cdleulo, en el cual dos puntos 4 y B se consideran como
factores del simbolo 4 B; su producto [4B] y su diferencia B-—=4
son respectivamente el rotador y el vector 4 8. Y en este sistema
la multiplicacién de las unidades imaginarias se halla sometida
d-las dos leyes siguientes: ‘i, lp=-—1j 14, 45 ¢;7=0. - De: manera
que,: si A=Y @, fp3oB==2: by 4y 86 deduce ;

A B=SS Z 'L}, iq-vy BiA== E

Lste calculo de las cmmdades alternadas ; segin- la. denomi=
nacion de Hankel ; 6 cantidades polares; segin la denominacién
de Sylvester; fué.desarrollado también por Cauchy con el nom-
bre-de elefs algébriques; -y tanto Grassmann como este matemético
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observaron: que el producto de # funeiones: homogéneas; de n
cantidades alternadas 6 de la forma a; ;- a, dg-f.: es el pro-
ducto de la determinante de los coeficientes por el producto: de
dichas-cantidades, teniendo esta especie de cdleulo grandes ana-
- logias con el de las determinantes. Y si las cantidades complejas
A, B,....o representan lineas dirigidas en un plano 6 en el espacio,
el producto de dos lineas O A-=4, 4 B—s representard en magni-
tud y posicion el drea del paralelogramo construido sobre 04
y A B, representando el producto de tres rectas el volumen del
paralelepipedo construido sobre las mismas.

Bstas investigaciones acerca del mecanismo de las lcjes del
cileulo se desarrollan en la obra de Hankel Vorlesungen iibér die
complexen Zahlen, ete., cuya exposicion se subordina: & su prin-
cipio'de la permanencia de las reglas de cdlculo, en virtud del
que, para las cantidades generalizadas, debe aplicarse 4 'las can-
tidades de orden inferior, no pudiendo la generalizacién intro-
ducir nuevas propiedades, ni dar lugar, por consiguiente, 4
reglas que noresulten de‘las propiedades ya admitidas. Ademds,
algunas propiedades pueden desaparecer en la generalizacién, y

cuando varias propiedades llegan & hacerse contradictorias, se

debe conservar las mds importantes. Esta generalizacion con-
duce al empleo de nuevos signos para designar las operaciones
que solo en casos particulares se reducen & los del cdleulo ordi-
nario, y respecto 4 las cantidades, se designan con la expresién
substrata de las operaciones, palabra que sustituyé Hotiel por el
término mds vago'y comprensivo de objetos. El examen de las

operaciones como wniformes, conmutativas, asociativas y distribu- -

tivas constituye lo que caracteriza los resultados obtenidos por
Hanlcel ; iy 4 cuya generalizacién contribuye la singular idea del
hiper-espacio que expuso por vezprimera Riemann en su célebre
disertacién inaugural {1854) y desenvueltatambién por Helmholtz
dos afios después, en la teorfa general de las operaciones; en
lugar de puntos de un espacio de una ¢ de-dos dimensiones; se
representan funciones de un nimero 'cualquiera iz /de variables,
6 puntos de un espacio de # dimensiones, siendo’ preciso, -para
corresponder 4 esta generalidad, introducir cantidades: com:
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plejas=de orden 'superior, en cuya formacién entran, por lo

menos, 7 valores numéricos independientes entre si; pudiéndose,
4 causa de la multiplicidad de los medios de pasar de'un punto
dadod otro también dado en un espacio de » dimensiones; elegir
de-varias maneras la composicidon de los simbolos que repre-
sentan dichos puntos y la definicion de las: operamones funda-
mentales, al pasar de un punto 4 otro. 1

Los trabajos del filésofo y matemitico Boole, de gran influen-
cia en Inglaterra, han sido el punto de partida de la‘evolucién que
ha experimentado la teoria del cdleulo simbélico, caracterizando
muy especialmente el desenvolvimiento matemédtico que realiza-
ron los matemdticos ingleses, en diferente sentido queelrealizado
por los gedmetras del continente. Hoy los descubrimientos: de
Hamilton, Cayley y Sylvester son el ntcleo sobre que se ha
desarrollado el vasto cuerpo de doctrina que constltuye el Alge-
bra moderna.

Joole se propuso extender los dominios de la légica deduc-
tiva; y como la operacién deductiva sustancialmente” se reduce
4 laeliminacién de un término medio en un sistema de tres tér-
minos, generaliza el problema que se reduce & eliminar de un
sistema de términos en nimero cualquiera, tantos términos me-
dios como se desee, y determinar todas las relaciones que impli-
can las premisas entre los elementos que se desea conservar. De.
esta manera el silogismo antiguo, que antes’ constituia toda la
légica, quedaria reducido & un caso particularde dicho problema,
como la eliminacion de un simbolo de cantidad entre dos ecua-
ciones dadas en Algebra, 1o es do la teoria general de: la éli-
minacion:

Es un-principio reconocido por los mateméticos . que la vali-
dez del andlisis algebraico depende, no«de la interpretacion de
los simbolos empleados, sino de las leyes de su combinacién; de
manera que-en-una’ férmula analitica, todo: sistema de interpre-
tacion; que no'afecta & la verdad de las relaciones supuestas; es
admisible spudiendosaquélla representar segtin los casos, ya la
solucién:de una cuestion velativa 4 los nimeros, ya la de un
problema de!geometria 6 de mecinica 6 de optica, etc.;oy sl

» 4
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prescindimos de toda interpretacién, sélo queda un sistema de

operaciones dotadas de propiedades especiales. Ademas, la Mate-.

madtica abstracta tiene por objeto, no las nociones de cantidades
numéricas, geométricas 6 mecdnicas, sino las operaciones consi-
deradas en si, prescindiendo de los objetos diversos 4 que se
aplican. Asf, la adicion, por ejemplo, tiene significados distintos
segin se trate de ntmeros, lineas, superficies, etc., sin que
ninguna de estas especies pueda tomarse como tipo de las de-
mas; pero si en cada una se prescinde del objeto 4 que se aplica,
resultan ciertas propiedades comunes expresadas por las igual-
dades siguientes;

1a  Para a=a/, a-+b=a'1b, 2a a+(b4-c)=(a4-0)+c,
32 atb=b+ta, 42 ¢+-0=0-+}a=a.

Estas consideraciones conducen naturalmente 4 examinar si
el andlisis matematico rechaza 6 no toda interpretacion que no
sea cuantitativa y si le estd vedado el tratar algebraicamente las
operaciones realizadas por la inteligencia en la inferencia deduc-
tiva, y Boole, bajo la influencia de las mismas, procede 4 la
constitucion de la légica algebraica.

Para conseguir este propdsito de identificar el cdlculo alge-
braico con el légico, que exige el andlisis de las operaciones de la
inteligencia , su expresion en lenguaje simbélico y el deducir las
propiedades de estos simbolos de las leyes de su combinacion, el
filésofo inglés adopta tres especies de simbolos: numéricos Y
literales 1 y O, x, y, 2, etc., para expresar las cosas en cuanto
son objetos de nuestras percepciones, los signos de las opera-
ciones -, —, >< para representar las operaciones intelectuales,
y en fin, el signo de la identidad =. Ll signo 1 expresa todo,

es decir, la clase que comprende todos los seres posibles; el .

signo 0, nada, es decir, la clase que comprende todo lo que no
existe. Asi, por ejemplo, 1z expresa la totalidad de los seres que
posee en el cardcter comun x, otra clase se representard por ¥,
otra porz, ete., y la clase que comprende los tres caracteres ¢
atributos por 2y z, expresion en la cual se reconoce que el orden

— b1 — !
delos signos es indiferente, es decir, que los sfmbolos ldgicos
poseen la propiedad conmutativa, de manera que zy=yz. Las
operaciones por las que reunimos en un todo partes, ¢'dividimos
un ‘todo en’partes, se expresan con los signos - y — ; asf, espa-
fioles'y franceses, los europeos excepto los espafioles, se expre-
sardn mediante lag notaciones z--y, z—y. Y puesto que-z-+y
representa la totalidad de los individuos contenidos en Ia clase z
y en la clase y, el orden es indiferente, dicho simbolo posee la
propiedad conmutativa, y el simbolo 2 (w--y)=zx-+=2y, indica la
pesesion de la propiedad distributiva. La expresion va=x 6 2=z
correspondiente 4 la repeticion de una clase, como por ejemplo,
hombre hombre, que es lo mismo gue hombre, conduce 4 una
conclusion.importante, pues siendo #—a?=0 6 2 (1—x)=0, como
el simbolo 1—=x debe representar, nox, dicha férmula se traduce
asi: el producto formal 2 (1—z) representa los individuos que
son 4 la vez z y no 2, que es igual 4 cero, y expresa el principio
de contradiccion. - !

Bastando con los ejemplos citados para dar idea del sistema
de Boole, terminaremos indicando que de la correspondencia
establecida por los simbolos algebraicos y logicos, deduce que
en logica so puede, coma.en Algebra, sumar y restar ecuaciones

y transponer los términos, conduciéndole estas consideraciones

4 formular su regla fundamental, que se reduce 4: Prescindir de
la interpretacion légica de los simboles en la ecuacion dada;
convertirlos en simbolos cuantitativos, susceptibles solamente de
los valores O y 1, someterlos en tal estado & los procedimientos
que requiere su solucién y, en fin, darles su interpretacién
l6gica. :

Si Boole expuso el problema logico, que ‘consiste en deter-
nminar la deseripeion de una clage bajo ciertas condiciones 16gi-
cas dadas, y aun ha mostrado la posibilidad de resolverlo, no

llegd'd una solucién 'clara y definitiva del mismo, porque el

medio empleado adolece de defectos, entre ellos el exclusivo ‘em-

pleo'de los' dos valores'1 y 0, v ademds el pretender privar'd la.

Légica ‘de” su generalidad, subordindndola 4 la Matemdtica.
Estas deficiencias han sido salvadas por el filésofo inglés Jevons,
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cuyas ideas se hallan expuestas en su Pure Logic yeniThesprin-
ciples of science. Resumiremos su doetrina:de la manera siguiente!
‘Simboélicamente los términos del razonamiento 'se ‘expresanipor

las letras del alfubeto las mayusculas -indicardn: los: positivos;

las mintsculas los negativos. La expresion simboélica de términes
compuestos de otros mds simples se obtendra escribiendo: éstos
4 continuacion unos de otros, como en la multiplicacién alge:
braica, asi 4 B C; y estos simbolos poseen la propiedad: conmu!
tativa. Lasleyes fundamentales del pensamiento en el sistema
de Mr. Jevons son tres: la de identidad (lo que es, es), la deicon:
tradiccidn (una cosa no puede ser, y no ser al mismo tiempo)
y la de dualidad {una cosa puede ser 6 no ser).

Considerando que en las proposiciones lo tinico que aprecia
la l6gicares la forma, cuantifica el predicado, siguiendo 4 log/fils-
sofos:Hamilton y Boole, y reemplaza el verbo ser.por el signo =
Tres identidades distingue Mr. W. S. Jevons, simples, pareialesiy
limitadas: las primeras comprenden todas las:definiciones, 'son

de la forma A=5, las segundas de la forma A4=4B (por

ejemplo, tridngulos = poligonos que son triangulos); cuyo-se-

gundo miembro denota exactamente los mismos individuosque -

el sujefo A; puesto: que expresa los.individuos que poseen
simultineamente las cualidades 4 y B, las terceras; de la forma
AB=AC, corresponden 4 ciertas cosas que solo pueden Ser idén:
ticas bajo ciertas condiciones, por ejemplo, si A expresa, estado
solido, B el oro y € maleable, dicha identidad expresard que el
oro es maleable en el estado sdlido, 0 oro sélido igual 4 sélido
maleable. Para 'indicar la diferencia ¢ completa  desemejanza
emplea el 8igno ~, 'y para-un modo ‘general -de relacion el si-
guiente w1, En:conformidad con lo arribaiindicado, siendo 4 y @
By b,.... términos contradictorios la cley: de:contradiceién: se
expresard por las ecuaciones Aa—o, A Bb=0; 4 BCa=0, ete
La combinacién de un término consigo mismo que expresa la
ley de simplicidad (Law of simplicity) ya conocida por Beecio que
dice: «Velut si dicamy: sol;-sol, 'sol, non tres soles effecerim,
sed.uno», ete. (De Trinitate et Unitate Dei), tiene su representa-
cion simbolica d=dd=AAAd=e¢tc. Bl cardcter de esta nueva
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logica consiste en prescindir de las restricciones del sistema de
Aristoteles yrprocederpor sustitucidn de los semejantes, admitiendo
eliprincipio «de infevencia, & saber, que lo cierto de una cosa ¢ cir-
cunstancia es cierto de otra cosa 4 circunstancia idéntica 6 equiva-
lente: Kl caso més sencillo de la- inferencia inmediata ‘consiste en
agregar un calificativo & los dos miembros de una-identidad,
asi de A==DB se concluye AC=BC, de A= ABresulta 4= ABC.
De una identidad simple A=25 y de una parcial B=DBC, se de-

‘duce, sustituyendo el segundo miembro deésta en el de la pri-

mery;‘que A=DB C, de

A=AB, B—B0, resulta - A—:4 B.C,
vd’e A=4 B, B=AB, resulta A=RB, ete.

'"No' son estos los tinicos resultados del procedimiento de la
sastitucion, pues empleando las proposiciones disyuntivas, y
aplicando las ‘leyes de contradiccién y dualidad, llegamos &
resultados que exceden extraordinariamente & los limites de la
logica peripatética, y revelan toda la fecundidad del sistema de
Boole, que/de una manera mads clara, sencilla y conforme con las
leyes «de la inteligencia, ha expuesto el filésofo Jevons.

Lias tres leyes arriba mencionadas permiten analizar todos
los resultados de una afirmacion cualquiera. La ley de dualidad
desarrolla todas las clases que pueden constituir todas las com-
binaciones posibles de las condiciones contenidas en dicha afir-
macion, la-de identidad nos autoriza 4 sustituir 4 un término-lo
que se afirma ser 'idéntico al mismo, la  de contradiccion nos
permite eliminar toda clase ¢ alternativa contradictoria -con las
condiciones dadas. Empleando el signo :|-dela alternativa, si
con lag premisas:Ad=DB; B=0, se trata de obtener la descripeién
completa ‘de 4 como las alternativas en-cuestion deben conte-
ner A;-se obtendrd -que |

, —ABC‘ l ABc | AbC [ 4bc;

pero hs alternatwas AbC yoid b esexpresan: contradiceién y. se
anulan;‘en virtud'de A=DB; pues cada una contiene B contra.
dictorio® con b, y-la alternativa 4 B¢ se elimina en virtud de
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set B=0; luego AB( es la descripcion completa de 4, segin las
‘premisas consideradas. . .~ t

Para cualquier ntimero de condiciones, el sistema.légico que
examinamos se reduce 4 las operaciones de clasificacion, de se-
leccion y eliminacion; por ejemplo: A y B producen cuatro eom-
binaciones; 4, B y C ocho; 4, B, Cy D dieciséis, etc.; y esto con-
duce al alfabeto ldgico de Jevons, que concibe cualquier grupo de
combinaciones como una parte de la clase superior 6 summun
genus; y el abaco (The Logical Abacus), ideado por dicho fildsofo,
tiende 4 simplificar mecénicamente el trabajo de combinacion
y eliminacién.

Ademds de cuanto se acaba de exponer acerca de este sis-

tema que aproxima y relaciona las ideas de cantidad y eualidad,

se expresan las analogias de los términos numéricos y légicos,
estableciéndose que los simbolos matemdticos se subordinan &
las leyes de los simbolos légicos. Respecto 4 la inferencia ma-
temdtica, el principio universal es el que nos permite sustituir lo

igual por lo igual, que puede enunciarse de la manera siguiente:

Cualquiera que sea la-relacidn e una cantidad con otra, existe la
misma relacidn con toda igual ¢ ésta, y en conformidad con el
fil6sofo Morgan, que hall6 la validez de muchos argumentos en

que los razonamientos matematicos y l6gicos se hallan combina- -
_dos, concluye al establecer el significado numérico de las condi-

ciones légicas, que 4 cualquiera ecuacion de cualidades podemos
hacer corresponder una ecuacion de ntimeros.

_Un nnevo desenvolvimiento del Algebra geométrica, esen-
cialmente distinto de los que emanaron de la obra de Argand,
algo parecido 4 la teoria de las equipolencias extendida al espa-
cio, revela el concepto del'matematico Sir W. R. Hamilton, que
agrega 4 los«dominios del Algebra y de la Geometria su teoria
de los cuaternios, en la cual, ademds de un nuevo ecdleulo, apa-
recia un nuevo sistema de Geometria analitica, 6 un nuevo sis-
tema de coordenadas que traducen con suma sencillez las rela-
ciones de las magnitudes extensas y dirigidas. !

‘El descubrimiento de Hamilton se enlaza con el cdleulo gene-
ralizado de Grassmann y IHankel, con las equipolencias de
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Bellavitis y con'las tendencias la l6gica deductiva de Boole y
Jevons. IF'undandose en la distincién de dos espeecies de magni-
tudes reales, & saber, las magnitudes numéricas ordinarias, de-
nominadas en este sistema escalares, por concebirse originadas en
[a‘idea de una escala que se extiende sobre una recta desde las
regiones del infinito negativo 4 las del infinito positivo, en la
cual se hallasen inscritos los valores numéricos, y las magnitu-
des que incluyen en si los atributos de longitud rectilinea y
direccidn definida, expresadas con la denominacion de wvectores.
Como en las obras de Bellavitis, todas las rectas iguales y para-
lelas, se representan por un mismo simbolo, que depende en el
sistema de Hamilton de tres elementos numéricos, sirviendo un
vector para expresar una traslacion en el espacio, y andlogamente
al concopto fundamental de la teoria del gedmetra italiano,
si ‘entre tres vectores, por ejemplo, no paralelos d wn mismo plano,
eviste wuna relacion con coeficientes reales 1, m, n de la forma

lLeAB+4m.CD+n.E F-=0,

sin que ninguno de los vectores sea nulo, ésta se descompondrd en
las tres siguientes : =0, m=0, n=0, lo que expresa la condicién
esencial de dichos vectores, designados por 51, 1,5, O porit il
de representar tres unidades irreducibles entre si. En cuanto 4 la
analogfa de las propiedades de los cuaternios y los simbolos de
la légica de Boole dados & conocer en su obra: On the laws of
thought, citaremos las palabras del matemético inglés Sr. Tait.
«La semejanza sorprendente de estos dos sistemas de simbolos,
tipos de procedimientos que son en el fondo los mismos, nos su-
giere la observacion de que sélo existe una ciencia tnica de
Andlisis matematico, con diversas ramas, si bien con distintos
procedimientos en ‘cada una. Porla una, esta ciencia nos descu-
bre los misterios'de la Geometria de posicién, fuera del dominio
del razonamiento ‘geométrico ordinario; por la otra, permite al
l6gico llegar 4 verdades ‘de deduccion que no habria- podido
jamds obtener sin el auxilio del instrumento de las férmulas.

En la teorfa de Hamilton, el simbolo (/=1 se emplea como
una - realidad geométrica, apta para representar una posiciéon
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cualquiera en‘el espacio. Por la expresion-de un- cuaternio bajod!
lar forma "N (cosf4-o senf) enla que N es una ‘cantidad nume-
rica, § un dngulo real’ y o corresponde d la relacién wi==u1
aparece una ‘motable analogfa con la férmula de Moivrey si
bien| v no ‘es equivalente al elemento algebraico /=<1, pues’

representa la unidad de longitud, segiin una direccion pADA en el
espacio. Y- si los‘demds sistemas de representacién geométrica ses

fundan enla eleccion 'de una direccion particular para repreo:
sentar’ la “de 'las  cantidades reales, en el de Hamilton se ‘pue-

den considerar como imaginarias 6 como geomdtricamente realeg ! -

todas las direcciones sin excepcion; ol método de log cuaternios
es” independiente del empleo de ejes coordenados &' de otras:
direcciones cualesquiera tomadas a priori. : =

Sin detenernos en la adicion de los vectores, conforme total-
mente con'los sistemas anteriores, cuya expresién generalests:
dada por la formula AB4BOH....4 YZ=AZ, indicaremos la des:
composicion de un vector, segun tres vectores dados; no para-
lelos“entrosf dos 4 dos, ni paralelos 4 un mismo plano ‘que le’
conduce d1a expresion p=wi-|-yj+ 2k del mismo, siendo it h
vectores-unidades - perpendiculares entre sf, 'y pasaremos 4 la
cuestion de los productos y cocientes de vectores que hace diferir
absolutamente el método delos cuaternios de los'demds métodos
matemédticos.

La transformacién de un vector 04 en otro OB que no le
es paralelo, se verifica mediante dos operaciones, independientes
una de otra, consistentes: 1.0, en aumentar ¢ disminuir la lon-

2

gitud de 04, segun la razon ?)T; 2.9, en hacer girar 04 alrede-
£

dor de-0 hasta coincidir en-direccién con OB; La primera opera-
cién se expresa por un nimero, la segunda exige conocer tres
elementos, 4 saber, los dos dngulos que determinan el plano en:
que se efectia la rotacion de 0.4 y el dngulo que expresa el valor
de dsta. Por consiguiente, el operador 6 agente que transforma
un‘vector en otro, el cual se denomina multiplicador, por asi-
milarse sus propiedades ¢ las'de este elemento algoritmico, de-
pende de cuatro ntimeros distintos; derivindose de aquila palas

B
bra euaternio: Dichas -dos operaciones 6 factores consti'tuye.n el
tenisor y: el wersor.del cuaternio, denominaciones que Kcaracterl;.zan
la, extension ewlongitud y la rotacidn, siendo el tensor de un sm,rl-,
ple versor igual & la unidad. Pero en conformidad con la teoria
dedos pares de Poinsot, un cuaternio puede representarse, por
una longitud tomada perpendicularmente al plano del versor,.-
es-decir, segin el eje del versor, cuya direccién: positiva se define
considerando un espectador sobre dicho plano y segun el eje; de
manera que vea efectuarse el giro producido, por el -versor, de
derecha 4 izquierda (sinistrorsum) 6 en sentido directc.J, y. la', lon-
gitud del expresado eje, que para un Versor. es la.m .umde’td lineal,
para un cuaternio en general serd una longitud igual 4 la rela-
cién %ﬁl; y la consideracién de los versores-cuadrantes, funda-

L] ke
mental-en la teoria de los cuaternios, se establece ficilmente,

pues suponiendo tres vectores-unidades perpendicula.res entre s
I, 7, K, dispuestos entre si de manera que una rotacnﬁ.n positiva;
de un dngulo recto alrededor de 1 (considerado como e]e-respe'eto
al plano J OK) conduzea 4 J 4 coincidir con K, por una 1'0tag1(’)n
alrededor de J, K coincida con I,y por otra alrededor de K, I
coincida con J, y designando en cada caso por i, j, & los verso-
res-cuadrantes, tendremos las relaciones: ;

K , e ce iy ,
it s T re i ol e e ) [ e Ny e L
‘J._zojx__zJ,vK Jovy JIyI ‘7‘
K - ¢ 0,90 8

Ademads, en virtud de ser e resultard también que:
—J ; —K =TI
e b i Jem K e 6 o K= I m =k 6 - Tk
]{ =710 J—1](: T ]0 ) ik

deduciéndosé, eh. fin,; que:
—J=iK=i(i)) =i, — K=jI=j(jK)=]K, —I=kJ=k(FD)=FT,
6-las relaciones fundamentales 2=—1,j2=1, k*=1;y de estas

relaciones se deducen:los’ valores de:los productos; dos 4 dos,
delos versores ‘cuadrantes; es:decir, que:ij=k, ki=j, jk=
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Pero pudiendo emplear lasletras 4, j, % yasen su acepeién propia;

ya en la de las mayusculas correspondientes,’ en lo ¢ual mada

hay que sea contradictorio puede enunciarse-el siguiente prin-
cipio fundamental: Un wvector-unidad , CUANDO DESEMPENA" LAS
VECES DE FACTOR , puede ser considerado como un versor-cuadrante
cuyo plano es perpendicular al vector. De esto resalta adeimnds que:
el producto y por consecuencia el cociente de dos vectores perpendici
lares entre st, serd un tercer vector perpendicular d los dos primeros.
Otra representacion del cuaternio es bajo la forma de suma,
pues siendo 04 el vector unidad y 0B otro vector cualquiera,
bajando por B una perpendicular BC 4 la direccién de OX en el
plano 4 O B se obtiene un tridngulo 40 C, que segtin los prin-
cipios de la suma geométrica conduce la expresién OB=0C4-CB,
siendo OC=x.04 y CB=v 04, representando y un vector per=
pendicular & dicho plano, conforme 4 lo arriba expuesto, y asf
el cuaternio constard de dos partes: escalar y vector. Pero sin entrar
en mas detalles, terminaremos expresande la cireunstancia carac.
teristica de las operaciones del calculo, aplicadas 4 los cuater:
nios, pues mientras la suma posee las propiedades que en el
cdlculo de Grassmann definen esta operacion, y si la multiplicas
cién, que se reduce en este sistema 4 una swma esférica, posee
las propiedades asociativa y distributiva , no sacediendo lo mis-
mo con la propiedad conmutativa. i
Grassmann, ademds de su Ausdelnungslehre de 1844, publicé
su Memoria sobre los diferentes géneros de multiplicacién, exte-
rior, interior, progresiva, regresiva, planimétrica, estercométrica,
definiendo con estos términos las interpretaciones que deben
darse 4 los simbolos en ciertas combinaciones, y en su Adusdeh-
nungslehre de 1862 traté de referir 4 su método el de los cuater-
nios, asf la concepcién 'de un vector en el espacio y la adicién
¥y sustraccion de los vectores son comunes en ambos sistemas, si:
bien la suma de un escalar con un vector ; fundamental en esta
teorfa no tiene su correspondiente en'la obra de Grassmann,
yla idea del cociente de dos vectores es peculiar al cdleulo de los
cuaternios; pues, en la obra de Grassmann los cocientes son
operadores que convierten simultdneamente tres vectores dados

S T R
{4
en ofros tres, implicando una representacié’n dela transform‘aglo:
homogréfica en el espacio: Ademds, tratandos'w de mln pro Ee-
to 3><h=15, podemos considerar el 15 deducido de los ‘nu;les
ros 3 y’® por un procedimiento en qus ambos de‘selm peﬁax‘n 1ggln dAe
funciones, ¢ bien derivado del nimero 3 por L o‘pexa’m( -
quintuplicarlo, es decir, segun que los dos sean numeros, ,O [ o
sea un nimero y H una operacion. Cua'udo una linea ‘es consi
rada como el producto de dos puntos 6 un pargleloginantm'ci)er;l:'
el producto de sus lados, los dos factores son de igual na m']a Veci
cuando en una ecuacién como gz=f, en 1'clquue uy @‘S(zl o
tores, el cuaternio g expresa la doble Operacién de %gag )d\; =
en extension, siendo absolutamentg c‘hstmto en cali a e e
tor a. Y estos dos modos de concebir corresponden respectiv
i Grassmann y Hamilton.

melﬁzsarg;ﬁtados deyGrassnmnn sobre l§s cantidades) extenfé?
y de Hamilton sobre los cuaternios, de I'{lrkYman (on I luéqua Ale) -
nions and  Homoid Products of Swins of m ,Squ'(u"es), de ba-uclj};
sobre los numeros alternados,” de Gauss y. Dirichlet sobre rgs
ndimeros enteros complejos, de Kummer sobre losl nul;rT: *
ideales; unidos 4 las investigaciones de Hankel, e,nta‘o ile -
este matemédtico ya citada, ofrecen }11151 notabl{s, sintesis ‘ g
teoria de los nimeros.y de las operaciones. - e

Tn fin, las diversas obras del matematico bclfleg'e 10 FL[(--CM
de las ideas de Grassmann, Untersuc]nmgen tibe famze] . (e .
dritter Ovdnung mittelst der Grassmani’schen Aus.dehgu.{t%e .‘e z;ﬂ ;nesé
System der Rawmlehie, etc., (?1 interesm?te es.c_rlto ;3 ' nlt.e e
Schroder Der Operationskreis des Logikkalkuls; 're e‘IT s
trabajos de Boole y de Grassmann, complementan el or :
ideas de que actualmente nos ocupamos. - e

Lia teorfa de los tornillos (serews) del D Ba . con ,t]..yrl
un progreso de alguna importancia. Una c’antlldilingoes]xix‘lz Cl1(():;l
compuesta consistente en un rotador, 6 segiin la. den i
de Clifford un rotor; y-de un vector con el mismo eje, 1e -
misma naturaleza que el tornillo, siendo el grado de e ?vlam(;)el
de dste el cociente de la longitud-absoluta del .ve<'3tor Pm to}z‘x -
rotor; cantidad compuesta que Clifford denomind un- moor, d
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nominacién sugerida, por el teorema de estdbica que e‘szesfa e
composicién.de un sistema de fuerzas. OLL 8Hp ¢ r2o0h

Las.multiples investigaciones del malogmdo geometm ingléss
W K. Clifford, sobrelas teorfas modernas de la ciencia, -especials
mente de cardeter geométrico, reunidas en la obra Mateniaticid j pas
pers, editada por Mr. R. Tucker (1882), constituyen una Impor-
tante sintesis de los resultados obtenidos por los mds notables
inventores matemdticos de la segunda mitad de este siglo, que
aquél.generalizo y amplificé con sus propios descubrmneutos

Cinéndonos d lo que tiene relaciéon con el Algebra, la teoual
expuesta por: Grasmann en la obra ya citada, cuyos principios)
excitaran la ‘admiracion de Clifford al considerar la influencia
que. deben ejercer en la Matemdtica futura, los cuaternios der
Hamilton y los descubrimientos de Rlemmn Beltrami, Klein
sobre el hiper-espacio y las diversas clases de Cxeometrla consti-
tuyen los. fundamentos cn que se apoyan las dlsq11151c1011es de/
Clifford respecto del Alcrebm DY

‘Relacionando laidea de Hamilton con la doctrina del Dr. Ball
se ocupa de la composicién de dos fuerzas 6 de dos velocidades,
cuyas lineas de accién 6 cuyos ejes no se encuentran, y llega 4 la
reduccion de un sistema de fuerzas 4 una fuerza P y 4 un par @&
cuyo plano es perpendicular 4 la linea de accién de aquélla 6 eje
central, que el Dr. Ball asimila 4 un tornillo cuyo eje coincide

. ! (O
con el eje central, siendo el grado de elevacién el cocwute B 6

la relacién del par 4 1a fuerza. Y asf como un vector @ranslation-

velocity) y un rotor (rotation- -velocity ) son respectivamente una
magnitud asociada con una direccién 6 con un eje, lanueva can-
tidad,. que.es la suma-de dos 6 mds rotores. ( twist-velocity or
wrench) es una magnitud asociada con un -tornillo, (screw), d:la
que Clifford denomina un motor. Pero-wiicuaternjo es la relacion
de dos vectores, que es la combinacion, de una, razén numériea;
con una rotacion, 6 como se'dijo; el producto de un tensors yuu:
versor; y la relacion de dos rotores es la, combinacién de una
razon numeérica con una torsiéon (twist), y-estos: resultados con-
ducen 4 definir la operacion que transforma un motor en: otro

R e

Aéf shabiendo considerado Clifford cada motor como ]'t suma de
dos rotores que no se encuentran; designdndolos por .« y'g, y por¢
un! tensor-wist cuyo eje'los encuentra segin dugulos rectoss ¢« es
ufv rotory yotfrotro 8 y supomendo la eustenma de la pl‘Ople-
dad dlstnbu‘mv lesulta s . Shatche
gt my-no

i (m a+1z Bl==my+tmnpo -6 :m, 2
encontrando el eje de ¢, segtin dngulos rectos, 4 los de 'l(’)s“ mo-
tores ino|-ng y my-ns, reduciéndose cada uno de estos ofos al
otro;porla-misma operacion que reduce o dy 6 ?‘.ein.S. En'fin,
siendo’ 'y B dos motores y o el simbolo que-aplicado é, an
motorlo cambia en un vector paralelo 4 su‘ejey pl'oporc;gn:stl;

al rotor parcial del mismo, la expresion —;4—=t—|—gw d que llega

Clifford,;indica que la relacidn de dos motores se expresa’ por la
suma de dos partes, una de las cuales esun tensor-torsor (tensor-
twmt) o la otra o estd multiplicada por un cuater mo gy cuando

los motores son a4-wB y y+4ws, haciendo 7_9, obtlene

¢ (e ol)=y+go=y40q8,

y definitivamente,

- yod
(qFor) (efw)=y+ws 0 g—[—w;:—a—_l:—w—p—, |

expresién que por no introducir una nueva pfﬂabra llama bi-cua-
ternio; por més que Hamilton designé’ con este nombre los» cua-c
ternios'de coeficierites complejos; ‘

Pero Clifford; metafisico’d la par’ que matemdtico , era ante
todo gedmetra inclinado al método simbolico de Cayley, honda-
mente preocupado por la doctrina’de” Riemann- sobre’ el hiper-
espacio; deinfloencia decisiva en casitodas sts nwgstlo.rgcxones
Bl osistema igeométrico fundado  por Lobatchewsky? mdepen-
dientemente del: postulado'de Buelides, en que la suma de los
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dngulos de un tridngulo sea menor que dos rectos, la noeién del’

espacio de curvatura constante positiva, que radica en la teorfa
de las superficies de Gauss, el espacio de curvatura constante
negativa en que se funda la geometria pseudo-esférica del mate-
matico italiano Beltrami, denominados respectivamente por ol
geometra Klein espacios eliptico & hiperbilico , asi como el de tres

dimensiones ‘en esta clasificacién es el espacio parabdlico , log’
cuales originaw las tres especies de geometria eliptica, hiperbélica
y parabdlica, son para Clifford la° amplia base sobre que so des’

arrollan sus propias investigaciones sobre las teorfas de Hf\mllton
y de Grasmann. .

La nocién delo absoluto que en la teorfa de lus distancias hace
consistir Cayley en dos puntos imaginarios fijos y la recta'que

los contiene, situados & una distancia infinita (Phil. trans. 1860°

A sizt Memoir wpon Quantics), si se trata de la geometria del
plano, sustituyendo & aquéllos la circunferencia imaginaria en
que la superficie esférica corta al plano, si se trata de la geome-
tria de la superficie esférica, conduce & caracterizar las tres es-
pecies de geometria arriba enunciadas, conforme lo hace Clifford,
segun que la forma cuadratica (quadiic) que sustituye Cayley al
circulo imaginario 4 distancia infinita es imaginaria ;6 una forma
cuadratica real umbilieal, 6 una cuadrdtica imaginaria que dege-

nera en una seccién conica al perder una de sus dimensiones;en

fin, la consideracion de dos puntos conjugados 6 distantes entre si
en un ‘cuadrante, y en general la de dos lineas polares entre si;
que permite reducir una linea 4 otra mediante una rotacién alre-
dedor de dos ejes polares, desarrollada también en la Memoria
de Cayley, constituyen el fundamento sobre que expone Clifford
sus generalizaciones acerca de la teoria de los cuaternios. En su
Preliminary sketch of  biguaternions una' velocidad de torsiéon
(twist-velocity) de un cuerpo rigido, puede considerarse respecto
d dos ejes, porque una traslacion, segin un eje, es lo mismo
que una rotacion alrededor del eje polar y viceversa, de manera
que una velocidad de torsion 'se compone de dos velocidades
de rotacién (rotation-velocities) alrededor de dos ejes polares § y @,
y el movimiento puede considerarse, ya como una velocidad de

“
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torsion alrededor de un tornillo (serew) cuyo grado de elevacion

es %l y cuyo eje es el primero, ya alrededor de un tornillo cuyo

gr 0 ¢je es el polar. Y si un

cuerpo rigido adquiere snnultaucamente una rotacién alrededor
deun eje é igual traslacion segin el mismo, todos sus puntosdes-
cribirdn rectas paralelas, siendo dicho movimiento al mismo
tiempo una rotacion alrededor de una de estas lineas, combina-
da con una traslaciéon igual respecto & la misma.. Pasando por
alto las importantes consideraciones de Clifford respecto 4 los
motores representados en el espacio eliptico, a la teorfa de los
tornillos en el espacio de curvatura constante (On the theory of
serews, ete.), al movimiento de un cuerpo en un espacio eliptico
(Motion of a solid, etc.),llegamos al desenvolvimiento de su doc-
trina sobre el Algebra extensiva. En su Memoria « dpplications of
Grassmani’s extensive Algebra» se propone determinar el lugar-de
los cuaternios y lo que él llamé bi-cuaternios en este sistema,
explanando las leyes de esta Algebra, y generalizarla por la apli-
cacién 4 cualquier numero de dimensiones. Observando que el
Ausdelmungslelre estd fundado en el caso de la multiplicacién
cuyos factores son numeros y que los cuaternios en el de signi-
ficar uno de los factores un numero y el ofro uns operacion, y
opinando (ue cuaternios corresponden no & los «Lilementargidsses
del Ausdehnungslehre, sino & sus productos binarios, eonsidera
los siinbolos 4, j, % de la teoria de los cuaternios como versores
rectangulares actuando sobre las cantidades ¢, iy, iy iy, % i3, que
son unidades de longitud medidas: sobre los ejes en direcciones
positivas, es decir, cantidades que tienen magnitud, direccién -y
posicion (rotons), distintas de los vectores (vectors) que no tiénen
posicién , cuya naturaleza es respectivamente la de lag velocida-
des de rotacion 6 traslacion. Y si en la geometria eliptica 6 hiper-
bélica de tres dimensiones, los cuatro puntos iy, ¢, iy, 5 repre-
sentan los vértices de un tetraedro conjugado consigo mismo
respecto.al absoluto, de manera que la distancia de cada dos
sea un cuadrante, el producto de cuatro puntos o8y & contendrd
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tres clases de tcrminos, 4 saber: de cuarto orden, de segindo
orden y de orden cero, pudiéndose desarrollar segtin ocho
términos como sigue:

oY O=a~-E by, iptsC iy by by 1,
siendo # y s diferentes, y todo producto de un nimero par de
factores lineales, tendrd la misma forma, que es el bicuaternio

de Clifford 6 la forma g-f-wr, siendo ¢ y » cuaternios, pues
haciendo w=1,1, i, ,, tenemos que

=l Uy, J=lgly, k=i iy,

wi=lw=1, i;, W=jw=i,i,, Vh=ko=izi,, wl=1,

y el producto de un nimero par de factores mayor que dos, es
una funcién lineal de 1, 4,7, &, o, wi, wj, vk, produciendo la

multiplicacion por w el efecto de eambiar un sistema en un

sistema polar con respecto al absoluto.

Al proponerse Clifford el clasificar las dlgebras geométricas,
distingue las de un ntimero par de las de un numero impar de
dimensiones. Y como la geometria de un espacio eliptico de
dimensiones es lo mismo que la geometria de los puntos 4 una
distancia infinita en un espacio homoloidal (flat) 6 parabélico
de n--1, la teorfa de los puntos 6 rotores en el primero equivale
4 la de los vectores y sus productos en el segundo. Asi, condu-
ciendo el dlgebra de cuatro unidades 4 los bicuaternios, se re-

" duce 4 la de puntos y rotores en el espacio eliptico de tres dimen-

siones 6 4 la de los vectores y sus productos en un espacio homo-
loidal de cuatro dimensiones, siendo ademas anglogas al Algebra
de cuatro dimensiones, todas las de un nimero par de éstas.

Esto expuesto, distingue Clifford la multiplicacién polar en
la que el signo del producto cambia con el orden de dos factores
adyacentes, de la ordinaria ¢ conmutativa que llama escalar
(scalar), correspondientes 4 la exterior & interior de Grassmann,
Indica ademds que las cantidades extensivas de este gedometra
6 numeros alternados de Hankel permiten representar la geo-
metria proyectiva de » dimensiones; pues, por ejemplo, mientras

i
en la_geometria plana a=a, i,+a,iy+a,i; representa un punto
centro de inercia de las masas a,, @,, a; colocadas respectlvamente
en los piintos fundamentales, y (si los productos i, i, i3 iy, 7 g
significan rectas que unen éstos entre si), el producto

1 b=(tt, by— 0 by) iy Tn—(015 by—a; by) igiy-F (@, by—05b,) i 4
representa la recta que une los puntosa, b, el producto ternario

abe= ['0; 0 Og |1 t50a
by by b,
€] 5.3

es proporcional al drea del tridngulo a b c que se anula cuando
los tres puntos se hallan en una recta. Representando las uni-
dades alternadas tres puntos en un plano, las unidades- en el
sistema de los cuaternios representan tres vectores per pendlc_u-
lares entre si, siendo, como ya se sabe, los cuadrados de estas
unidades —1, en vez de cero. Y, en fin, después de examinar
Clifford las consecuencias de aplicar 4 un sistema de » niimeros
alternados la tltima condicién del sistema de Hamilton , haciendo
w=1,0,.... 7 deduce que w?==t1 segin que % n(n--1) s par.6
impar y que i,;=z=wi; segin que » es impar 6 par, llegando d
distinguir cuatro clases de dlgebras geométricas, segﬁn que :

1:0 =0 (modid ), ol ol Qist o L
2.0 n=1 (mdd 4), w*=—1, mb:m o
3.9 n=2 (méd 4), v*=—1, g :
4.9 n= (mod 4), 0?=—1,

caracterizadas por el signo de w? y la naturaleza de la multi-
plicacion wi. :

§ 4.0—Generaeion del concepto de cnalidad en laaplieaeion del Algebra & 1a'Geometris,
6 on general, & la resolucion de problemas de orden concreto.

Las correspondencias que se habfan notado en la geometria
carfesiana entre la variacion de signos y la, dlsposmlon de las
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figuras fueron el punto de partida de un sistema de investigacio-

nes concernientes, médsbien que & la ciencia algébrica considerada

en sf, 4 la correlacion que existe entre los principios de la misma

-y el modo de existir de las entidades del orden concreto 4 que

éstos se aplican. : |

Carnot, en su Gdométrie de Position, se propuso explicar lo
negativo y lo imaginario, considerados hasta su época como
seres de razon sin existencia real G objetiva, y buscé la solucién
del problema examinando en les dominios de la geometria los
modos de ser de las cantidades afectadas de los signos — y /=1,
basando su nueva doctrina en lo que denominé correlaciones
directa, inversa y compleja. '

Con el fin de evitar el empleo de las cantidades negativas

aisladas, considera cada cantidad como diferencia de otras dos,
y establece el orden directo, es decir, aquél en que una canti-
dad CD, por ejemplo, proviene de la diferencia de otras dos BC
y BD cuando BC>BD y el orden inverso, 6 aquel en que, por
una variacion sucesiva de estas cantidades, la que era mayor
llega & hacerse menor, verificindose que B D>BC. ;

La teorfa de Carnot se funda, pues, en el examen de lo que
llama sistemas correlativos, que pueden considerarse como los di-
ferentes estados de un sistema variable que se transforma por grados
insensibles.

Si se trata de la figura formada por un tridngalo 4 BCy la
perpendicular 4 D bajada desde el vértice 4 & la base, de las
expresiones

AB’>=BD*1-AD? AC*—=CD24- AD?
se deduce que: AB’—AC*=BD>—(CD?, siendo BD=BC—CD.

Y reemplazando por BD? su valor deducido de esta ultlma ex-
presion, resulta que

AB2—AC?—= B2 BC ..CD:

Este razonamiento serd aplicable, sin modificacién alguna
mientras D se halle entre B y C; pero si ahora suponemos que
por una variacion continua del punto C éste llega & situarse

=BT
entre By D, entonces no serd OD=BC—BD como anteriormente,
sino CD=BD—BC, y (D habré pasado 4 ser inversa, ohtenién-
dose para este caso que

AB*— AC=B(>-2 BC.CD,

que difiere de la arriba obtenida en el signo del término gue con- .
tiene la cantidad 0D, que se halla ahora en correlacién inversa.
Expuestas estas breves indicaciones, nos bastard enunciar
el principio general de la teoria de Carnot, que es el sig uiente:
Para hacer las férmulas de un sistema cualquiera de eanti--
dades inmediatamente aplicable 4 otro sistema que le sea corre-
lativo, basta: 1.0 Hstablecer la correlacion de los-yalores absolu-
tos, sustituyendo para cada una de las que pertenecen al sistema
primitivo, tomado como término de comparacion, el valor abso-
luto que le corresponde en el otro sistema. 2.° Establecer la

correlacion de los signos, cambiando en las formulas el signo de

cada uno de los valores cuyas cantidades se hallan en sentido
inverso en el segundo sistema, y conservando 4 las demas el signo
de sus correspondientes en el sistema primitivo
Pero ademis de la correlacion directa é inversa existe lo que
Carnot llama correlacidn compleja, es decir, aquella en que los
cuadrados U otras funciones de dos cantidades se hallen en
correlacion. Esto ocurre respecto al sistema «, =, y y al o, @, ',
4 que se aplican las ecuaciones ‘

9

a24-a2—2—0, a?—a?y =

pues no existiendo correlacién directa ni inversa entre dichas
cantidades, por no poderse reducir las ecuaciones 4 la misma
forma mediante un cambio de signo, hay correlacién inversa
entre los cuadrados de i ¢é 3/, es decir, del sistema @3, 2%,y con
el a2, 2%, 2. Y aunque las dos ecuaciones propuestas no puedan
reducirse 4 la misma forma cambiando los signos de 2, 7', puede
esto conseguirse sustituyendo y'y/—1 por y'.

Poncelet, el continuador de este orden de 1doas iniciado por
Carnot, parte en sus investigaciones v(Apl)hcauoms d’ Analyse et
de Géométrie, t. IT) de la ley de los signos de posicion en la
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Geometria, que reconoce hallarse expresada por los érdenes de
correlaciones, y juzga necesario el admitiv el principio de conti-
nuwidad para explicar las correspondencias entre la Geometria y
el Algebra, cuyo fin es dar significado 4 los simbolos de esta
ultima y hacerlos desaparecer de la categoria de seres de razdn-

Funddndose en la variacion continua de los sistemas de can-
tidades, examina los intervalos para los que ciertas magnitudes
geométricas son inconstructibles, 6 cesando de existir son pura-
mente ideales, y en este caso cree permitido considerarlas como
magnitudes indeterminadas que no dejan de existir en las ecua-
ciones 6 relaciones métricas correspondientes. Distingue el razo-

namiento explicito que sélo se aplica 4 magnitudes absolutas y es

el empleado por los geémetras de la antigiiedad, que fundaran
la Geometria sintética, del razonamiento implicito propio del
andlisis cartesiano; por el primero, las ecuaciones establecidas
solo se refieren & un estado particular del sistema, y la serie de
razonamientos debe volver 4 establecerse de nuevo para otro
estado distinto; por el segundo, las expresiones a—b, / a—1, etc.,
se consideran como verdaderas cantidades, ya sea ¢ mayor 6
menor que b; y siendo las ecuaciones que 4 ellas se refieren pura-
mente algebraicas ¢ literales, nada podrd, en la serie de sus
transformaciones sucesivas, indicar el modo de existencia para
cada estado de las magnitudes; pues lo signos que las representan
les hacen adquirir una indeterminacion que no tienen realmente,
y obligan 4 razonar de una manera implicita sobre las combi-
naciones abstractas del calculo, sin permitir al que asi procede,
percibir la naturaleza de las expresiones algebraicas resultantes
de dichas combinaciones, ni reconocer si ha dejado de seguir la
marcha del razonamiento explicito; pero el resultado final de
oste razonamiento, no conservando huellas de las transforma-
ciones que han sufrido las relaciones primitivamente dadas, y
siendo la indicaciéon de las nuevas relaciones que existen entre
las magnitudes indeterminadas del sistema, ocurrird que serd
preciso considerar estas relaciones como pertenecientes y e 'Lphca-
bles 4 todos los estados posibles del sistema.

Esta extension indefinida de los resultados del razonamiento,

e

que conducen 4 las consideraciones metafisicas de las cantidades
negativas, infinitas, imaginarias, observa Poncelet que no difiere
en el fondo del modo de proceder de los geémetras de la anti- -
giiedad, cuando empleando el método analitico admitian a prior:
como cierta y existente tal 6 cual proposicion que se trataba de
probar 6 descubrir, y que resultaba justificada cuando la conclu-
sion de la serie de sus rigurosos razonamientos no ofrecfa nada
de absurdo, de contradictorio 6 de imposible.

Admitiendo Poncelet el principio de continuidad, observa
que éste supone en la figura, de cuya consideracion se parte y d
la cual las demds correlativas se refieren, todos los objetos y.
magnitudes reales y geométricos; y si una relacion dada se re-
fiere, ya 4 un estado ideal de dicha figura, ¢ indica operaciones
que no son sabsolutas, esto proviene de haberse extendido 4 tal
estado 6 modo de ser, invocando el principio de continuidad 6
empleando el razonamiento implicito, teniendo la relacién de
que se trata su origen en un estado anterior, donde todo era real
y absoluto. Ademas, el principio de continuidad en su generali-
dad sélo tiene un cardcter relativo, pues estableciendo la perma-
nencia de las relaciones, nada establece sobre la naturaleza y
existencia de los objetos. Y aun cuando algunos de éstos dejen
de existir, dichas relaciones no llegan 4 ser absurdas ni despro.
vistas de significado, pues sirven para caracterizar y determinar
la verdadera naturaleza del sistema 4 que se aplican por la in-
compatibilidad de dependencias que expresan entre los ‘objetos
que permanecen reales y los que han perdido su existencia geo-
métrica individual, indicardn la no existencia de los objetos, y
por su incompatibilidad servirdn para caracterizar y definir el
verdadero estado de la figura. :

En Algebra, la no existencia se expresa casi siempre con los
mismos signos explicitos que la magnitud absoluta y real, porque

a—b, —— 1/a—

pueden indicar indistintamente maguitudes absolutas, ideales 6
imaginarias. En Geometria, cuando se trata de relaciones pu-
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ramente métricas, por representarse las magnitudes mediante

letras, signos 6 caracteres abstractos, puede hacerse persistir

mentalmente la existencia de los objetos que cesan de ser cons-
tructibles geométricamente. Y asi como hay nombres para ex-
presar los diversos modos de la existencia, debe haber para ex-
presar la no existencia, y en efecto, cuando se dice que dos rectas
paralelas se encuentran en el infinito se da idealmente una existencia
indefinida 4 su punto de interseccion, y se establece la idea de con-
tinuidad en el movimiento posible de este punto; lo mismo puede
decirse de la proposicion siguiente: Todos los punios del espacio en
el infinito deben considerarse distribuidos sobre una y tinica super-
ficie plana sitwada en el infinito.

Por ultimo, pasando & cuestiones de otro género, si se consi-
dera el sistema de una recta y una curva situadas en un mismo
plano, que supondremos se cortan en diversos puntos, y la recta
se desvia de su posicion primitiva por un movimiento continuo,
podra suceder, que llegando & pasar su punto de interseccion al
infinito, la recta llegue & ser paralele & la rama correspondiente
de la curva; también podrd suceder que dos puntos de intersee-
cion, aproxim&andose continuamente, acaben por confundirse
cesando de ser distintos, y aunque su distancia mutua haya
perdido su existencia, para seguir atribuyéndole una existencia
ideal se considera 4 la recta que los une como un elemento infini-
tamente pequeno, y, en fin, si la recta continta separdndose, los
dos puntos, después de haberse aproximado & una distancia infi-
nitamente pequeiia, pierden su existencia geométrica y conser-
vandoles una existencia, por lo menos de signo, se dice que estos
dos puntos han pasado & ser imaginarios.

Estas importantes consideraciones desenvueltas ampliamente
por el ilustre gedmetra, producen como resultado las teorias de
las curvas suplementarias y de las cuerdas ideales, cuya exposicion
pertenece de lleno 4 la Geometria.

Cournot en su obra De lorigine et del limites de la correspon-
dance entre U Algebre et la Géomdtrie hace un profundo andlisis,
no solo de las relaciones que existen entre ambas ciencias, sino
de los conceptos que caracterizan 4 la primera, fijando su modo
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de'ser en el dominio de la Matemética. Conforme con los puntos
de vista de Poinsot, halla en el entendimiento al lado de la idea:

de numero las no menos generales ni menos necesarias de com-

binacién y de orden, como se revela en todos los idiomas que

presentan la serie de los nimeros ordinales, paralela 4 la de los -

numeros cardinales. Establecidos los conceptos primordiales de

la ciencia, entre los que distingue el de orden periddico que surge

del enlace del numero y el orden, desciende & la esfera de las
aplicaciones, 4 la medida de las magnitudes, & la correspon-
dencia entre nuestros conceptos y los fenémenos que nos su-
giere la idea de la magnitud continua, de la nocion abstracta
de nuimero pasa 4 la-concreta de medida que se refiere 4 la de
magnitud y & la wnidad tomada en acepcién distinta 4 la que
tiene en la Aritmética pura. Examina las inducciones por las
que se extiende el célculo 4 las magnitudes medidas por los
nimeros fraccionarios € irracionales, concluyendo que el pro-
blema de fijar las relaciones entre los fenémenos naturales ha
conducido 4 inventar un sistema de signos generales que, sien-
do originariamente indicaciones de operaciones numeéricas, se
han incorporado 4 la expresién de las magnitudes determina-
das y aisladas. A la cuestion de la eleccion de unidad arbi.
traria, sigue la cuestién de eleccion de origen, cuando se trata
de la situacidn en el espacio ¢ en el tiempo; y al examinar

las cantidades como positivas 6 negativas, Cournot advierte la-

perfecta simetria entre la adicion y la sustraccion aplicadas 4
este género ‘de cantidades, ademds la teoria de las ecuaciones,
y, en general, todas las teorias algebraicas perderfan su regu-
laridad, su simetria y su generalidad, si no se tuvieran en
cuenta los valores fraccionarios, inconmensurables 6 negativos,
y,en fin, los imaginarios, ultimo grado 4 que Cournot llega
solamente por una especie de mduccmu fundada en la generali-
dad del Algebra.

Pero ol Algebra no es s6lo una ciencia con su constitucién
propia, sino que ademds es un lenguaje; y al modo de traducir
las condiciones de los problemas por medio de este lenguaje
dedica la mayor parte de su obra, haciendo ver c¢émo la corres-
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pondencia no es siempre perfecta puesto que las cuestiones aso--
eiadas por analogias naturales se ven frecuentemente disociadas:

en las ecuaciones que las traducen. Estas asociaciones 'y disocia-

ciones que en los problemas geométricos corresponden d las’

ramas de una misma curva 6 4 curvas distintas, le conduce a
considerar el sistema cartesiano que substituye un método uni-
forme de combinacién y deduccion fundado en el mecanismo del
calculo 4 las construcciones variadas é ingeniosas que no proce-
diendo de reglas fijas, s6lo pueden ser obtenidas por una especie
de adivinacién, concluyendo que en la teorfa de las funciones

debe buscarse la exacta definicién de los lazos de afinidad entre:
los diversos problemas; y distinguiendo en la teorfa de las mag-

nitudes ésta como unarama independiente de la Aritmética pura
y de las propiedades de los nimeros, siendo otra rama la logistica
que trata de las propiedades de las magnitudes en cuanto proce-
den de la teoria de los ntmeros 6 que extiende 4 las magnitudes
continuas ciertas nociones de la Aritmética pura, ciertas propie-
dades fundamentales de losnimeros, dando ulteriormente origen
al Algébm propiamente dicha.

En la obra de M. Duhamel Des méthodes dans les sciences de
raisonmement que principia por una interesante exposicion del

“andlisis y la sintesis en la demostraciéon de las proposiciones y

en la resolucién de los problemas, se sigue de una manera rigu-
rosa la sucesiva generalizacion de los conceptos de la cantidad y
de las operaciones, exigida para introducir en los dominios de
la ciencia los modos de ser de aquélla como fraccionaria, incon-
mensurable, negativa ¢ imaginaria, sin salir este sistema de los
dominios de lo abstracto, es decir, sin dejar de expresar un sis-
tema de correlaciones independientes de las aplicaciones.

Muy diferente de la obra del Sr. Duhamel, la obra del profe-
sor Hotiel Théorie élémentaire des quantités complexes, ofrece siste-
matizados los descubrimientos mds importantes de este siglo, que
enlazan el concepto de niimero con el de la magnitud extensa
y que pasando de la representacion gedmetrica de las cantidades
segtin las teorfas de Argand, Cauchy y Hamilton hasta las emi-
nentemente generales de Grassmann y Hankel en que se distin-
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gue la materia i objeto, de la forma delas operaciones, cqllstituyé
un cuerpo de doctrina conforme al cardcter armonico de la Mate-
mética actual, muy diferente del cardcter restrictivo con que en
los tiempos de Laplace se admitian ciertos conceptos que hoy se
han desenvuelto para darle nueva forma y hasta nueva natu-
raleza. \

El matematico francés Vallés, tan conocido por su obra ya
citada sobre la ciencia del cdleulo, amplifica sus primeras ideas
en su nueva obra Des formes imaginaires en Algébre, principiando
por analizar estas formas en el dominio abstracto, que se nos
ofrecen como consecuencias de operaciones algebraicas practica-
das sobre expresiones reales, poseyendo, por consiguiente, el
verdadero cardcter de seres algebraicos, y como la manifestacion
de lo imaginario es la consecuencia de una contradiccion expli-
cita ¢ implicita introducida, ya en los datos de una cuestion, ya
on el curso del razonamiento, la imposibilidad y la contradiccion
deben ser equivalentes, hallando ademés en lo imaginario no
s6lo el aviso de que la cuestién es imposible en los términos
segtin los cuales ha sido expuesta, 6 con los medios empleados
para resolverla, sino que por la forma del mismo, la indicacion
precisa de la especie de contradiceion. Asi, por ejemplo, siempre
que para satisfacer 4 una cuestion sea preciso elevar el resultado
al cuadrado, una soluciéon de la forma ay/—1 es comprensible,
pudiéndose decir que lo imaginario |/—1 es lo negativo de los
cuadrados, transportado sobre sus raices.

La manifestacion de lo imaginario en la resolucion de las
ecuaciones, debida ya al planteo del problema, ya 4 los proce:
dimientos empleados para llegar & la solucion, ya 4 alguna im-
posibilidad exigida en las condiciones. Kl poder del Algebra
de crear nuevos tipos de relacion, para que formulemos &
nuestra vez, segun las leyes naturales de los objetos sometidos
4 nuestras especulaciones y segin el grado de nuestras inteli-
gencias, las diversas aplicaciones que de ellos pueden hacerse, la

relacion entre nuestra inteligencia, que no siempre se da cuenta .

de las incompatibilidades latentes en una cuestion y el Algebra
que corresponde por medio de una operacion imposible, nuestra
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feaccién sobre cierta imposibilidad que podemos hacer desap:
recer, suprimiendo los obstdculos que su presencia nos revela.
Estas cuestiones 4 que D’Alembert, Carnot, Poneelet y Poinsot
principalmente han consagrado sus esfuerzos, son tratadas en la
obra del Sr. Vallés como preliminar 4 la teoria de lo imaginario
en el orden concreto, conforme 4 lo que expuso en sus Ktudes
philosophiques sur la science du calcul.

8§ V.—Generacion de los concepios de combinacion y de orden.

Las ideas de combinacién y de orden son las que méds carac-
terizan al A]gebra ¥ permiten que se distinga de las demds ramas
de la Matemitica, confundidas algunas veces con ella bajo ciertos
puntos de vista. Los principios combinatorios que producen toda
la trama del cdleulo, prescindiendo de la naturaleza de los obje-
tos & que se refieren sus simbolos, también son fundamentales
en esta parte de la teoria de las ecuaciones, en que relegando 4
lugar secundario la idea de cantidad, se busca la multiplicidad
de maneras de ser de una funcion, segun las varias maneras de
combinarse los elementos que la constituyen, orden de ideas que
han explorado principalmente Vandermonde, Lagrange, Abel y
Galois. Pero ademds de la variedad que cabe en la existencia de
una funcién, segun la distribucién de sus elementos y la relacion
de coexistencia entre el estado de aquélla al anularse y éstos im-
plicitamente contenidos en la misma combinados con ciertas
constantes ¢ pardmetros y enlazados por las operaciones del
cdleulo, debemos considerar otra coexistencia de ciertos esta-
dos de determinadas fanciones ¢ formas que conservan entre si
una relacion fija cuando las variables sufren transformaciones
lineales, cuyo estudio hoy se incluye en el leebm de las formas.
Lo cual exige que el modo de generacién de los conceptos que
constituyen esta rama del Andlisis y especialmente del Algebra,
se trate en' la seccién de ésta que también se ocupa de la teorfa
algebraica de las ecuaciones.

Greneracion de los conceptos que constituyen la teoria de las
eouaciones,—Ya desde la época de los griegos, el concepto de
combinacién aparece en las propiedades de los nimeros figura--
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dos y durante la Edad Media predomina en las propiedades qué
sirven para clasificarlos. En la época moderna Newtop, en su
célebre binomio, deja consignada una de las mds brillantes 'y
fundamentales leyes de la Combinatoria. Cramer en su Introduc-
tion & Uanalyse des lignes courbes, su regla para determinar los
valores de las incognitas en los sistemas de ecuaciones, fundada
en la teoria de la combinaciones y permutaciones, y germen de
la teoria de las determinantes que mds tarde elevaran 4 tan.
alto grado Gauss y principalmente Jacobi. Bezout_y .Eul(.all', casl
simultdneamente, hacen progresar la teoria de la eliminacion, d(?
cardcter combinatorio. Vandermonde, Waring y Lagrange, b}
principios de este siglo, desenvuelven la teoria de las. funciones
simétricas: Cauchy, mds tarde, se ocupa de las funciones alter-'-
nadas, y forma una importante sintesis de IE.\. t?oria de las s‘ustT-
tuciones, que le debe entre otros, el descubrimiento de la transi-
tividad, asi como Jacobi, segiin ya hemos m‘auifestad‘o, estable(,:e
como cuerpo. de doctrina de considerable importancia la ‘9601'15%
de las determinantes, y especialmente en ella la de las determi-
nantes funcionales.

Otra serie de descubrimientos que llega 4 enlazarse 0.01'1\103
anteriores para constituir con su trabazon mut.ua.laj sintesis de
la ciencia, es la que podemos considerar p1‘1nc:‘1p1ando en el
siglo XVIIL, y que estd constituida por las sucesivas tentativas
de los analistas, encaminadas 4 resolver las ecuaciones, como
en el siglo XV se resolvieran las de tercero y cuarto grado, y el
método de los coeficientes indeterminados, debido 4 Descartes,
os uno de los medios para este fin mas usados.

Bl P. Leseur, en su Mémoire swr le calcul intégral, siguiendo
este procedimiento, llega & descomponer una ecuacion de
séptimo grado en una de quinto y otra de segundo, cuya resolu-~

cion depende de otra de vigésimoprimero, una de décimo des-

compuesta en dos de octavo y de segundo grado, conducen &
otra del grado noventa y uno, y asi sucesivamente, de modo que
la dificultad del problema acrece.
1427 7 et}
Fontaine, en las Mémoires de I Académic de 1741 presenta un
método original para la resolucion de las ecuaciones de tercero y
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edarto grado, que pretende hacer extensivo 4 las do’ grados 'su:

periores, consistente en hacer la enumeracion de todas las formas
que pueden adquirir las de los diferentes grados, segiin todas

las combinaciones de signos y la existencia ¢ ausencia de dife-

rentes términos, desarrollando cada una de ellasen todos los fac-
toves iguales y desiguales, reales 6 imaginarios que puedan pro-
ducirlas, y halla para las de tercer grado dieciocho formas, para
las de quinto novecientas trece y las de sexto habrian exigido
un tomo. Si, pues, dada una ecuacion se pudiera reconocer la
combinacion de factores que le convienen, existiendo tablas de
todas las formas y de dichos factores correspondientes, cree este
geometra que se llegaria 4 la resolucién completa de las ecua-
ciones.

Euler, en esta serio de tentativas infructuosas, aspira 4 des-
componer las ecuaciones de grado par; pero la ecuacién de los
grados octavo, dieciséis, treinta y dos, ete., conducen 4 ecuacio-
nes de grados que llegan 4 ser enormemente elevados, y desis-
tiendo de esta tentativa intenta unnueve procedimiento sugerido
por la observacion de cémo se hallan expresadas las rafces en el
segundo y tercer' grado, é induce que en una de grado m la rafz
debiera hallarse constituida por m—1 radicales de grado
pero las dificultades de la eliminacién al aplicar este artificio 4
laecuacién de quinto grado, le obligan & desistir de su propésito.

No citaremos las tentativas de Bezout, Vandermonde y
Waring que conducen 4 resultados también infructuosos; pero
sf nos hallamos en el caso de citar el interesante procedimiento
de Lagrange que, aunque deju sin resolver el problema, tiene
gran importancia en el organismo del Algebra, pues se funda
en una de las ideas capitales de la teorfa de las ecuaciones algé-
bricas, y en efecto, este método estriba en la formacion de la
ecuacion cuyas rafees son funciones racionales no simétricas de
las de otra ecuacion dada. Asf, pues, para la ecuacién de tercer
grado forma los valores de una funciéon lineal de las tres rafces
que pueden obtenerse por todas las permutaciones de ésta, y deter-
mina la ecuacién de que depende, fundandose en la relacién que
existe entre los coeficientes de una ccuacion y las funciones

S TS

simétricas de sus rafces; consigne también, empleando andlogo
procedimiento, resolver la ecuacion de cuarto grado; pero este
éxito, debido 4 la circunstancia de que en la de tercer gradc el
cubo de la funcién sélo puede adquirir dos valores distintos por
las sustituciones de las raices, dependiendo la solucién de una
ecuacion de segundo grado, y en la de cuarto, de que pueden
formarse funciones de cuatro variables que sdlo tienen tres valores,
no tiene lugar al tratarse de grados superiores, y asf la ecuacion
de que depende la funcién

t=w 4o, Foa?eyt-... a1,

en la que « expresa una de las raices imaginarias de la ecua-
cion =1 es del grado 1.2.....n que se reduce & la de otra de
grado n—1 cuyos coeficientes dependen de una de grado
1.2..... (n—2) cuando p es un ntimero primo; y cuando es com-
puesto m=np, llega 4 reducir la cuestion & la resolucion de n
ecuaciones de grado p, con andlogas dificultades.

Después de esta primera fase de la cuestion relativa 4 la reso-
lucion algébrica de las ecuaciones, que termina con la duda de
Lagrange, acerca de poder llegar & resolverse con éxito, sucede
otra de mas positivos resultados, que comienza en las investi-
gaciones relativas 4 las funciones semejantes y en la resolucién
negativa. que da Abel al problema, demostrando la imposibi-
lidad de la resolucion general del problema.

Lagrange en las Mémoires de I' Académie de Berlin de 1770
y 1771 demostro que cuando se halla determinado el valor de
una funcién racional de las rafces de una ecuaeién, se puede
obtener el valor de otra funcién racional cualquiera de las mis-
mas, y Abel descubrié una clase de ecuaciones resolubles alge-
braicamente, pues observando en las ecuaciones 4 que conduce
el problema de la division del cireulo, la propiedad de que cada
una de sus rafces puede expresarse en funcion racional de cual-
quiera de las demas, dedujo que si dos raices de una ecuacién
irreducible se hallan ligadas entre si de modo que la una se
pueda expresar en funcion racional de la otra, puede reducirse
su resolucion & la-de otras ecuaciones de grados menores. Asf,
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pues, cuando # raices pueden expresarse en funcién de una de
ellas por la serie de valores

i e s sl ta s siendoi ity ==

y el grado de la ecuacién irreducible, que esignal & maw, las p
raices se distribuyen en i ciclos de n, y su resolucién se reduce

d la de m ecuaciones de grado », que contienen respectivamente

las de cada ciclo, dependiendo los coeficientes de eada una, do
una ecuacion de grado m que determina dicho gedmetra, fundado
en las investigaciones de Lagrange, llegando finalmente, 4 re-
solver cada ecuacion de grado = en funcién racional de una
expresion radical y de Jas cantidades conocidas.

En su Memoria Sur la résolution algébrique des équations,
reduce la resolucion de este problema & los dos siguientes:
1.0, hallar todas las ecuaciones de un grado determinado cual-
quiera que sean resolubles algebraicamente; 2.0, juzgar si una
ecuacion dada es resoluble algebraicamente ¢ no.

Después de definir lo que se entiende por satisfacer algebrai-
camente una ecuacion algebraica y distinguir las ecuaciones, que
son resolubles algebraicamente de las que pueden satisfacerse
algebraicamente, la resoluciéon del problema le conduce & resolver
otro, & saber: Hdllar la forma mds general de una expresion alge-
braiea, y la primera condicion 4 que ésta deba sujetarse es la do
satisfacer 4 una ecuacion algebraica; pero verificada esta condi-
cién, para saber si puede particularizarse de manera que satis-
faga 4 la ecuacion propuesta, es preciso busear todas las ccua-
ciones 4 las que puede satisfacer, y en seguida comparar éstas
con aquélla, lo cual conduce al nuevo problema: Hallar todas
las ecuaciones posibles d que wuna funcion algebraica puede satisfacer.
Pero una funcion algebraica puede satisfacer 4 una infinidad de
ecuaciones diferentes, y cuando la propuesta queda satisfecha
podra ocurrir que ésta sea la de menor grado 6 que haya otra de
grado menor y la mds sencilla de la misma forma 4 que dicha
funcién pueda satisfacer, lo que conduce: 1.9, d juzgar si una
ecuacion propuesta es reducible 6 mo; 2.9, d juzgar si una ecuacion
irreducible puede & no ser satisfechu alyebraicamente. Considerando
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desde luego el segundo problema, cémo al ser irreducible la ecua-
cién propuesta serd la mas simple 4 la que la expresion algebraica
obtenida puede satisfacer; para asegurarse de si puede ser satis-
fecha 6 no, serd preciso buscar la ecuacién de menor grado & (ue
una expresion algebraica puede satisfacer, y en seguida compa-
rarla con la propuesta. Y el problema que es preciso resolver serd,
el siguiente: Hallar la ecuacidn menos clevada d la que una funcidn
algebraica puede satisfacer.

Pero para evitar Jas complicaciones 4 que conduce este
procedimiento, encuentra preferible: Hallar la expresion alge-

braica_mds general que pueda satisfacer ¢ una ecuacidn de grado

dado. Y aunque no llega 4 la resolucion completa de este pro-
blema, llega & importantes teoremas que le permiten formular
una regla general para reconocer si una ecuacion propuesta es
resoluble 6 no. :

En fin, la determinacidn de la forma general de una Capesion
alyebraica, la determinacion de la ecuacién menos elevada ¢ que
pueda satisfacer wna expresion algebraica dada y la forma de Ta
expresion algebraica que puede satisfacer d una ecuacidn irreducible
de grado dado son las cuestiones que sucesivamente resuelve

Abel en su interesante Memoria (Oeuvr. comp. t. 1T, XVIII).

Kronecker, investigando acerca de estas conclusiones de
Abel, observa que si al enunciado del problema: Hallar lu ex-
presion algebraica mds general que pueda satisfacer ¢ una ecuacion
algebraica, se aniade lo que es necesario para hacer la cuestion
determingda, precisando la manera de depender la expresion
buscada de los coeficientes de la ecuacion, se tendrd la proposi-
cién siguiente: Hallar la funcidn mds general de cantidades dadas
cualesquiera A, B, C,.... gu.chaz‘isf(/ga & una ecuacion de. grado
dado, cuyos coeficientes son funciones racionales de estas cantidades.
Pero como, segiin este matematico, se debe suponer la scuacion
irreducible relativamente 4 4, B, C,....., es decir, que siendo
4, B, C.,..... cualesquiera, la ecuacién no debe poderse descompo-
ner en factores de un grado inferior, cuyos coeficientes sean
funciones racionales de 4, B, (..., el problema anterior puede
enunciarse asi: Dado un wimero entero n, hallar la [uncion alge- '
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braica mds general de A, B, C tal, que entre las expresiones que de
ella se deducen atribuyendo d los radicales sus diversos walores,
haya 0, cuyas funciones simétricas sean racionales en A, B, C,.....

En el caso de ser n (que es el grado de la ecuacién euyas
rafces son las expresiones de que se acaba de tratar) primo, Abel,
on la Memoria citada, dedujo las dos formas siguientes para
dichas expresiones buscadas:

n—1 il 1

prbs T s (1] pokB mak B (2]

y Kronecker observando que son demasiado generales, es decir,

que contienen funciones algebraieas que no corresponden & la
cuestion, y que entre las contenidas en la [2] las que satisfacen
al problema deben tener ademds de la propiedad de ser las fun-
ciones simétricas de R, R,,..... racionalesen 4, B, C,....., laide
que las funciones ciclicas de R, R,,..... tomadas en cierto orden,
sean igualmente racionales en 4, B, C,....., 6 que la ecuacidn de
grado n—1 cuyas rafces son Ry, Ry,....., sea una ecuacion abeliana,
entendiendo por ecuaciones abelianas la clase particular de ecua-
ciones resolubles consideradas por Abel en la Memoria X1 del
primer tomo de sus obras, y por funcién ciclica de » cantidades
Ly, Frevis Xy 18 €XPresion (x, d-o wy--.0 (o "Lz en la que's
es raiz dc aP—1,

Pero segin el razonamiento de Kronecker, «toda ecuacién
resoluble algebraicamente de un grado primo » es una ecuacion
abeliana, cuando se considera como conocida una cantidad g que
4 su vez es raiz de una ecuacion abeliana de grado n—1, 6 blen
cuando las » raices de una ecuacion resoluble se hallan siempre
- ligadas entre si de manera que se tenga

Z:f( 1’\)’zd_f(z )1 """ 21:f<’2m9>,

designando /(z, p) una funcién racional de z, de s’y de 4, B, (',...,
y siendo p una raiz de una ecuaciéon abeliana cuyos coeficientes
son funciones racionales de 4, B, C,....» y esta relacién entre
las raices de toda ecuacion resoluble, es para dicho analista el

gy
verdadero origen de la propiedad sefialada por Abel y Galois,
como el cardcter especial de las ecuaciones resolubles de grado
primo, & saber: que cada ralz debe ser una funcién racional de las
otras. :

En fin, la consideraciéon de que, si el problema primitivo
consistia en hallar todas las ecuaciones resolubles, el siguiente:
«Dado elfitimero » hallar la formh més general de una funcién
algebraica de 4, B, C,..... tal, que entre las diversas expresiones
que resultan de la combinacién de los valores de los radicales en
la misma, haya n cuyas funciones simétricas y ciclicas (siendo
éstas relativas 4 un orden determinado de las » expresiones)
sean racionales en 4, B, C,....» se reduce a obtener todas las
ecuaciones abelianas, y el teorema siguiente que tiene lugar, no
s6lo para un grado primo, sino para todos los casos: Las raices
de toda ecuacidn abeliana con coeficientes enteros pueden expresarse
racionalmente por medio de las rafees de la unidad , de manera
que estas ecuaciones abelianas generales no son en realidad mds
que ecuaciones de la divisién del circulo, constituyen las con-
clusiones ms importantes del trabajo de Kronecker, acerca de
la resolucion de las ecuaciones.

A estos resultados deben agregarse los de Gralois, que se re-
sumen en su Memoria Sur les conditions de résolubilité des équa-
tions par radicaur (1846), basados en su teorfa de la adjuncidn,
os decir, enr considerar como conocidas ciertas irracionales, pro-
cedimiento por el cual ecuaciones irreducibles pueden pasar & la
categoria de reducibles, y estableciendo la propiedad de lo que
lama grupo de la ecuacidn, 6 sea el sistema conjugado propio de la
ecuacion, llega 4 reducir sucesivamente el orden de dicho sistema
por la sucesiva adjuncién de radicales, hasta el caso en que
reduciéndose 4 la unidad, la ecuacion quede resuelta, terminando
por aplicar sus investigaciones 4 las ecuaciones irreducibles,
cuyo grado es un nimero primo, y por deducir las condiciones
necesarias y suficientes para su resolucién por radicales, redu-
cidas & que la resolvente de Lagrange tenga wna ratz racional.

Por ultimo, ademds de las investigaciones de M. Hermite

acerca de la obtencion de las raices de una ecuacmn irreducible
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de grado primo resoluble por radicales, mediante dos cuales-
quiera dadas, y de la resolucion de quinto grado reducida de
Jerrard 4 que llega obteniendo las rafces separadamente me-
diante el empleo de variables auxiliares, dehen citarse los resul-
tados de M. Jordan, autor delaobra héorie des substitutions, que
apoydndose en la idea de Galois de considerar en cada ecuacién
lo que llama el grupo propio, que permite conocer la ley de las
sustituciones que dejan invariables las funciones de las raices
racionales expresables por los coeficientes, se propone hallar la
naturaleza de las relaciones que pueden existir entre las diversas
irracionales algebraicas, obteniendo como resultado el teorema
siguiente: La relacion algebraica ds general que pueda exvistir
entre las raices de dos ecuaciones irreducibles con coeficientes racio-
nales, consiste en la igualdad de dos funciones racionales formadas
respectivamente con las raices de estas ecuaciones. Ademds se pro-
pone determinar los tipos de ecuaciones resolubles por. ){((]wulps
concluyendo:

1.0 Que la solucién del problema para un valor cualquiera »
del grado se deduce de las soluciones del mismo problema para
los valores de grado que son, entre los divisores de n, potencias
de nimeros primos. 2.0 Que la resolucion de este problema para
uno de los divisores p* se reduce 4 la de otros problemas anélo-
gos' relativos 4 ecuaciones de grado menor que el propuesto,
llegandose por la aplicacion repetida del mismo métodg 4 ecua-
ciones de grado bastante poco elevado para que la resolucién
llegue & ser intuitiva. :

Algoritmo de la forma.—Aunque el origen de este algoritmo

se halla en una Memoria de Boole (Mathem. Jowrn. Cambridyg. 1841),

“cuya teoria se debe casi por completo al célebre matemdtico
inglés Cayley en sus diversas Memoirs upon Quantics que se hallan

contenidas en varios tomos de Philosophical transactions, debe

comprenderse aqui cuanto se refiera 4 la eliminaciéon y d las

formas homogéneas y especialmente a las funciones siméiricas,
por el importante papel que desempefnan unas y otras en esta

teoria que trata eseucialmente de la propiedad de invariacidn de

las formas por efecto de una substitucion lineal.
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Respecto 4 las funciones simétricas, el teorema de Newton
que establece la relacién entre las funciones simétricas de las
raices de una ecuacion algebraica y los coeficientes de ésta es la
proposicién fundamental. Entre los geémetras que se han ocu-
pado de dichas funciones deben citarse principalmente Vander-
monde, que imaginé una especie de signo 6 algoritmo por medio
del cual se construyen formulas generales que dan inmediata-
mente la expresion de una funcién simétrica cualquiera (Acaden.
des Seiences 1771) y ademéds construyd las primeras tablas de estas
funciones, que Meier Iirsh después perfecciond, Waring que
expuso su muy conocido método 6 ley de formacion de las mis-
mas en sus Meditationes algebrice, Lagrange que las emplea con-
tinnamente en su método para caleular una funecion de las raices
de una ecuacion dada, cuando se conoce otra funcion de éstas,
y en sus investigaciones para obtener las resolventes de las ecua-

.ciones de tercero, cuarto y de un grado cualquiera (Mem. de

I"Acad. de Berlin 1700y 1771), Cauchy, que dié un nuevo método
en su Mémoire sur la résolution des equations numériques et sur la
théorie de Uélimination (1829) y en sus Hvercices de Mathématiques.
Mids tarde Cayley y Brioschi, principalmente, perfeccionaron
estos métodos empleando la consideracion del peso de las fun-
ciones y las propiedades de las derivadas parciales de las funcio-
nes simétricas con respecto 4 las raices y 4 los coeficientes, esta-
bleciendo métodos continuamente empleados en la moderna
Algebra de las formas, debiéndose 4 los matemdticos Cayley y &
Sylvester el fundamental teorema que expresa el grado y la con-
dicion de ser isobdrica de la funcién de los coeficientes 4 que
corresponde una funcién simétrica.

La teoria de las determinantes cuyo ongen se halla en la
obra de Cramer, Analyse des lignes courbes, 1750, provee 4 dicha
Alorebm de su elemento mds 1mportante Las determinantes
fueron consideradas por Cauchy como funciones alternadas.
(Jowr. de U Eeole Politechnique XVII cahier), y el teorema de
Binet y este matemdtico, acerca de la multiplicacién de las de-
terminantes, constituye una proposicién fundamental de la teorfa
cuyo desenvolvimiento se debe principalmente & Gauss, que los
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emple6 como elemento esencial en su teorfa de la equivalencia y
clasificacion de las formas (Disquis. arith.) y & Jacobi, cuyas
investigaciones se hallan en diferentes tomos del Jowrnal de
Crelle, entre las que deben citarse la descomposiciéon de una de-
terminante en una suma de productos de determinantes parcia-
les, las propiedades de lus determinantes adjuntas empleadas antes
por Gauss en sus ])icguisi{imm arithmetiquee y desenvueltas tam-
bién por Cauchy (Jour. de I’ Eeole Polyt. XVI calier), y en fin,

la teoria de las determinantes funcionales, entre las que se
hallan la jacobiana y la hessiana. Ademds de las propiedades de

las determinantes. gauchas, segin la denominacién de Cayley,

descubiertas por este matemitico, que también designé con el
nombre de ortogonal al género de sustitucion lineal tratado
por Euler, Cauchy, Jacobi, Brioschi y otros gedmetras en el
problema de la reduccion de las formas 4 sumas de cuadrados,
deben citarse los variados resultados obtenidos por Iesse en esta
teoria.

Los trabajos de Euler, y sobre todo de Bezout, relativos 4 la
eliminacién, pueden considerarse como el origen de una de las
mds importantes teorfas del Analisis. De los extensos trabajos
de este tltimo, publicados-en las Memorias de la Academia de
Berlin, sélo citaremos el fundamental teorema acerca del grado
de la ecuacion final y el método que ha conservado su nombre

y del que, en realidad, la mayor parte de los conocidos son

meras variantes en el fondo

Ademds de los métodos de Euler y el dialitico de Sylvester,
fundados en el procedimicnto de los factores indeterminados
que conducen 4 resolver sistemas de ecuaciones lineales, hay
que considerar el del mdximo comun divisor, cuyo perfecciona-
miento se halla expresado en el teorema que Lubatie di6 4 cono-
cer en 1832. Las propiedades de las funciones simétricas son
también base de multitud de procedimientos de eliminacion.
Lagrange emplea preferentemente las funciones simétricas en las
eliminaciones que exigen sus mdtodos de resolucién de las ecua-
ciones algebraicas, y su método logaritmico se funda también en
la formacion de dichas funciones. Cauchy lo emplea asimismo
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para obtener el tltimo término de la ecuacién de las diferencias
de las rafces de la propuesta. El procedimiento seguido por
Poisson (Journal de I Feole Polytechnique XI¢ cah.) permite exten-
der el teorema de Bezout relativo 4 la ecuacion final, 4 un nu-
mero cualquiera de ecuaciones, extension fundada en la consi-
deracion de las funciones simétricas de las soluciones comunes
4 varias ecuaciones. -

Para expresar el desenvolvimiento que ha obtenido hasta
la actualidad la teorfa que expresa la propiedad de inva-
riacidn de las formas, & consecuencia de una sustitucion lineal,
serfa preciso analizar las extensas y numeroras Memorias,
principalmente de Sylvester, de Salmon, en Inglaterra; de
Aronhold, Clebsch y Borchardt, en Alemania; de Hermite
y Jorddn, en Francia; de Brioschi, Betti, Battaglini y Cre-
mona, en Italia, cuyo resumen se halla en Lessons introductory
to the modern higher Algebra, de Salmon; en la Théorie des
formes binaires, de Fad de Bruno, y en la Teoria de las formas,
de Rubini.

Solo citaremos, para distinguir algunos puntos culminantes,
las investigaciones de Cayley sobre las formas candnicas de las
formas binarias, sobre las hiperdeterminantes, y la resultante
para cuya obtencién di6 un metodo en que fundé sus investiga-
ciones sobre el nimero de invariantes de las formas binarias
(Jowrnal de Crelle), sobre la particion de los numeros (Quat,
Math., 1855), sobre las condiciones necesarias y suficientes para
que una forma sea una covariante, sobre el nimero de cova-
riantes fundamentales (Second memoir upon Quantics), y en fin
su algoritmo para representar y formar invariantes y covarian-
tes; las investigaciones de Sylvester, que entre otros resultados
le condujeron 4 la emanante y & la cataleticante; las de Fad de
Bruno, que denomind y caracterizé 4 las intermutantes ; Hermite,
cuyos variados resultados se publicaron en el Jowrnal de Crelle y
Camb. and Dublin math. Jour, & quien se debe su ley de recipro-
cidad y st teorfa de las covariantes asociadas; Aronhold, autor
también de-diversas Memorias y que ha dejado un algoritmo
importantisimo por las ventajas que ofrece para el estudio de
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las invariantes y covariantes de formas de diversas variables,
constituyendo un ecdleulo simbélico.

No siendo ficil detallar el contenido de todas las Memorias
citadas 6 4 que se ha hecho referencia, se hard una excepcién
de Sizt Memoir upon Quantics, de Cayley (Phil. trans., 1860) que
se refiere 4 las correspondencias de la geometria con las formas
binarias y ternarias. La geometrfa de una dimensién se halla
reducida 4 una interpretacion de la teoria de las formas bina-
rias, y la nocién de distancia se establece sobre principios pura-
mente descriptivos. La geometria de una dimensién se trata
como una geometria de puntos en una recta y la de dos como
una ‘geometria de puntos y rectas en un plano. Los diversos
puntos de la recta estdn determinados por las coordenadas (z, ).
Una ecuacion lineal (#) (z, #)=0 representa un punto, y una
ecuacién tal cemo (#)(z, y)*=0 se descompone en m ecuaciones
lineales y representa un sistema de puntos de orden . Los pun-
tos componentes del sistema ¢ los factores lineales se llaman
rafces. A m=1, 2,3..... corresponden un punto simple, par 6
triple..... La ecuacién (*)(z, ).=0 puede tener dos 6 méds raices
iguales 6 el sistema puede tener dos 6 mds puntos coincidentes.
Asf, cuando la diseriminante se anula, la ecuacion tiene un par
de raices iguales 6 el sistema un par de-puntos coincidentes 6
dobles. En el caso . de la cuadrética (, b, ¢) (2, y)*=0, la condi-

Una eovariante de la ecuacién (#)(z,7)»=0 reducida d cero
origina un sistema de puntos (point-sistem) enlazado de un modo
definido con el sistema primitivo. La anulacién de las invarian-
tes y de las covariantes implica, pues, relaciones entre los pun-
tos del sistema. En particular para los puntos (points-pairs)
representadog por las formas

(@50, ¢)iwyyP=07 (o', b )l ) =0
si la invariante a¢’'—2060'4-ca'==0 se anula, existe una relacion

armonica, y este género de consideraciones conduce 4 la teoria
de la involucién. Los tres puntos dobles U=0, U'=0, U''=0

e
se hallardn en involucién, cuando las cuadraticas U, U, U” se
hallen ligadas por la relacion lineal (syzyg)

)\ U-*—)\, U/—l—-)\” U”:O.

Un sistema de puntos en una linea se llama un sistema pun-
tual (range) y un sistema de lineas trazadas por un punto un
haz (pencil). Las teorfas de los sistemas puntuales y de haces
constituyen la geometria de una dimensién; pero en geometria
de dos dimensiones el sistema puntual y el haz pueden coexistir
en un plano como su comun locus in quo. Si, por ejemplo, dados
un punto y una linea, se trazan lineas desde aquél 4 los diferen-
tes puntos de ésta, se tendra un haz y un sistema puntual. Esto
conduce 4 la homografia, que también se llama teoria de la
reciprocidad. :

En la teoria de las distancias, examina Cayley lo que llama
el Absoluto, y trata de la distancia de los puntos armonicos res-
pecto & este, cuya distancia es un cuadrante, considerando el cua-
drante como la unidad de distancia. En la geometria de dos dimen-
siones el Absoluto es cierta conica, comoen la de una era cierto
punio doble, y una recta cualquiera determina con el Absoluto
(cuts it in) dos puntos que son el Absoluto respecto a dicha recta.
Expuesta la nocion de polo de una linea con relacion al Abso-
luto, establece la propiedad de ser la distancia de dos puntos 6
lineas igual 4 la distancia de sus polares, 6 que las distancias
de-dos polos y de las polares correspondientes son iguales. Bas-
tan estos simples enunciados para formarse idea de los puntos
que trata la Memoria de Cayley, cuyas consecuencias también
desenvolvi6 Clifford en sus Mathematical papers, y ademds se
hallan expuestos en A4 treatise on the higher plane curves de Sal-
mon, con frecuencia por el mismo Cayley; siendo algunos de
estos conceptos los que sirven en las Lecciones de Geometria de
Clebsch para establecer la interpretacion geométrica de las for-
mas binarias y las intimas conexiones entre la teorfa de las for-
mas ternarias y la Geometria del plano; pues dados dos puntos
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fundamentales A y B, si py q vepresentan las distancias 4 cada
uno de ellos de otro C situado en la recta que determinan,
siendo la distancia A B igual 4 ¢, se tendrd siempre p--g=¢,
y C estard determinado por la relacién de p y ¢. Un punto cual-
quiera de la recta estard determinado, pues, por dos nimeros
@y, ¥, que se consideran como sus coordenadas. A cada valor

o

7y e 1 DR
de — corresponde un valor tnico de =, y por consiguiente, un
. q

solo Bj)unto delarecta. Ademas las transformaciones lineales tienen
una significacion geométrica, pues toda sustitucidn lineal cuya
determinante no es nula, es idéntica d un cambio de puntos funda-
mentales , en la interpretacion geométrica en que la relacion de las
variables estd representada por wun punto de una recta. Represen-
tando una forma algebraica de orden », igualada & cero, un
sistema de » puntos sobre una recta, la condicién para que éste
posea una propiedad independiente de la situacién delos puntos
fundamentales estd dada por la anulacion de la funciéon de los
coeficientes de la forma representativa del sistema de puntos,
que es la invariante de ésta. La invariante simultdnea de dos
formas estd caracterizada por la condicién de que Jos dos grupos
de puntos correspondientes tengan un punto comun, condicién
independiente de la posicién eventual de los puntos fundamen-
tales de las coordenadas, y en general las invariantes y covarian-
tes de las formas binaries, igualadas 4 cero, representan re-
laciones proyectivas entre los elementos de las series de puntos
y haces de radios. Pero una sustitucion lineal es susceptible de
otra interpretacion, pues en vez de represenlarse un mismo
punto por medio de elementos de bases diferentes, dicha susti-
tucion podra representarse como una relacion entre dos puntos
diferentes, referidos 4 los mismos elementos de base, 6 como la
expresion analitica de una afinidad lineal. Respecto 4 las series
proyectivas de puntos, la ecuacion a,-Arb,=0 representa cuan-
do ) significa un pardmetro variable, todos los puntos de la recta
que sirve para figurar el campo de las formas binarias; y esta
serie es proyectiva con respecto dotra ¢,--hb,=0, si se admite
que dos puntos de las dos series para los cuales ) tiene el mizmo
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valor, se corresponden ; y respecto 4 estas series de puntos puede
llegarse 4 otra
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en la cual cada punto corresponde al precedente en virtud de la
relacién proyectiva establecida entre las dos series, y el examen
de la condicién necesaria para que por el empleo sucesivo de
este procedimiento se llegue al punto inicial, conduce & la consi-
deracion del ciclo proyectivo; de manera que si en vez de puntos
en linea recta se toma como representaciéon geométrica un haz
de radios, y se eligen las dos rectas trazadas desde el centro de
éste & los puntos circulares imaginarios por radios dobles de
una transformacion lineal, esta es idéntica 4 una rotacion de
haz alrededor de su centro, y la condicién de la proyectividad
ciclica se transforma en la siguiente: un radio vuelve 4 su posi-
cion inicial despuds de haber girado n veces alrededor de su
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centro en un dngulo dado por la relacion —, lo que conduce &
¢

las ecuaciones dela division del cireulo (Legon. sur la Geom.pég. 250).
Para terminar esta teorfa de la representacién geométrica de las
formas, bastard consignar respecto 4 la teorfa de las formas ter-
narias, que teniendo esta rama del Anélisis por objeto el estudio
de las propiedades que no desaparecen en virtud de una trans-
formacion lineal, al que se halla intimamente unido el de las
propiedades de una curva algebraica 6 sistemas de curvas inde-
pendientes de la situacion de las coordenadas, ya en el sistema
puntual 6 tangencial, en cuanto 4 la interpretacion geométrica,
dicha  transformacién, no s6lo puede considerarse como una
transformacién de coordenadas, sino como una relacion entre
dos puntos de dos planos diferentes, ya se hallen éstos separados
6 reunidos, es decir, la existencia de una afinidad lineal 6 colinea-
cidn, de manera que & cada punto 2 de uno de los planos corres-
ponda un punto y del otro, y si el primer punto recorre una
curva f (w,, &, @, ), el punto imagen recorrerd otra F' (¥, 4, y/s). En
fin, las correspondencias geométricas que expresan en el dominio
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ternario las funciones que poseen la propiedad de invariacién y
que constituyen la variedad de clases siguientes: invariantes, co-
variantes, contravariantes y formas mixtas, completan el conjunto
de consideraciones relativas al Algebla, de las formas contenidas
en la obra del matematico Clebsch.

Al conjunto de las teorias combinatorias, pertenecen una
multitud de Memorias ¢ trabajos que desenvuelven algin punto
especial de las mismas, y atendida la extension de estas indica-
ciones historicas citaremos algunas de ellas.

Entre los trabajos de Sylvester, citaremos sus Memorias On @
remarkable Discovery in the Theory of Canonical Forms and of
Hiperdeterminants (Phil. Mag 1851), On extensions of the Dialytic
Method of Elimination y, en fin, On a theory of the syzygetic rela-
tion of two rational integral functions, ete. (Trans. of the Roy
Soc. 1853), en las cuales se contienen sus notables descubrimien-

_tos sobre las funciones andlogas 4 las de Sturm 4 que llega con-
siderando la naturaleza y propiedades de losresiduos que resultan
del procedimiento de la division sucesiva, y sobre las formas
candnicas y la eliminacion, expuestos en las obras destinadas 4

 la ensefianza.

Il trabajo del matematico inglés W. Spottiswoode, conocido
principalmente por sus investigaciones geométricas, On an Kz-
tended Form of the Index Symbol in the Calculus of Operation, se
reduce 4 un caleculo puramente simbélico aplicado & las funciones
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que tienen notable semejanza con las determinantes.

De indole andloga son los trabajos de los matematicos,
Mr. W. H. L. Russell y Mr. Henry S. S. Smith. El primero, On
the calculus of Symbols with Applications to, ete. (Phil. trans. 1869),
es un sistema de multiplicacion y divisién aplicado 4 funciones
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de simbolos no conmutativos, sujetos & las mismas leyes de
combinacién que los propuestos en la Memoria que Boole publi-
¢ en 1844. Considerando, pues, los simbolos funcionales (p) y ()
combinados segun la ley o2 (n) u=f (= —n) p"u, siendo u el sujeto
4 que se aplican, si P, @, R, son tres funciones de =y p tales, que
P () actuando sobre un sujeto es equivalente & I actuando sobre
el mismo, 6 PQ=ZR, distingue los factores Py @), diciendo que P
multiplica ezternamente & () 6 es un factor externo (external factor)
y que @ multiplica dnternamente 4 P, 6 es un factor interno
(internally factor), y asi llega entre otros resultados & las si-

guientes ecuaciones simbodlicas, dependientes de las leyes de

combinacion arriba expuestas.

(0% =0 (p% mh) u—=pote(rf-a)b nt u

(p2mtifor mY Y u—=pr—t (n=a)t=Nu

La Memoria de Mr. Henry Smith se reduce al cdlculo de lasg
determinantes, considerando las matrices cuadradas en ella
contenidas. :

Concernientes 4 las funciones simétricas y 4 las sustituciones
muchas son las Memorias donde los mds importantes geémetras
han expuesto sus especiales descubrimientos; y siendo imposible
citar todo lo que merece-consignarse, nos limitaremos & indicar

algunos resultados, debidos 4 los matemdticos Hermite, Cockle

y Harley.

M. Hermite, tratando de la fOpl‘CaOﬂt‘lClOD analitica de las
sustituciones, establecm la propiedad 4 que debe satisfacer una
funcién entera f(2) de 2 con coeficientes enteros para representar
una sustitucion de p indices incongruentes, segiin un modulo
primo p, consistente en que en cada una de las funciones £, (2),
13(2) ... fp—2(2) el ‘coeficiente de’ 22—1 sea congruente ‘con cero,
segtin el médulo p (designando por £ (2) la funcién entera obte-
n1da, rebajando 4 un valor menor que p, mediante la congruen-
cla z2=z(mdd p) el grado de la potencia m*™¢ del polino-
mio f(z)). Ademas, obteniendo dichas funciones susceptibles de

fi
e

i R

o oy e S T o Fer e s




5 S

representar las sustituciones bajo la forma reducida 8 z=a,z+4....
i 02242 (siendo i= 6 < p—2), concluye que es necesario
y suficiente, que elevando 9z ¢ las potencias 2, 3,..... (p-—2) y redu-
ciendo 108 resultados por la congruencia »—1=1 (mod p), los térmi-
nos independientes de 7 sean cdngruos con cero, para que dicha
forma veducida pueda representar una sustitucion.

Estas consideraciones y otras relativas & las sustituciones
tienen gran importancia en la obra del mismo matemdtico Sio
la théorie des équations modulaires et la résolution de Uequation du
cinquitme degré (1859), aunque rebasando los limites del Algebra,
pues en lugar de representar por una férmula radical con deter-
minaciones multiples el sistema de las raices, estrechamente
ligadas entre si cuando se las considera como funciones de los
coeficientes, consigue obtener, introduciendo funciones auxi-
liares, las raices separadamente expresadas por otras tantas fun-
ciones distintas y uniformes, relativas 4 dichas nuevas varia-
bles, y determinar sus valores en funcién de las transcendentes
elipticas.

Otras Memorias interesantes relativas 4 la teorfa de las com-
binaciones, son las de los matemédticos Mrs. Cockle y Harley. La
de este tltimo On the Method of Symetric Products and on Certain
Circular Functions connected with that Method (Phil trans, 1861)
tiene por objeto generalizar resultados anteriormente expuestos,
acerca de la aplicacion de un simbolo ciclico al cileulo directo de
cierta ecuacion de sexto grado, de cuya resolucién puede ha-
cerse depender la general de quinto.

Considerando las funciones X, X,,..... X,—1 lineales, no
simétricas ‘de la forma -4k w,4-....4k,_1 2, y su producto
Tt (), que se llama producto simétrico & resolvente, segin que
es 6 no simétrico, y después de determinarlo para las formas
cuadrética, cibica, etc., hasta la de quinto grado, en funcién
de los coeficientes, expone su método que & la circunstancia de
simplificar cdleulos laboriosos y hasta impracticables por otros pro-
cedimientos, la de presentar 4 la vista los resultados, sin hacer
necesario examinar los resultados de la multiplicacion, hallin-
dose representados los ciclos de las raices en la circunferencia.
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CAPITULO III =
. r D
Examen del plan del Algebr "f::“
7 [ i
§ 1.0 Preliminares-sobre la engefianza y exposicién de ehra.sin

otra
ciencia, no basta seguir en tal ¢ cual tratado el desarrollo de una
sintezsis mds 6 menos completa, realizado por un autor que
amolda d su eriterio particular y 4 fines especiales la exposicion
cientifica. Por esto es frecuente observar que ningun tratado,
en general, satisface por completo, y el que muestra excelencias
bajo un punto de vista es deficiente bajo otro. El alumno sélo
llega 4 poseer un coujunto de verdades, unas aplicables inmedia-
tamente 4 sus fines, otras que aparecen holgando sin revelar nada
al espivitu, y estos efectos quedan con cierta persistencia, produ-
ciendo prejuicios y falsas apreciaciones cuando el alumno pasa
d ser profesor y no traspasa los estrechos horizontes de las obras
llamadas de texto 6 acaso alguna que otra de consulta, sobre
todo, en Kspafia, en dende la ciencia no se ha elevado 4 las
regiones de la filosofia.

Hoy que la Matemdtica ha llegado 4 tan extraordinario grado
de desenvolvimiento, se impone la uecesidad de acompafiar la
exposicion doctrinal de una seccion critica, para que después de
conocer ¢l contenido 6 materias que la constituye en cada una
de sus ramas, se eomplete con el conocimiento de la forma que
los organiza y los hace aparecer como una totalidad.

Cinéndonos al ;'Ugebl'a, tres factores debemos considerar dis-
tintamente: la inteligencia, la ciencia y la ensefianza. La inteli-
gencia es una fuerza y una fuerza continua, ya en el transcurso
dela vida de la humanidad, ya en la de cada individuo, y 4 la ma-
nera que la accion incesante de las energfas naturales bajo las
formas de calor, trabajo mecdnico, fuerza eléctrica, de combina-
cién quimica, etc., han producido, producen -y producirdn los
incesantes cambios que constituyen la vida de lu naturaleza, la
inteligencia humana bajo manifestaciones individuales, conoci-

AN R

Lo

At

RO IS

W A A T A R T e




O

-das con los nombres de Arquimedes, Apolonio, Euclides, Descar-

tes, Newton, Lagrange, Laplace, Gauss, Cauchy, etc., sefialan en
la region de la ciencia las trayectorias de las ideas, (e son como
susdiversas ramificaciones. i

Ya sean las ideas formas « priori de nuestro conocer cdmo
opinan los que siguen la escuela de Kant, ¢ resultado de una
serie de inducciones, segin los empiritas, que en el polo cpuesto
de lag escuelas filosoficas siguen la doctrina de Stuart Mill, en
torno de los cuales parccen verse agrupados los matemédticos de
la época presente, el resultado no afecta al modo de conocer, y la

Matematica se constituye como un engranaje de verdades que

resiste toda controversia y se halla fuera de toda duda. Adoptando,
pues, la nomenclatura de las escuelas idealista ¢ espiritualista,
diremos quelas categorias, ya sean las de Aristoteles, las de Kant
U otro fildsofo, que sinteticen de un modo mds 6 menos completo
los puntos culminantes, segiin los cuales se clasifican todos los
demds conceptos secundarios 6 subordinados que la ciencia define
por géneros y diferencias, agrupdndolos, como el naturalista
agrupa los seres del universo, sefialan las diversas regiones de
eada ciencia, que coordinadas entre sf, marchan paralelas, fun-
diéndose algunas veces parcialmente ¢ compenetrandose; pero
conservando unadistineién esencial dentro de la unidad del todo.

especto al modo de conocer, lo mismo de la humanidad
que del individuo, y esto es esencial en la cuestion de la ense-
nianza, debe observarse que se verifica siempre segun cierta
discontinuidad. Ni ha existido individuo que conozea toda la
trama de verdades de su tiempo, ni época en que totalmente se
conslituya toda la ciencia que expresan los resultados obtenidos
por los espiritus mds eminentes. Nuestro modo de conocer lleva
el sello de la discontinuidad. La fe parece que salva 4 la ciencia.
Avancez et la foi vous viendra, decia D'Alembert, encerrando en
esta frase an pensamiento muy profundo. El'alumno comprende
unas verdades sin llegar 4 asimilarse las demds & que presta su
asentimiento bajo la antoridad del maestro, y nuevas tentativas

vencen nuevas dificultades. Y en las diversas épocas de la hu--

manidad sucede lo mismo; la ciencia es una sucesién de grados,

L

es.como un tejido cada vez mds espeso, donde las ideas antes
dispersas; luego aparecen -con. mayores enlaces, y hasta cada
clencia se encuentra con las demds en este choque de las ideas,
’]Llelxll;i):;)io ala arm.om’a universal en la regién del pensamiento

En conformidad con lo expuesto, vemos en la época griega
hasta la época de decadencia en el Imperio de Oriente, y aun en
la época de gestacion representada por el perfodo de la domina-
cion drabe, que la Aritmética y la Geometria casi 4 Ia par se
prestaban mutuo auxilio, siendo ésta un medio de materializar 6
6 dar forma sensible 4 las especilaciones de los nimeros. Y esta
tendencia se expresa en los tratados de Algebra, donde las ecua-
ciones se resuelven con auxilio de construcciones geométricas,
estando tan materializado 6 concretado el concepto de numero,
que fué necesario el espiritu generalizador de Descartes para
llegar 4 la idea de una potencia superior 4 la de tercer grado
correspondiente 4 los nimeros sélidos inseparables de la idea de
volumen.

A la época de gestacion 6 de asimilacién sucede un perfodo
de actividad creadora, caracterizado esencialmente por Descartes
y Newton. A contar desde el siglo XV, época de controversias
que desde el campo de la filosofia habian transcendido 4 la re-
gion de la Matemadtica, vemos reproducirse las competencias
entre los Tartaléas y Cardanos, en tiempo de Descartes, Roberbal,
Fermat y Pascal que expresan la tendencia de elevarse de la
multiplicidad de los hechos & la unidad de la ley; v en efecto,
cada campeon de la ciencia, provisto de su método cuidadosa-
mente ocultado 4 los demds, mostraba su aptitud para resolver
las dificultades 6 problemas propuestos, por la mayor ¢ menor
eficacia de sus procedimientos, y 4 la par que aumenta el caudal
de ideas acarreado 4 la ciencia, aumentan los puntos de vista
segiin los cuales so coordinan 6 los nicleos sobre que se constitu-
yen. De igual manera que en el dominio total de los conocimien-
tos humanos, éstos, primitivamente englobados en un todo hete-
rogéneo, tuvieron que dispersarse en variedad de ciencias; dentro
del dominio matemtico se dibujaron ramas distintas que habian

v



200 e

de constituir una especie de distribucion del trabajo; y asf, talen-

tos que con gran intensidad se han mostrado como analistas, -

han dejado ancho campo en otras regiones 4 los geémetras y aun
4 los filosofos matemdticos, compartiendo dentro de cierta uni-
dad de miras, la empresa de constituir y amplificar la ciencia.
Cauchy, Chasles, Wronski y Hamilton expresan en ella mani-
festaciones distintas.

La teoria de log nimeros en los trabajos de Fermat y Luler
expresan tan solo una tendencia hacia la unidad todavia aho-
gada en una multitud de detalles; y en la obra monumental de
(Grauss es donde aparece como un verdadero organismo cientifico
que han enriquecido después los trabajos de Poinsot, Dirichlet,
Kummer, Dedekind y Kronecker. Pero el ntimero que en si es
la pluralidad 6 expresa simplemente el orden, es también medida
de la cantidad que se nos representa bajo la forma de espacio y
tiempo con el cardcter esencial de la continuidad. Y si desde
Euclides el niimero tiene en las entidades geométricas un fondo
que le da existencia real i objetiva al considerarse asimilado con
ellas, desde Descartes esta correlaciéon ¢ coexistencia se sistema-
tiza, aunque sometiéndose aquél & la extensién, y adquiriendo

tal sistema considerable amplitud después de los descubrimien -

tos de Newton y de Leibnitz. A las incoherentes relaciones que
expresaba la ecuacion entre los datos y las incognitas de proble-
mas sislados, sucede la relacion de coexistencia sistemdtica que
indica la funcién; y aunque en la geometria cartesiana y en el
cileulo de las fluxiones, como se ha dicho, el numero se somete
4 la extension, también mds tarde la extensién se subordina al
namero desde que Argand y Bouée fundan la teoria de las can-
tidades geométricas, convertida por Cauchy en amplisimo sistema
que perfeccionan Riemann y los analistas contempordneos. Si
dada la existencia de las entidades geométricas aplicamos el
mecanismo del edleulo, 6 el Algebla con sug ecuaciones y sus
formas, & traducir aquéllas en los elementos de ésta, que ofrece
como los esquemas correspondientes & dichasrealidades, recipro-
camente acompariando el nimero de representaciones geométricas,
que dibujan en el espacio las varias maneras de sus coexisten-
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cias, 6 mejor, suponiendo las funciones acompaiiadas de sus co-

rrespondientes afijas, haciéndose aquél perceptible 4 los sentidos,
se constituye ademds un Algebra geométrica, de igual modo que
anteriormente se constituyé una Geometria algebraica.

Ademsds de la extension y el namero hay que considerar un
tercer elemento, la combinacion, caracteristico del Algebra; y ast
como al considerar un objeto no lo consideramos, segun la
totalidad de sus propiedades, sino con respecto 4 las que nos

ocurre hacerlo en cada caso, desapareciendo accidentalmente la -

importancia de las demads, la Matemdtica, bajo el punto de vista
predominante de la combinacién, del nimero ¢ de la extension,
es Algebra, Aritmética 6 Geometria.

Es la Matemdtica una ciencia que, segin e\presa Vlco en su
criterio, puede ser constituida « priori, teniendo ademds el pri-
vilegio de admitir una verificacion a posteriori, 6 de alecanzar una
conformidad conlos hechos experimentales. La inteligencia, pues,
produciendo combinaciones con sujecién 4 ciertas reglas esta-
blecidas « priori, crea un cdlculo independiente de todo objeto &
que haya de aplicarse, segtin las ideas de Grassmann y Hankel, 6,
en general, un sistema de cilculo simbdlico, resultado 4 que en
la ensefianza y exposicion diddctica se llega por una generaliza-
cién sucesiva de los conceptos de operacion y cantidad. Ademas,
frente 4 las combinaciones que la inteligencia crea hay que con-
siderar todas las combinaciones posibles en la realidad externa;
y en los problemas propuestos puede haber perfecta correspon-
dencia entre los dos 6rdenes, en ciertos casos, y disconformidad
en otros, por referirse inmediatamente al sistema intelectual , no
el objetivo que se hubiera elegido, sino uno de sus correlativos,
seguin las ideas de Carnot, Poncelet y Cournot, lo que establece
la asociacion y disociacion de los problemas y permite la inter-
pretacion de lo negativo € imaginario. En fin, enel orden pura-
mente abstracto, es decir, delas relaciones numéricas, podemos
concebir la correlacion entre el valor eero de una funcidn cual-
quicra y los sistemas de valores de las variables que producen
tal estado de la misma; y al tratar de obtener los valorves de
éstas en funeién algebraica de los coeficientes ¢ de ciertas canti-
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dades consideradas como conocidas, es decir, la resolucion alge-
braica de las ecuaciones, 4 pesar dela conclusion restrictiva dada
por Abel de la imposibilidad de resolver el problema en general,
d contar desde el quinto grado, amplisimos horizontes se descu-
bren en la region de las existencias numéricas, pues el problema
general de obtener una ecuacion cuyas rafees se hallen ligadas d las
de otra dada por una funcidn racional no simétrica, permite el tran-
sito de unas ecuaciones 4 otras. Ademds hay que considerar,
principalmente el teorema de Lagrange acerca delas funciones se-
mejantes que pueden ser expresadas una en funcién racional de
las otras y los teoremas de Galois y de Abel, que conducen 4 la
distribucién de las ecuaciones en otras que forman ciertos ciclos,
6 son resolubles por radicales cuando existen ciertas relaciones
entre algunas de las raices. Y esta teorfa eminentemente alge-
braica, puesto que comprende la resolucion, coordinacién y clasi-
ficacion de las ecuaciones, segtin expresan los descubrimientos
de los matematicos citados y también los de Kronecker, Hermite
y Jordan, se funda en la teorfa combinatoria de las sustituciones.
Otro sistema de correlaciones numéricas es el expresado en la
teorfa de las formas homogéneas, mediante transformaciones
lineales de las variables, que tiene también sus correspondencias
4 representaciones geométricas.

Respecto 4 la resolucion numérica de las ecuaciones, proble-
ma que lleva la suma de los. esfuerzos hechos con insistencia por
los mds eminentes matemdticos desde tiempos de Descartes,
constituye por su extensién una verdadera rama del Algeb’ra, en
la que al nombre de este gedmetra vemos asociarse principal-
mente los de Newton, Lagrange, Rolle, Fourier, Budan, Sturm ¥
Cauchy. Pero la serie de procedimientos debida & tales colabora-
dores de la ciencia, aunque encaminados 4 un fin ‘algebraico,
por:su cardcter discrepan de esta ciencia eminentemente combi-
natoria, y al mismo tiempo que nos obligan & internarnos, aunque
sin traspasar mucho los umbrales, en la teorfa de las funciones,
de las que nos hace conocer algunas propiedades, nos llevan 4
la realizacion de prolijas operaciones del cilculo aritmético con
que, en conformidad con la indole de los métodos se aislan pri-
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mero’ las diversas rafces y después se encierran en intervalos

cada vez mds pecuefios aquéllas cuyos valores sélo pueden obte-
nerse -con aproximaciones, tan cercanas & la exactitud como ge
quiera. : A
Poco expondremos respecto  la enseiianza del Algebra, siendo
suficiente decir para el objeto, que el orden de rigurosa exposi-
cién cientifica no puede ser el de la exposicién diddctica, y asi
la divisién del Algebra en dos tratados 6 partes elemental y
superior, opuesta 4 la {ndole de la ciencia, que no permite frac-
cionamiento tan arbitrario, es eonforme al desarrollo de nuestra
inteligencia que, antes de llegar 4 la completa sintesis debe pasar
por etapas sucesivas; y sien una de ellas el algoritmo algebraico
en todo su desarrollo, las teorfas numérica y algebraica de las
ecuaciones, el dlgebra 6 la teorfa delas formas homogéneas, debe
poner en posesion de lo que abarcan los dominios del organismo
algebraico, cabe perfectamente y es conforme al fin de la ense-
fianza en una primera exposicion dar & conocer, aungue en redu-
cidas proporciones, la variedad de ideas constitutivas de la ciencia
que luego han de recibir una amplificacién, 4 la manera que un
ser orgdnico, dotado primitivamente de la totalidad de los érga-
ganos esenciales para su existencia, llega 4 la época de maximo
desarrollo por la ley gradual del crecimiento del conjunto.
También debe observarse que asi como las diversas ciencias
unidas en su estado rudimentario, luego se separan para deés-
envolverse independientemente con arreglo 4 la indole especial
de cada una, sin que por eso dejen de tender & unificarse con
fuerza de afinidad siempre creciente, dentro de la ciencia total,
asf en cada ciencia, el progreso conduce al doble resultado de
emancipar cada teoria de las demds 4 la par que las une con
mas estrechos lazos. Y limitdndonos 4 la Matemziticg, esas in-
trusiones de la Geometria en el Algell)m, de ésta en el Andlisis
infinitesimal, de la Aritmética en el Algebra, etc., 6 si se trata
del Algebra, esa intervencién predominante de los procedimien-
tos aritméticos en la teorfa de las ecuaciones, el empleo de pro-
posiciones concernientes 4 valor ¢ relaciones de nimero 6 medi-
da para establecer proposiciones relativas 4 orden ¢ combinacién,
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que influye con frecuencia en la coordinacién de las teorfas,
segtin un orden diferente del que la naturaleza de las cuestiones
exige, esas parciales irregularidades que por fortuna van des-
apareciendo, dependen de la imperfeccién é insuficiencia de nues-
tros métodos y no de la indole de las ideas. Y si al irradiar de
un centro esas loyes primeras é irreducibles del conocimiento, que
se llaman categorfas, concebidas, no cual las expresa el sistema
filosofico actual mds perfecto, sino cual debieran ser en la ciencia
absoluta, 4 la manera que un rayo luminoso en cada uno de sus
puntos es centro de una onda que 4 su vez ofrece infinidad de
centros para irradiar nuevamente en todas direcciones, asf la
ciencia, nos ofrece la trama de sus verdades; y si los métodos
sugeridos por nuestra inteligencia producen con frecuencia con-
fusiones 6 asimilaciones imperfectas entre lo que debe permane-
cer distinto, esto es debido 4 que abandonaron la direccion de
las irradiaciones primitivas para internarse en el laberintico
tejido de las irradiaciones parciales.

Siendo, pues, la ciencia de tan amplia libertad y variabilidad -

para llegar de los primeros principios 4 las consecuencias mds
remotas, la ensefianza no debe tender exclusivamente 4 inculcar
un plan 6 un orden de ideas determinado, presentindolas
segtin tal 6 cual criterio, sino & ejercitar la actividad del espiritu
que, segtin diversas direcciones, puede llegar 4 los mismos fines,
comprobando la eficacia de sus variados medios, y 4 producir la
asimilacion de las verdades en la inteligencia, que asi ha de
hacer cada vez menos frecuente y necesaria la artificiosa inter-
vencién de la memoria, 1til como recurso de cardcter provisio-
nal en el primer momento de pasividad del espiritu, al explorar
los resultados ofrecidos por otras inteligencias; pero de escaso
valor cuando en la reaccién cada inteligencia subordina estos
objetos de su conocer d las leyes, segin las cuales deben ser
conocidos.

§ 2.0—Examen del cdleulo algoritmico.

Los sistemas positivista y racionalista de Augusto Comte y
Wronski aparecen como las dos teorfas que partiendo de puntos
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do vista completamente opuestos tienden 4 realizar una sintesis
matematica completa. Y si opinamos que exclusivamente no
deba adaptarse una 4 otra, creemos que ofrecen materiales sufi-
cientes para constituir dicha sintesis independientemente de todo
exclusivismo filoséfico. En efecto, la idea del filssofo positivista,
que parte del examen del mundo exterior para transformar sus
fendmenos en leyes matematicas al traducirlos en ecuacion,
como medio de pasar del orden externo al intelectual, es acep-
table en sumo grado y se halla admitida en la exposicion de la
ciencia; y la idea de Wronski de obtener una deduceién emi-
nentemente subjetiva del organismo matemético, prescindiendo
del modo especial de hacerla depender de la clasificacién de las
funcicnes de nuestra inteligencia, exclusivas de un sistema filo-
sofico, incompatible con la universalidad de las conclusiones
matematicas, cuya independencia de todo punto de vista exclu-
sivo es el cardcter mds predominante , dicha deduccién es admi
sible y muy digna de tenerse en cuenta, para facilitar la clasifi-
cacion y hacer mas sélido el encadenamiento de las verdades en
una sintesis. ' |

Distinguiremos, pués, como lo hace Hotiel en la introduecion
de su Cowrs de caleul infinitésimal , la ciencia real de la ciencia
ideal, es decir, la fundada en la observacién y la experiencia que
agrupando los hechos induce leyes y priuncipios, de la que los
combina, enuncia de una manera rigurosa, segtin los principios
de la logica, y aun predice otras nuevas que, 6 llegan & reali-
zarse 6 que conduciendo 4 alguna contradiccion son desechables
y obligan 4 formular una nueva sintesis, seguin se advierte al
examinar la serie de procesos cientificos, por los que la humani-
dad se encamina al perfeccionamiento de sus ideales.

En conformidad con este precedente, la Matemética, no
cifiéndose 4 combinar las leyes debidas 4 la observacion del
mundo real, rebasando sus limites con auxilio de la analogia, y
satisfaciendo la necesidad de generalizar, toraa como objeto de
sus investigaciones hipdtesis sin realidad correspondiente ni apli-
caciones inmediatas.

La teorta general de las operaciones se deduce al examen de
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las propiedades abstractas, independientes del objeto 4 que se
aplican, denominadag propiedades combinatorias, entendiéndose
por operacion, en el sentido mds lato de la palabra, el acto que
transforma un fenémeno en otro.

Ademds, con el fin de inclair en un mismo enunciado el
mayor ntimero posible de casos, ha sido preciso establecer una
generacion sucesiva del concepto de cada operacién como se ob-
serva cuando se pasa de los ntimeros enteros 4 los fraccionarios,
inconmensurables, y poi Gltimo, complejos ¢ imaginarios, y esto
ha conducido & establecer el principio de la permanencia de las
reglas de cdlculo, segin la denominacion de Hankel, que se decuce
4 abandonar determinadas propiedades de una operacién, para
que la operacion generalizada sea aplicable 4 la operacion res-
tringida, sustituyendo también 4 la palabra cantidad el término
mas vago y general de objeto.

Tendremos también que consignar, respecto 4 las operaciones,
que la wniformidad & no uniformidad, la conmutabilidad, asociabi-
lidad y la propiedad distributiva son puntos de vista, bajo los
cuales deben ser examinadas, y respecto & las cantidades, que
descompuesto en concepto segun la exposicion de Vallés en los
dos elementos numérico y cualitativo, es decir, reducidas 4
la expresién n ¢ en la cual el simbolo ¢ debe adquirir la forma
explicita que le corresponde segiin cada caso, es preciso, para
proceder conforme & esta gradacién, apelar 4 los conceptos de
continuidad y direccién 6 posicién, mediante los que se llega 4
establecer las operaciones con el simbolo @ b /—1, cuya
correspondencia con las practicadas con un punto 6 un vec-
tor en un plano es necesario conocer, y atin las efectuadas en el
espacio, segun la teorfa de Hamilton, por la que el cdleulo de
las cantidades llamadas imaginarias tiene su realizaciéon geo-
métrica. :

Pero no resulta conforme con la marcha gradual de la ense-
fianza el comenzar en una exposiciéon del A]gebra por esta sinte-
sis de las operaciones, pues cada género de cantidad tiene su
origen en una de éstas. Asf, los niimeros fraccionarios y negativos
surgen de las dos primeras; 6 algoritmos primitivos, y los nu-
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nieros inconmensurables é imaginarios resultan del tercero, todos
procedentes del problema en la fase inversa.

Empleando, pues, las denominaciones de Wronski, el algo-
ritmo de la agregacion produce la generaciéon de los ntéimeros
como positivos 6 negativos, la reproduccién como enteros 6
fraccionarios, la graduacién como conmensurables ¢ inconmen-
surables y como reales ¢ imaginarios.

Ademds, los conceptos de operacion, ecuacién y funcién, tan
intimamente ligados como se hallan nuestras facultades activas
6 volitiva, intelectual y afectiva, aparecen solidarios en los um-
brales de la Algoritmia, pues la suma, producto y potencia, son
funciones de los datos respectivos; siendo los casos inversos, los
primeros ejemplos de las funciores implicitas en que hay una
ecuacion por resolver, 6 sea

‘ 0=btr, o=b.z; a=—x>;
debiéndose observar, como lo hace Wronski, el cardcter de cre-
cimiento por yuxta-posicién del algoritmo de la agregacion y el de
intus-suscepcion , es decir, el que se efectua en la constitucion in-
terna U organismo de las cantidades para producirlas integras,
seglin expresa la formula

m:( i} ‘H*”L) 5
o

siendo la cantidad s en la composicion de cada nimero andloga
4 los elementos quimicos que determinan con sus combinaciones
la naturaleza de cada sustancia.

Es fécil ver que la tercera operacién comprende una segunda
operaciéon inversa y llegar asf al concepto del logaritmo; pero es
mds conveniente para la sistematizacion de las conclusiones, de-
rivar este algoritmo y su correlativo de las funciones circulares,
siguiendo las ideas del fildsofo polaco. Y, en efecto, las férmulas

F(a)bf B)LF ()4 i=F (@, b, €0,
© (). 9(8). o(c)wn=0 (a-b+4cH.....)

que realizan el trdnsito de una suma de funciones de una clase 4
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funciones de la misma clase de un producto, y el transito de un
producto de funciones dla funcién de una suma, expresan la pro-
piedad esencial de dichos algoritmos /'y ¢ 6 logaritmo y seno; 'y
las ideas de lo infinito y lo imaginario, que implican, se halla des-
envuelta por Wronski al deducir la féormula que expresa la na-
turaleza del logaritmo

i1 s
xr o ____1 P =
¢ (_1;):——_— 4 @ \@ (")—‘hm -i——l 3
Via—T V ==
cuando m se hace infinitivamente grande, y las siguientes:
N/ e e SR S N RE
Plr)— Ve +a £V ] Flo)— o Ve A
: 2 3 2 /%1

que comprenden 4 las de Euler, correspondiendo los signos su-
periores 6 inferiores de las cantidades subradicales respectiva-
mente d los senos y cosenos liperbilicos 6 circulares. Asi, pues,
estas funciones tienen un cardcter esencialmente algoritmieco y no
geométrico en el sistema de Wronski.

Los algoritmos derivados inmediatos, de la numeracidn y las
facultades, resultan respectivamente de la combinacién del algo-
ritmo primitivo intermediario, la reproduccion con los dos pri-
mitivos y opuestos, la agregacion y la graduacién, que, segtn la
doctrina de dicho filésofo, se refieren 4 las leyes constitutivas del
entendimiento y 4 las reguladoras de la razén, esencialmente
opuestas como dos polos de nuestra inteligencia.

Los esquemas de estos algoritmos, considerados en toda su-
generalidad, son: ]

AoF oA\ Fi4- A Fo+-.... AT L BT

,

que expresados en formas mds sencillas se reducen 4

Ayand-d gt L dogmtt Ly (240) (2-FE) (x128).....

correspondientes 4 una generacién secundaria, segtin ‘expresa
Wronski, cuyo fin es obtener la medida ¢ evaluacion de las can-

.
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tidades y- transformar las funciones tedricas en funciones de
numeracién 6 facultades, fin que es el de la Tecnia de la Algo-
ritmia.

Pero como no se trata ahora de exponer esta doctrina
filoséfico-matemédtica, sino de utilizar su espiritu sintético con
el fin de coordinar de una manera compendiosa los materiales
que deben servir para hacer un estudio metédico del Algebra,
dicha transformaciéon mediante una funcién arbitraria ¢ medida
algoritmica, bajo un punto de vista particular conduce 4 las
series y 4 las fracciones continuas que resaltan asi como dos
ramas de la clase de procedimientos técnicos que dependen del
algoritmo primitivo de la agregacion, correspondientes 4 la com-
paracién directa 6 inversa de la funcién que se mide con res-
pecto 4 la que sirve de unidad de medida.

La convergencia de las fracciones continuas por exceso 6 por
defecto, expuestas en las obras elementales, expresan la determi-
nacién més sencilla de las cantidades que comprende el concepto
de Wronski, y que llama fracciones continuas numerales. Respecto
4 las series, la formula de Maclaurin, de la forma

F(ry=A4,+ 4, x4 A4, 2*4-.....
es ¢l caso de la més general
o Ao @ A wle)k
en que ¢ (x)==, la cual 4 su vez estd incluida en la siguiente:
Flo)=A; bl ozt dyon?lb dyea® B 005
y la formula
N=..... a4, a' + Ao+ A o dx— ...y

segun la notacién de Wronski, es el esquema de la operacion
aritmética llamada numeracidn, siendo los coeficientes ... Ay, Ay ,...

nimeros que no exceden al numero # ¢ buse del sistema de nu-
meracién ; y es evidente que dicho esquema constituye el princi-
pio‘de los demds procedimientos aritméticos comprendidos en
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las seis operaciones fundamentales, quedando la Aritmética re-
ducida al arte de contar, que es el procedimiento mds elemental
de la tecnia algoritmica.
Los procedimientos técnicos que dependen del aloroutmo de

la graduacion son los productos continuos y las facultades cuyos
esquemas son

/

F(x)=f, (%) f().f5 (®)....., F(%):dr‘(z)‘?w!&,

segtin la deduccion de Wronski; y como el insistir en su expo-
sicién serfa exceder los limites del Alcrebla cuya sintesis debe
hallarse comprendida como inferior 6 subordinada 4 la teorfa de
las funciones, bastard con lo indicado.

Los algoritmos de las derivadas y de las diferencias se hallan
en la parte sistematica de la teorfa algoritmica, seguin la clasifi-
cacion de Wronski, concibiendo, no una snnple neutralizaciéon 6
combinacién, sino una verdadera reunidn sistemdtica de las dos
funciones intelectuales que tienen por objeto los dos algoritmos
primitivos y opuestos de la agregacion y la graduacién, y consi-
derdndola bajo el punto de vista transcendental, establece la in-
fluencia de dicha reunion en la generacién 6 constitucion de las
cantidades algoritmicas. Pero hay que distinguir la influencia
sistematica de la agregacién en la generacién de las cantidades
donde domina la graduacién, de la influencia sistemética de la
graduacién en la generacién de las cantidades donde domina la
agregacion. El primer caso conduce 4 los cédleulos de las diferen-

ciales, cuya ley fundamental establece Wronski bajo la forma

siguiente:
A" (Fo.fa)=Fz. A" f{ —AF:v(A"*lf:c--A"fw)
7w n—1 :
+ T AN Fr(Ar—2fe—_2A=1fp A" fo)-L ...

que denomina binomio’de las diferencias, por considerarla en la
teoria general de las diferencias, andloga al binomio de Newton
en el algoritmo de la graduacién, y observando que aunque
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dicho desarrollo es el de un producto de dos funciones por medio
de las diferencias de los factores, dicho producto depende esen -
cialmente del algoritmo de la graduaciéon, como lo hace ver
partiendo de la funcion (Fz)/=.

El segundo caso considerado por Wronski le conduce a las
nuevas teorfas de los grados y de los grddulos en que se considera
el incremento por graduacidn, cuya ley fundamental establece

también.

Si, pues, el Algebra en el plan total de la Matematica es u'n
organismo contenido en el mas general que comprende la teoria
de las funciones, empleando algunos de sus principios, aunque
de un mode restringido 6 con limitacion 4 sus fines particulares,
claro es que una exposicién de aquélla deberd incluir conve-
nientemente coordinado, prescindiendo de los exclusivismos de
los sistemas filoséficos, no s6lo cuanto se acaba de exponer
elevindose gradualmente de los algoritmos primitivos hasta los
que constituyen las teorfas tltimamente indicadas, sino ademas
lo que comprende el cdleulo simboélico referente & l'cxs funciones
homogéneas en que predomina la idea combinatoria que surge
al generalizar los resultados para un nimero cualquiera de
variables.

§ 3.»—Examen de los conceptos de ecuacion y funpién.

Para conseguir nuestro actual propésito, debemos, a}lte todo,
fijar los conceptos de la operacion, la ecuacién y la funcion. Esta
es la verdadera entidad analitica 6 mejor algoritmica, el objeto
sobre que versan las investigaciones del Anéli.sis rjnate,mzitic’o.
Las operaciones combinadas de un modo arbitrario, 6 segun
todos los casos que ocurren en la posibilidad, son como los atri-
butos constitutivos de la esencia ds cada entidad. Cuando todos
los elementos estédn determinados, la funcién se convierte en un
niimero, que representa uno de sus estados. El conjunto de
todos éstos, resultante de toda la posibilidad de los valores de
dichos elementos expresa las fases de su existencia, anéloga 4
las fases sucesivas de un ser orginico que constituyen su vida,
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6 el desenvolvimiento de un ser, segtin las condiciones de dicha
existencia. Asf, 45 es un estado de la funcién z?—4 correspon-
diente & #=7. Resolver la ecuacién 2*—4=0, es determinar sus
ceros £2. El conjunto de sus valores reales 6 imaginarios de
expresa las fases de su existencia. La circunstancia de corres.
ponder un solo valor 4 cada valor de la variable , es una condi-
cién que determina su esencia, y se expresa diciendo que es unifor-

me 6 de una determinacion, asf como la funcién ;;E es n—ijorme
6 de n determinaciones y arc. sen z es infinitiforme 6 de infinito
numero de valores, 6 funciones mondtropas y politropas.

Pero la manera de nuestro conocer, ¢ sea del conocer de la
inteligencia humana por medio de imdgenes 6 per conversionem
ad fantasmata se halla sistematizada en el Andlisis 6 Algoritmia,
déndose una representacién geométrica 4 la serie de sucesivos
estados de una funcion, lo cual permite establecer una correlacion
perfecta entre el orden numérico y el orden geométrico, segiin la
historia de la ciencia nos revela.

Principiando por la funcién potencial aa” se ve que si la
variable se representa por un radio vector movible en la exten-
sién de un plano, la funcién 4 su vez se representard por otro
cuyos movimientos 4 alteracienes corresponderdn 4 los del pri-
mero, el modo de variacién de una funcién tendrd , pues, por
imagen el simultdneo movimiento de dos puntos en un plano;
Y si se trata de una funcion entera, la representacion grafica serd
una linea poligonal cuyos lados corresponden & los diferentes
términos de aquélla, dependiendo el movimiento de su extremi-
dad de la serie sucesiva de deformaciones que estos experimentan
d consecuencia de la alteracion de la variable independiente, y
por consiguiente, del término general,

A, 2 =0, ™ [(cos m w2, )47 (sen m w-ea,)],
siendo  2=p (cos w-isen w), 4, =0, (cosa, -}isen %),
de manera que para cada valor complejo de 2 los dngulos corres-

pondientes 4 los grados de las potencias serdn proporcionales d
éstos, en conformidad con el teorema de Moivre,
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Si la funcién es la exponencial
-+l 1 —=ev(cosz- /=1 sen z) 4

para cada valor de z, al adquirir 5 todos los vaRy ?
desde —oo hasta +-o el punto que represente la i
rrerd una recta, asf como recorrerd una circunferencia pab \
valor de y, combinado con los sucesivos valores de z compren-
didos entre O y 2=, 2=y 4%, ete.; y si la extension del plano
se divide en zonas por paralelas 4 la direccién de las cantidades
reales & las distancias 2=, 4=,....., 4 contar desde cero, mientras
el punto correspondiente 4 la variable recorra todo el plano, el
correspondiente 4 la funcién recorrerd una de las zonas entre
:ada dos limites, entre los cuales se considera sucesivamente el
valor de z; y al recorrer la variable sucesivamente varias veces -
el plano, la funcién ird recorriendo cada una de las zonas, que-
dando manifiesta con tal representacion la periodicidad de la
funcion, 4 la par que la multiplicidad de su inversa 6 la funcién
logaritmica, que resulta ser infinitiforme; y como para la fun-
cion exponencial, resultard para todas las funciones circulares.

Expuestos estos preliminares, debe observarse ahora que
siendo el objeto del Algebra la resolucién de'las ecuaciones, ¥
siendo éstas modos de ser ¢ estados especiales de las funciones
el estudio de dicha ciencia, como ya se indicé, necesariamente
exige, aunque someramente, el concurso de la rama superior del
Anilisis que las examina, segtin todos los modos de ser y pro-
piedades.

Pero el Algebra comprende dos partes esencialmente distin-
tas, la una que con el auxilio de procedimientos originados en
la teorfa combinatoria, busea hacer explicita una funcién im-
plicitamente contenida en una ecuacién, la otra que fundada en
ciertas propiedades de las funciones, permite determinar con
exactitud ¢ con aproximaciones obtenidas de una manera inde-
finida, los valores que anulan una funcion dada 6 que satisfacen
4 una ecuacion.

El principio de D'Alembert, considerado como el fundamen-
tal de la teoria de ecuaciones es un simple desenvolvimiento de
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la nocién de continuidad. En efecto, al establecerse que el mo-
dulo de un polinomio, sin término constante, tiende indefinida-
mente hacia cero, cuando el de la variable se hace suficiente:
mente pequefio hasta .llegar & hacer oscilar & aquél entre dos
limites tan préximos como se quiera, queda desde luego esta-
blecido el predominio del médulo del primer término sobre la
suma de los moédulos de los demds para valores suficientemente
grandes 6 pequenios del de la variable, segtin el modo de ha-
llarse ordenado dicho polinomio, lo que se hace visible al redu-
cirseel polinomio 4 2m+ Banti4-Cant24- .. 4 latorma 42™(1-4-¢)
en la que el médulo de ¢ de la forma :

+

¢
17 g

N| =
EI*—*

e B
A < o z—l—.....o o

es tan pequefio como se quiera, para valores suficientemente
5 grandes del moédulo de 2; y en fin, la expresién

pequefios 6
f (Hh)—1 (e)=Al» (1+¢)

que para valores del modulo suficientemente pequefios tiende
hacia cero, establece la continuidad de las funciones enteras, las
cuales por esta condicion tienen que anularse entre dos valores
de la variable que les hacen adquirir valores de signos con-
trarios.

Respecto 4 la representacion gréfica de las conclusiones
arriba obtenidas, resulta que el extremo de la linea poligonal
correspondiente & una funcién entera se hallard siempre en el
interior de una cireunferencia, cuyo radio sea el valor del mé-
dulo del primer término y cuyo centro el extremo de éste, resul-
tando en particular, para valores reales de la funcién y de la
variable, el predominio del signo del primer término al satisfacer
el médulo de z las econdiciones indicadas.

Ademds del teorema de D'Alembert en que se funda la teorfa

de las ecuaciones al establecerse la existencia de alguna raiz,
bajo el punto de vista prdctico, es fundamental en la misma el
teorema de Taylor (método 6 porisma de Taylor, segin Wronski),

Rl dad

que expresa la generacidn por agregacién de la cantidad 6 fun-
cion F (a+h) mediante incrementos sucesiva 6 mdeﬁmdamente
pequeios de la variable,

La forma de este desarrollo.permite conocer la inflaencia de
la derivada en el modo de ser de una funcién ¢ las d1versas cir-
cunstancias que acompafian 4 cada una.

Respecto 4 la . funcidn de una variable real, los caracteres
mids esenciales y fundamentales de los diversos métodos ideados
para la resolucién numérica de las ecuaciones, son: su creci-
miento 6 decrecimiento, dependiéntes del signo de la derivada
sus maximos ¢ minimos cuya condicién necesaria es la anulacién

- primera, do ésta, la variacién 6 permanencia que ofrecen por

sus signos una y otra en la proximidad de las raices.

Los métodos 6 teoremas de Roile, Budan, Sturm y Newton
son. meras consecuencias ¢ corolarios de las relaciones existentes
entre una funcién y su primera y aun su segunda derivada,
segun las diversas maneras de variar aquélla.

Como . al crecer 6 decrecer una funcién de una variable real,
en general, su primera derivada es necesariamente positiva 6
negativa (en casos como el de la fig. 1.3, para el
punto 0 la derivada es nula, y entonces & la
funcion creciente corresponde una derivada que
no es negativa para ningdin valor del intervalo
considerado, ete.), y como al anularse aquélla de-

Fig. 1. -crece, si era positiva, ¢ aumenta si era negativa,
para valores que preceden en muy poco al valor de una rafz, la
funcion y su derivada primera tendran signo contrario; pero va- -
riando el signo de la funcion al pasar por cero, para los valores
inmediatos que siguen tendrdn signos iguales, y en esta idea se
fundan los teoremas de Sturm y Rolle, basandose también éste
cn la consideracion de que una funcién continua que desde cero
aumenta 6 disminuye, para volver 4 cero tiene que disminuir 6
aumentar, y su'derivada cambiar de signo en 2l intervalo.

A estas consideraciones se une en los métodos de Newton iy
Budan 1a de la segunda derivada, cuyo signo posmlvo 6 negativo
en un intervalo corresponde al erecimiento ¢ decrecimiento de
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la primera; y las conocidas figuras 2.2, 3.8, 4.8 y 5.2, son la repre-
sentacion grifica de todas estas circunstancias respecto al primer

método, expresando los catetos P7' la funcién o (x)=w—

tan importante en dichos métodos.

Fig, 08 Fig. 3.8 Fig. 4.2 Fig. 5.0

Pero el de Budan origina las representaciones grificas que
hacemos en las figuras 6.2, 7.2 82 y 9a

Fig. 7. Fig. 9.2

Desde luego el crecimiento ¢ descrecimiento de la funcién ¢ (x)
correspondiente d laigualdad ¢ desigualdad de signos de/(z) y/"'(«)
se halla representado por el cateto P7. Y en el caso de existir
dos raices reales correspondientes 4 los puntos My M’ de f (x)=0
entre dos limites o y € correspondientes 4 los Py ¢, no com-
prendiendo ademas dicho intervalo ninguna raiz de f*'(z)=0,
segiin expresa la concavidad 6 convexidad constante en el mis-

-mo (figs. 6.2 y 7.%), se hace visible la relacién
FE):1, ) i
FB): F T o
deducida de que O T"<<0T 6 E’-—%<a- //((a)) ; en el caso
c Jeite

de no tener /”'(#)=0 ninguna raiz en dicho intervalo y de tener
solamente una z, la ecuacién f'(x)=0, siendo f(#) y /() de igual
signo, la representacion estd dada por las figuras 8 y 9, pues ya
permanezca P fijo 6 o(z) constante y ¢ se aproxime hacia L,
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correspondiente 4 z,, ya Q sea fijo y por consiguiente ¢ (8) cons-
tante, como ¢ (%) en el primer caso y o («) en el segundo tienden
hacia el infinito (pues en M la tangente sera paralela al eje de
las z), OT" llegard 4 ser menor que 0T +(figs:82) 301 015> 00"
(figura 9.2), es decir, w(f)>;(”) va')>0(E), pudiéndose verificar
para cierto valor &’ 6 « suﬁmentomente pro‘amo 4 L (superior en
el primer caso ¢ inferior en el segundo) que

ol o
i) T

Si tratando de funciones de variables complejas se adopta la
representacion , por medio de radios vectores en el plano donde
se suponen las variaciones de aquéllas, el -teorema de Cauchy
tiene la conocida representacion por medio de los contornos que
recorren la variable y la funcién simultdneamente. Y este prin-
cipio, que permite extender 4 las raices imaginarias los resulta-
dos tan sélo obtenidos mediante el teorema de Sturm respecto 4
las rafces reales, manifiesta como el Algebra se enlaza con la
teoria de las funciones y exige para su exposicién evocar fre-
cuentemente algunos de sus principios, procedimientos” y des-
arrollos. Pues conforme con el modo de proceder de la inteligen-
cia_humana, sobre el organismo del Algebra debe elevarse el
mis superior del Andlisis en cuyos generales principios los de
aquélla se encuentren incluidos.

Nada diremos de la serie de procedhnientos que en Algebl‘a
se exponen para descomponer el problema de la resolucién de
las ecuaciones en los parciales procedimientos que fijan limites,
entre los cuales se hallan encerradas todas las raices que deter-
minan separadamente las enteras de las fraccionarias, que estre-
chando aquellos primeros limites llegan 4 intervalos donde una
sola raiz queda comprendida, y que, en fin, cuando ésta no
puede ser obtenida exactamente, aproximan su valor cuanto se
quiera; pues el conjunto de reglas en todos ellos incluido solo
tienen un valor prdctico, cuyos principios se reducen al escaso
numero de proposiciones ya citadas, y son simples emanaciones
y desarrollos de la nocién de la continuidad.
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§ 4.0—Examen de 1os conceptos del orden y de la combinacién y de sns principales
manifestaciones ¢ inmediatas aplicaciones;

Ademds de la exposicion de la teorfa de ecuaciones hosque-
jada en el anterior articulo, que se redujo & un desarrollo del
coneepto de continuidad, es preciso considerar otras dos, que
desenvuelven los conceptos de orden y de combinacion, & saber:
la teoria de las ecuaciones indeterminadas 6 de los nimeros, 6
Anilisis indeterminado segtin una denominacién antigua, y la
teoria algebraica de las ecuaciones 6 de las ecuaciones algebrai-
cas, de cuyo preliminar necesario, la eliminacion, se tratard en
este articulo. :

Teoria de los niimeros.—La teoria de los numeros desde que
Gauss realizé su sintesis se reduce al algoritmo de la congruen-
cia, en el cual las ideas de orden y periodicidad tienen un predo-
minio casi exclusivo.

Las ecuaciones indeterminadas cuyas s.m,logmQ con las ordi-
narias tanto ha hecho resaltar Poinsot, son lugares algoritmicos
en los que se hallan contenidos ciertos nimeros, como en los
lugares geométricos se hallan contenidos ciertos puntos someti-
dos 4 una ley comun. Las propiedades de¢ ser los numeros con-
gruentes con un tercero, congruentes entre si, de serlo las sumas,
diferencias, productos, etc., de niimeros congruentes respecto 4 un
mismo modulo, son las propiedades fundamentales, y conducen
4 la distincion y distribucion de las clases, 6 conjuntos de nime.
ros congruentes, respecto de un niimero dado, siendo cualquier
nimero de una clase un representante de su clase, de manera
que partiendo de uno cualquiera de ellos se puede reconstruir
toda ésta.

La teoria de la transformacién y equivalencia de las formas,
empleando procedimientos andlogos 4 los propios del A]gebxa de
las formas, conduce al examen de las formas que mutuamente
se contienen, es decir, que comprenden en si los mismos ntme-
ros, ¢ las que se hdllan contenidas en otras, siendo en rigor la
teorfa de la distribucion de los numeros en lugares algoritmicos;

Sifpis

y asi como antes se expuso la distribucién de los nimeros en
clases, ahora corresponde hacer una clasificacién de las formas,
distinguiéndose el sistema 6 conjunto de formas equivalentes
entre si bajo la designacién de clase, de la que cada uno de sus
individuos es un representante, legdndose 4 constituir los sistemas
completos de - formas no equivalentes, al vesolver los problemas
fundamentales consistentes en averiguar si dos formas con iguales
determinantes son & no equivalentes, y-en hallar todas las sustitucio-
nes por las cuales se convierte la una en la otra, problemas com-
pletamente resueltos para las formas cuadriticas.

Para completar la exposicion de la teoria de los nimeros es
preciso dar un lugar preferente d las congruencias binomias, que -
si bien constituyen sélo el caso mds elemental de las ecuaciones
indeterminadas, tienen una importancia capital por la singula-
ridad de los conceptos que envuelven y por la fecundidad de sus
aplicaciones , que llevan ampliamente 4 la consideracion del
orden, caracteristica de esta rama del Andlisis. Los teoremas de
Fermat y de Euler son sus principios fundamentales, asi como
la propiedad de pertenccer 6 no pertenccer un nimero 4 un expo-
nente, 1'clntivamo_nto 4 un moédulo dado, es un cardcter impor-
tantisimo, tanto que en ella estriba la distincién de las raices
en primitivag y no primitivas, que conduce & una de las més
notables conclusiones, relativas 4 la periodicidad y el orden,
pues si aquéllas forman ciclos completos en que todas se repro-
ducen al disponerse segin el orden notable en que las conecibié
Gauss, es decir, segtin expresa la serie de potencias
e AR AR T a2
tratdndose de la congruencia #"—1=0(mad p), las raices no
primitivas se distribuyen en ciclos parciales, correspondientes 4
otras congruencias subalternas; y si las primeras tienen una
representacion en los poligonos convexo y estrellados, cuyo nu-
mero de lados es igual al grado de la congruencia, las segundas
corresponden 4 poligonos subalternos, segtin que en las maneras
de llegar al punto origen de los considerados, dividiendo una
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circunferencia en un nimero N de partes iguales, =e considere
el caso de ser primo el nimero N con el nimero % de arcos que
se toman para inscribir el lado del poligono, 6 el caso de no ser
primos.

A esta dltima aplicacion de las ecuaciones binomias que con-
ducen al problema de la divisién del circulo, llega la teoria de
las congruencias binomias por efecto de la reduccion de unas 4
otras que Poinsot establecié manifestando que: las rafces primi-
tivas de un mibmero primo p se hallan representadas por la férmula

que da las raices imaginarias de la ecuacion binomia de grado p

(Mem. de la Class., etc., de UInstitut de France, 1813), pues juzga
que las rafces imaginarias de una ecuacién binomia de grado

p—1deben ser la representacion analitica de las raices primitivas

del nimero de que se trata, y que consideradas como residuos
relativos 4 dicho ntimero primo p, deben ser equivalentes, y asf,
afiadiendo 4 los nimeros colocados bajo los radicales, multiplos
convenientes de este nimero primo (lo que no puede alterar los
valores de los residuos) estas expresiones imaginarias se hacen
reales, racionales y enteras, produciendo exactamente las raices
primitivas , de manera que lo cierto acerca de las raices imagi-
narias bajo el punto de vista de la igualdad absoluta; lo serd de
los ntimeros enteros correspondientes, bajo el concepto de sus
residuos respecto al nimero que se considera, correspondiendo
asi las ecuaeiones 4 teoremas de analisis indeterminado.

Estas principales consideraciones, unidas 4 las propiedades
de las raices primitivas de un ntimero primo impar ¢ de una
de sus potencias, 6 del doble de alguna en las mismas 6 de
una potencia de 2, la teorfa de los indices tan semejante 4 la
de los logaritmos y, en fin, log procedimientos para obtenerlas,

constituyen lo culminante de la parte del Algebra de que se -

trata, que principalmente se refiere 4 la idea de orden y de perio-
dicidad.

Teoria de las sustituciones.—La teorfa de las sustituciones
encierra los principios combinatorios que, aplicados al modo de
constitucion de las funciones, forman los fundamentos de la teoria
de las ecuaciones algebraicas.
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7

Una sustitucién es circular ¢ se halla formada por ciclos, y

estos ciclos producen sus varias evoluciones en perfodos deter-

minados por el orden de la sustitucién 6 el ndmero de veces que
esta debe efectuarse de una manera sucesiva para producir la
permutacion primitiva. La poteucia de una sustitucion circular
conduce; ya 4 otra sustitucion también circular, que puede
hacerse corresponder & un poligono regular estrellado, ya 4 una
sustibtucion regular compuesta de  ciclos de orden e (si el
- 0
grado de la potencia m y el orden » de la sustitucion tienen el

mdximo comun divisor ), que puede hacerse corresponder 4
otros tantos poligonos regulares, de la misma manera que se
dijo respecio 4 las congrunencias binomias al tratar del problema
de la division del circulo. La propiedad de los sistemas conju-
gados, consistente en que el orden-de un sistema que contiene
todas las sustituciones de otro, es un.multiplo del de éste,
permite la agrupacion de las de aquél en cierto numero de series
formadas multiplicando las de éste por sustituciones no perte-
necientes al mismo, es fundamental no sélo en la teoria de
las sustituciones, sino en las aplicaciones de ésta 4 la de las
funciones, y desde luego resultan los importantes corolarios
relativos 4 la divisibilidad de la factorial »! por el orden de
un sistema conjugado de n letras, & la divisibilidad de este
orden por el de una cualqmem de lfts sustituciones de dicho sis-
tema, etc.

A las nociones fundamentales sobre los sistemas, debe nece-
sarlamente seguir la resolucion de los varios problemas que
hasta el dia resuelven parcialmente el problema general consis-
tente en obtener los sistemas de sustituciones conjugadas que se
pueden formar con # letras, de los cuales los que comprenden
las” n! sustituciones y todas las potencias de una sustitucion
cualquiera son los inmediatamente conocidos; y en fin, las inte-
resantes cuestiones de los indices de’los sistemas y de la transiti-
vidad deben ser conocidos para pasar 4 las proposiciones en que
inmediatamente se funda la teoria de las ecuaciones algebraicas;
pero como ésta, segun el modo actual de hallarse constituida la
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ciencia, depende, no sélo de la eliminacion; sino-de la- teoria de
las funciones simétricas, preciso es anteponer tales cuestiones en
la exposicion del Alwebla

Eliminacién, funciones simétricas y alternadas.— Dificil
es fijar el orden de sucesion entre la teoria de la eliminacion 6
de la resultante y las de las funciones simétricas y alternadas,
6 mejor de las determinantes, pues cada una interviene ¢ influye
en el desarrollo de las demds por esa compenetracion de las ideas
de que se traté al considerar la trama ¢ encadenamiento de
verdades que constituyen y pueden constituir, segin formas
diversas, el organismo cientifico. Pero buscando la mayor inde-
pendencia posible, dada la actual extension é importancia de
cada teoria, la eliminacion que en si envuelve la teoria de la
resultante, & su vez especie de determinante, es también un pro-
cedimiento general aplicable 4 las demds; exige por esta razon
un lugar preferente, pues ya el procedimiento fundado en el
maximeo comun divisor, ya los de Bezout, Euler, Sylvester, etc.,
fundados en el método de los coeficientes indeterminados, no exi-
gen el concurso de las demas teorias.

Las propiedades de las funciones simétricas y alternadas, es
decir, las invariables en valor y signo, y las variables tan solo
en éste por efecto de la permutacion de dos de las cantidades, se
refieren exclusivamente al concepto de combinacidn.

Aunque las funciones simétricas tienen este cardcter, hoy su
teorfa se halla enclavada en los dominios de la continuidad,
pues su principio fundamental es el conocido teorema de Newton,
que establece la relacion entre las funciones simétricas de las
rafces de una ecuacion y los coeficientes de ésta. Pero el cardcter

combinatorio se hace predominante cuando nos elevamos 4 las.

funciones de 6rdenes-superiores, donde las analogias con los
sistemas de sustituciones conjugadas se manifiestan (Tratado
de Algebra, p. 11, pigs. 393 y 894), y -4 su vez esta teoria con-
duce 4 un procedimiento muy importaite de eliminaciéon, al
realizarsu fin de establecer una correlacion entre funciones simé-
tricas de las rafces y funciones de los coeficientes de una ecua-
¢ion cualquiera.
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L teorfa de las funciones alternadas se halla incluida en la
de las determinantes cuyo origen hallan algunos autores en la
teorfa de la eliminacidn, haciendo aparecer la determinante como
una resultante; pero sin necesidad de una dependencia que sélo
tiene un cardcter accidental, debido 4 la solidaridad de las ideas,
dicha teoria aparece como una especie de cdlculo combinatorio
4 la manera que Cauchy lo considerd en sus Clefs algébriques,
siendo la discriminante, la hessiana y la jacobiana, las tres espe-
cies de determinantes funcionales que deben estudiarse en el
Algebra.

§ s5.0—Examen de la teoria de las formas homogéneas.

‘La teoria de las formas homogéneas en su mayor extension
es la parte del Andlisis conocida con el nombre de Algebra de las
formas. Aunque de origen muy reciente, sus considerables pro-
gresos le han dado un lugar de gran importancia en el plan que
hoy comprende el Anilisis, formando una teoria de cardcter
esencialmente combinatorio, y ademds sus intimas conexiones
con el antiguo Andlisis de fines esencialmente cuautitativos 6
referentes 4 la expresion 6 determinacion del valor 6 la medida,
y con la Geometria, se han traducido en correlaciones de forma
6 de posicién, en que se prescinde de la evaluacion 6 relacion
cuantitativa y de la extension.

Las formas homogéneas (quantics, segun la denominacion de
Cayley) son el sujeto ¢ materia sobre que se efectiian ciertas
modificaciones expresadas por simbolos de operaciones i opera-
dores, que constituyen el verdadero manantial-i origen de la
especie de funciones consideradas en la rama del Analisis de
que se trata. Las transformaciones lineales, produciendo los
nuevos coeficientes de la forma, ¢ sea los de su transformada,
ofrecen los elementos de dichas funciones que satisfacen 4 la
relacién fundamental expresada en el siguiente teorema: los
nuevos ' coeficientes Ao, Ay, Ay, son funciones homogéneas de
gradoigual al de'la forma dada, con relacidn d las constantes de la
substitucion, y lineales con relacion d los antiguos ay, ..., Ay,
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El fin de pura correspondencia entre los coeficientes y varia-
bles de una forma y su transformada, realizado por las diversas
especies de funciones denominadas invariantes, covariantes, ete.,
hace depender en algunas circunstanciasel Algebra de las formas
del principio que el teorema de Newton constituye respecto 4 la
relacién existente entre las funciones simétricas de las raices y
los coeficientes de una ecuacion.

Il Algebra de las formas, como organismo, no ofrece actual-
mente la natural distincién que debe existir entre la parte tedrica
0 referente 4 las propiedades y la de cardcter préictico destinada
d dar.procedimientos que produzcan nuevas formas por medio
de las ya obtenidas. Asi, la resultante, la discriminante, la
Jacobiana y la hessiana son funciones que, no so¢lo sintetizan
importantes propiedades de la teorfa de las formas homogéneas,
sino que ademads expresan por su modo de obtencién procedi-
mientos varios para obtener invariantes y covariantes, y andlo-
gamente, la propiedad de éstas consistente en satisfacer ciertas
ecuaciones diferenciales, 6 ecuaciones caracteristicas, es el funda-
mento de un método de obtencidn.

Siendo la invariante de una covariante una invariante, la
covariante de una covariante otra covariante, las emanantes de
diversos ¢rdenes, asf como las invariantes de las emanantes
covariantes, y la cataleticante, y la intermutante, etc., estas
relaciones existentes entre unas y otras especies de formas, son
otros tantos métodos para deducirlas. Pero entre los métodos
que tienen un cardcter sistemdtico, 4 parte del de las ecuaciones
de derivadas, arriba citado, que se funda en el método de coefi-
cientes indeterminados, el método de Cayley, fundado en el sim-
bolo de operacion

¥y sus productos y potencias, es un procedimiento regular para
obtener invariantes y covariantes de una forma 6 de sistemas de
formas,

S e

También el algoritmo de Aronhold y Clebsch es un método
simbolico aplicable & obtener de una manera uniforme invarian-
tes y covariantes de formas que contengan cualquier nimero de
variables cuya expresion simbodlica (@, @ +-a,wytagwgt-.....)"
debe de ser desarrollada segtin la regla de las potencias, para
después substituirse productos como el ¢; a; 'j @i, POI el coeficien-
te «;;1, teniéndose que

(a2 Fagx, g as)t =(byw by kgt bya)* =....

y redueiéndose la regla para obtener invariantes y covariantes d
formar con los coeficientes a;, @,,....., by, by,einey Cpy Copennery ClETEO
nimero de determinantes que deben ser multiplicados para des-
pués hacer la sustitucién arriba indicada de a; a; ¢ por @y,
b by DR IPOL ek

Ademsds de este examen individual de las formas, hay una
manera sistemética de considerarlas, y asi juntamente con cada
forma se halla el numero de invariantes y de covariantes funda-
mentales correspondientes, problema que depende del de la par-
ticion de Jos numeros y que conduce d la ley de reciprocidad de
Hermite, caracteristica de las formas binarias y las covariantes
asociadas 6 los coeficientes ¢, ,....., de las diversas potencias
de X,Y del desarrollo

144 1 dd,
1t 4,‘—_ ! Y, IX N
X Sk e X S

V)=(, byyoees ) (X Y

3

que resulta del siguiente

1 dd 1 dd
Dl e Y),
Bz e _(x‘ s dy o s dz )

en el que v(z,y) y 4(x,y) son dos covariantes de la forma bina-
via /(@40 ensy @) (@, y)* de los érdenes m y s respectivamente y en
el caso de ser la covariante ¢ la misma forma f, ofrecen otro caso
correspondiente al estudio sistemitico de las formas.
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§ 6.0—Examen de la teoria de las ecuaciones algebraicas.

El problema fundamental en la resolucién algebraica de las
ecuaciones es el que determina la ccuacion de que depende una
funcion racional y no simétrica de las raices de una ecuacion dadua,
que 4 su vez depende de la relacién entre las funciones simétricas
de las raices de una ecuacién y sus coeficientes. Asf, las funcio-
nes simétricas de las rafces aparecen como términos medios
entre los coeficientes de una y otra ecuaciéon. Kl problema de
que se trata, pues, determina un enlace entre los coeficientes de
dos ecuaciones cualesquiera correspondiente 4 un enlace esta-
blecidd entre sus rafces. Pero ademds de este problema funda-
mental hay que considerar la teoria de las sustituciones, puesto
que existe también una necesaria correspondencia entre el modo
de distribucién de las rafces en los ciclos de las sustituciones y
en los sistemas conjugados y la distribucién de las raices en las
ecuaciones.

En efecto, una funcién puede ser simétrica, en cuyo caso los
n! valores que adquiere por todas las sustituciones que pueden
efectuarse entre sus rafces son iguales, y puede no ofrecer nin-
guna simetrfa, de manera que dichos valores sean todos des-
iguales. Pero puede suceder también que sélo J valores dela
funcién resulten iguales, formando entonces las J -sustituciones
correspondientes un sistema conjugado, y como en este caso
las n1=ij sustituciones del sistema total se distribuyen en i series
de sustituciones, las 2! funciones correspondientes admitirdn la
misma distribucién, exigiendo este resultado el distinguir las
funciones que admiten una sustitucion, es decir, que no alteran
por ella, el cual se reduce 4 enunciar que las sustituciones de
una funcion de diversas variables forman ‘un' sistema conjugado,
y ademds que el indice de éste es igual al numero de valores
distintos que la funcién puede adquirir por las sustituciones,

n!
pues de ij=n!, resulta i=——. Establecida esta proposicién y
J

su reciproca, que expresa la existencia de funciones que admiten

S

e i

A R
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exclusivamente las sustituciones de un sistema dado, es decir,
establecida la correlacién fundamental entre las funciones y los
sistemas conjugados de sustituciones, puede enunciarse y de:
mostrarse la propiedad de las funciones semejantes debida &
Lagrange, que establece el enlace racional de dos de estas fun-
ciones, es decir, la posibilidad de expresarse cada una. de dos
funciones semejantes de » variables por una funciéon 'af;lonal de
la otra, en la cual los coeficientes son funciones simdtriens de n
variables, y aun mejor, la proposicién que enuncia tal 'modo de
exprosarse una funcién por medio de otra, cuando admite todas
las sustituciones de ésta. Pero ademas de establecer esta Propos
sicion , Lagrange dié 4 conocer su método, fundado en dichas
consideraciones, para calcular una funcién de las raices de x,ma
ecuacion, cuando se conoce otra funcién cualqt}iera de las raices
(Mem. de I Acad. de Berlin 1770 y 1771), y Galois en su notable
Memoria Sur les conditions de resolubilité, ete. (Jour. de Math.
pures., ete., 1846) demostré que: Si f(x)=0 es una ecuacién cual-
quiera de grado n, que no tiene raices iguales y V=§o(x0, X iremis Xn._’l)
es una funcion racional de las ralces Xg, Xqyennoy Xn1 de la ecluacidn
propuesta, de tal modo elegida, que los 1.2.3.....n zfalores que
adquiere por las sustituciones de las raices sean toc{(’)s diferentes, se
podrdn expresar estas 7Q1CES" Xy Xqyssrers Xn O funcion de Vj&y est:e
conjunto de proposiciones deben preceder en el plan del A lgebla
4 la teoria de las ecuaciones abelianas ¢ resolubles por medio de
radicales, de manera que después de haberse demostrado la
imposibilidad de resolverse el problema general de la teoria de
las ecuaciones, es preciso exponerse la teoria de las que pu’eden
resolverse manifestando los procedimientos conducenftes z%este
fin. Wsta cuestion del Algebra se resume en las investigaciones
de Abel y de Galois. :

Por consiguiente: las, investigaciones L?G Abel, (Iepell(llel'l.t'(‘zs
de la posibilidad de reducirse la resolucién de una ecuaqon
irreducible 4 la de otras de grados menores, cuando dos de'sus
rafces se hallan ligadas entre si, de manera que la una pu.eda
expresarse en funcion racional dela otray las d(_a Galois relativas
& la reduccion de los sistemas conjugados propios de una ecua~
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cién por efecto de la adjuncion de ciertas rafces, deben constituir
hoy la teorfa de la resolucién algebraica de las ecuaciones.
La distribucién de las raices de una ecuacion f° (#)=0, cuando
dos de sus rafces 2’ y #, se hallan ligadas entre s por la ecuacién
racional @' =0 z;, en los grupos de # raices cada uno,

T 02 Pavg o, By 02 oy S B s
que expresan las relaciones de periodicidad,

Ontn gy =0m oy, Otk g, =0k g ,....., 007 ) =W
de manera que una ecuacién irreducible de grado i—mn se
reduce 4 la resolucion de m ecuaciones de grado n, cuyos coefi-
cientes pueden expresarse racionalmente por una misma funcion
que depende de una ecuacion de grado m, la cual, en general, no
es resoluble algebraicamente, cuando su grado excede del cuarto;
pero las otras lo son SIemple cuando se suponen conocidos dichos
coeficientes.

Cuando m=1, la propuesta es resoluble algebraicamente y
se obtienen las raices bajo la forma

(i1

(3 1

= A B Pt L/,
segun se expresa en las obras de Abel (T. 1., p4g. 491, 1881),
por un procedimiento andlogo al que signié Gauss para resolver
las ecuaciones de que depende la divisién del cireulo.

Cuando ademds de m=1 las cantidades contenidas en i)
y 8 son todas reales, dicha férmula se convierte en tna funcién
de las expresiones

2
COL et

i
(w‘l‘ZA ™) 2(w+2kx)

+-¢/-=1 sen —~ﬁ—, ,,,,, )

COos

it S AN N 5 e
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la cual expresa que la resolucion en este caso conduce: 1.9, d di-

vidir la circunferencia en i partes iquales; 2.9, d dividir en sequida

un dngulo; que 'se puede construir, en i partes iguales; 8.0, ¢ extraer
la ratz cuadrada de cierta cantidad a.

Enel caso general de ser i=m m,..... m, el mismo procedi-
miento reduce la resolucion del problema 4.la resolucién de »
ecuaciones cuyos grados son respectivamente m,, m,,....., My,
y si descompuesto e en sus factores primos se tiene que
e=e;Pl P2 L, ex?h, la resolucion de la propuesta quedard redu-
cida 4 la de- p, ecuaciones de grado ¢, de p, ecuaciones del

“grado ey

in el otro caso de resolubilidad, es decir, cuando en una
ecuacion algebraica todas las rafces pueden expresarse racional-

- mente por medio de una de ellas #, y entre otras dos cuales-

quiera 9z, 0, z se verifica la relacion 89, z=0, 0z, fundandose en
las consideraciones anteriores, como lo hace Abel (Id. pag. 502),
se reduce también la resolucion: en la propuesta 4 la de otras
ccuaciones resolubles algebraicamente, cuyos grados tienen por
producto el grado de aquélla.

Expuesta la teorfa de las ecuaciones abelianas con sus apli-
caciones 4 las funciones circulares 6 al problema de la division
del circulo, la teorfa general de las ecuaciones algebraicas tendra
su complemento en el desarrollo de las investigaciones de Galois,
que segun se ha indicado estriban en el procedimiento de la
adjuncién, y se hallan fundadas en las propiedades de los siste-
mas de sustituciones conjugadas. Asi, para una ecuacion f{x)=—=0
de grado u, cuyas raices son desiguales, existe siempre un sis-
tema ¢ de sustituciones conjugadas tal, que toda funcion racio-
nal de las raices cuyo valor numérico es invariable por las sus-
tituciones de (', sea expresable en funcién racional de las
cantidades conocidas, y que, reciprocamente, toda funecién racio-
nal de las raices, expresable racionalmente por las cantidades
conocidas, conserve el mismo valor numeérico cuando se le apli-
can las sustituciones de . Ademads, la teorfa dela adjuncién de
Galois, cuyo fin es reducir sucesivamente dicho sistema G, pro-
pio de la ecuacidn propuesta, & otros cuyos 6rdenes sean submul-
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tiplos de éste, que conduzean 4 la distribucién de las raices en
cierto nimero de grupos, en conformidad con las indicaciones
arriba expuestas, son las cuestiones que deben ser expuestas y
desarrolladas en la parte del Algebra de que finalmente nos
hemos ocupado. -

Todo cuanto se acaba de exponer brevemente expresa el
conjunto de las teorias que deben concurrir 4 la constltucu’)n del

Algebra, en conformidad con los resultados obtenidos por los

mds ilustres matemadticos, é impone la necesidad de reformar en

Espafia los planes de ensefianza y los programas, si no (ueremos

permanecer extrafios 4 euanto han realizado con sus esfuerzos
los mateméticos del presente siglo en la obra del acrecentamiento
y sistematizacion de dicha rama de la Matemdtica. Y pronto
tendremos ocasion de insistir en la cuestion de la ensefianza, que
debe ir intimamente ligada cor el desenvolvimiento de la filoso-
fia de la Ciencia.

Erraras: En la pdgina 12 dice: «Geduas, léase «de Guas; en la 120,
linea 20, cen conceptos, léase «el conceptos; en la 112, linea 16, ¢ <>,
léage >3,
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